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Чехословацкий математический журнал, т. 10 (85) I960, Прага 

О П Р Е О Б Р А З О В А Н И Я Х Р Е Ш Е Н И Й Л И Н Е Й Н Ы Х 
Д И Ф Ф Е Р Е Н Ц И А Л Ь Н Ы Х У Р А В Н Е Н И Й 

МИРОСЛАВ ЛАЙТОХ (Miroslav Laitoch), Оломоуц 

(Поступило в редакцию 25/11 1959 г.) 

В 1956 г. О. Б о р у в к а опубликовал исследование о преобразовани
ях решений однородного линейного дифференциального уравнения 
второго порядка1) с точки зрения нужд современной теории диффе
ренциальных уравнений. В частности, он использовал эту теорию для 
доказательства теоремы о существовании и однозначности решения 
для нелинейного дифференциального уравнения третьего порядка 
—{X, t) -f- Q(X) . X'2 == q(t). В настоящей статье мы покажем на 
основании результатов теории непрерывных групп,2) как можно рас
пространить результаты, касающиеся преобразований решений и со
держащиеся в упомянутом исследовании, на случай самосопряженно
го линейного дифференциального уравнения третьего порядка, 
соотв., первого порядка. Далее мы используем расширенный метод 
Флоке8) для определения характера фундаментальной системы нор
мальных решений линейного дифференциального уравнения третьего 
порядка и приведем теорему о существовании и однозначности ре
шения нелинейного дифференциального уравнения второго порядка 

~ ^ + Q(X).X' = q(t). 

1. Пусть X(t) и х(Т) — две взаимно обратные функции, определенные 
соответственно в интервалах г и / . Два числа t e i, T e I мы называем сопря
женными (относительно функций X, х), если они удовлетворяют равен
ствам T = X(t), t — х(Т). Мы говорим, что число t (T) сопряжено (относитель
но функций X, х) с числом T (t). ч 

Предположим, что функции X, х обладают производными до третьего 
порядка. Тогда значения производных X' , X", X'" функции X и значения 
производных х, х, х функции х для двух сопряженных чисел t e i, Tel 
связаны соотношениями 

х) См. [2]. 2) Сравни [4], гл. IV. 3) См. [5]. 
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2. Рассмотрим самосопряженные линейные дифференциальные уравне
ния третьего порядка 

(со): y'"+2œ(t).y' + со'(1) . у - 0 , 

(Q): Г " + 2ß(T) . Г ' + Ü\T) . 7 = 0 , 

где функция со' непрерывна в интервале j , a Q' в интервале / . 

К дифференциальным уравнениям (со), (Q) присовокупим следующие че
тыре уравнения: 

(Q, со): {X, t} + \Q(X) . X'2 = -|со(0 , 

(со, О): {.г, Г} + Jo>(*) . i 2 - * О Д , 

(со, со): { X , /} + > ( Х ) . Х / 2 = |со(0 , 

(Й, О): {ж, Т7} + J-jQ(a;) . #2 - \Q(T) , 

da; _ , dX слг л 1 X"'(£) 3 Х"Щ 
причем * = _ , ^ = Ж и , далее, {X, 0 = _ - ^ - - ^ , 

1 £(27) 3 £2(Т) 
{ж, i } = — TTTÜTT — т "^т^тг ? X и х означают искомые функции. v 2 х(1 ) 4 #2(Т) 

Если X — решение дифференциального уравнения (О, со), определенное 
в интервале i с j , то, как известно4), обратная функция х, определенная 
в интервале / = X(i), будет решением дифференциального уравнения (со,О). 

Пусть t0<E i — произвольное число. Обозначим через Х0, Х0( ф 0), Х0, XQ 
значения функций X, X' , X", X'" для числа t0. Одновременно положим 
Т0 = X(t0)( = Х0) € I и обозначим через х0, х0( Ф 0), х0, х0 значения функций 
х, х, х, х в точке Т0. Числа Х0, X'Q, XQ И Х0, Х0, Х0 преобразуются друг в друга 
по формулам (т). 

В следующих теоремах мы приведем соотношения между решениями 
дифференциальных уравнений (со), (О) и (О, со), (со, О), соотв. (О, О), (со, со.) 

Теорема 2 .1 . Пусть U — решение дифференциального уравнения (О), 
а X — решение дифференциального уравнения (LI, со), выполняющее в точке 
t0 € i начальные условия X(t0) = Х0 , X'(t0) = Х0( Ф 0), X"(t0) = Х0 . Тогда 

функция и = —L
 х

 v - , определенная в интервале г, является решением 

*) См. [2], стр. 330. 
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дифференциального уравнения (со), определяемым начальными условиями 

(1) u{t0) = E^): u'(t0) = U'(X0)-U(X0).^, 

X" l9,X"2 X'f/\ 
u"(t0) = U"(X0) . X'0 - U'(X0) . ±£ + ЩХ0) . \-jé ~ 1 ^ 1 . 

Доказательство . Функция и обладает в каждой точке tei производ
ными первого, второго и третьего порядков, которые даны формулами 

u' = U'(X)-U{X).ZL, 

X" I9.X"2 Х'"\ 
и" = U"(X) . X' - U'(X) . ±р + ЩХ) . \ ^ - - ±^, 

и"' = Ü~(X) . Х- + U'(X) • ( Ç ? - Ç ) - ЩХ) . ( Ç - * Ç £ + Ç ) . 

Так как функция U удовлетворяет дифференциальному уравнению (Q), 
а функция X — уравнению (Ù, ы), для любого tei получаются равенства 

U'"(X) + 2Q(X) . U'(X) + Q'(X) . ЩХ) = 0 , 

{X, t} = - \Q(X) . X* + Mt). 
Так как 

d Xiv 4X"X'" 3X"3 

получаем при помощи предыдущих формул 

К™-)? Xiv 4Х"Х'" ЗХ"3 
X'2 ' X'3 

- Ü'(X) . X'3 — 2Ü(X) . Х'Х" + co'(t) . 

Отсюда следует 

u'"(t) + &»(*) . u'(t) . + co'(t) . u(t) = 

- ПЧ. J* + щх,. (2= - Ç) - щх). («? - « £ + 5 ) + 

+ 2co(t) . \ü'(X) - ЩХ) . ~Л + «,'(*) Щ - = 

Г Г 
L , r „ 7 , X" Г 3 X" ЗХ'" 1 Xiv 1 
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+ ТТ;УТ-- ~^~ + 1[* + Й'(Х) • Z'3 + 2Q{X) • X'X"j\ = 
= X ' 2 . [£/'"(-2Q + 2fl(Z) . IP(X) + Й'(Х) . U(X)] + 

+ ЩХ) J . [- { Ç + I Ç - 1ш(«) + 1 fl(Z) . X'2] ^ 0 . 

Итак, функция и является решением дифференциального уравнения (о)) и, 
очевидно, удовлетворяет указанным начальным условиям. 

Теорема 2.2. Решение V дифференциального уравнения (О), рассмотрен
ное в теореме 2.1, удовлетворяет в интервале I по отношению к решению и 

и[х(Т)] 
обратному соотношению U = —.(rp. , где х обозначает функцию, обрат-

х(1 ) 

ную к X. Решение U удовлетворяет следующим начальным условиям: 

и(хо) лчт \ __ п.ч„ \ n.i„ \ ^о ЩТ0) = -±У-, U'(T0)=u'(x0) 
Xt\ 

U"(T0) = и"(х0) . х0 - и'(х0) §> + и(х0) . 1Щ - | | \ . 
х0 у Х0 Х0 J 

Д о к а з а т е л ь с т в о . По предыдущей теореме 2.1 нам известно, что функ-
— и\х(Т)Л 

ция U — • .(Гр\ » определенная в интервале / , является решением диффе-
х(1 ) 

ренциального уравнения (П), определяемым начальными условиями 

ЩТ0) = ^ , ЩТ0) = и'(х,)-и{х0)Л, 
XQ XQ 

Ü"(T0) = и"(х0) . х0 - и'(х0) . §> + «(*„) ( Щ - ^ \ . 
XQ \ XQ XQ/ 

Ввиду этих формул и ввиду формул (1) и (т), получаем 

ЩТ0) = ^ = Щ ^ . . Х'0 = ЩХ0) = ЩТ0) , 
XQ -A.Q 

Ü'(T0) = и'(ха) - и(х0) . Ц = 
XQ 

= U'(X0) - ЩХ0) . ^ + 2Щ. . | i - = U'(X0) = U'(T0) , 

Ü"(T0) = n"(x0) . x0 - u'(*„) . | l + «(*,) . fâ - J ) = 

= t/"(X0) - C7'(X0) . - g + C/(Xo) • (Щ -1|) + [t/'(X0) - f/(X0) . ̂ ] . 
x ; щхо) / x ^ __ xM _ _ 

• x f + ~xT~ ' Ué2 **?/ ( o) ( o)" 
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Итак, ЩТ0) = ЩТ0), ЩТ0) = U'(T0), Ü'(T0) = U"{TQ). Отсюда следует 
тождество U(T) = U(T) в интервале J . 

В случае, когда уравнение (О) тождественно с уравнением (со), преды
дущие теоремы можно сформулировать так: 

Пусть и — решение дифференциального уравнения (со), а X — решение 
дифференциального уравнения (со, со), которое в точке t0 e i удовлетворяет 
начальным условиям X(t0) = Х0, X'(t0) = Х0(=^ 0), X"(t0) = X'Q. Тогда 
функция 

(2) у - ~~хЩ 
является также решением дифференциального уравнения (со), которое 
определяется начальными условиями 

У(*о) = ^Я - V'(h) = « W ~ «№,) • Ä -
7W \ 

y"(t0) = tt*(Z0) . XJ - «'(*„) . ± i + и(Х0) . ^ - J JU . 

Решение и дифференциального уравнения (со), рассмотренное в предыду
щей теореме, удовлетворяет в интервале j no отношению к решению у 

обратному соотношению и = ^LA_^_i у где х — функция, обратная к функ-
х(1 ) 

ции X. Решение и удовлетворяет следующим начальным условиям 

и(Т0) = Щ^-, и'(Т0) = у'(х0) - у(х0) . А , 
XQ XQ 

и"{Т0) = у"(х0) . х0 - у'(х0) , А + 2/(х0) . ( ^ - | f 
XQ \ XQ XQ I 

3 . Пусть %(£), u2(t), u3(t) — линейно независимые решения дифференци
ального уравнения (со). Известно, что тогда каждое решение и дифферен
циального уравнения (со) можно выразить в виде 

(3) и = c^t) + c2u2(t) + с3гф) , 

где съ с2, с3 — постоянные. 
Множество всех решений дифференциального уравнения (со) образует 

трехмерное линейное пространство £ над телом действительных чисел. 
Из предыдущих двух теорем мы заключаем, что при помощи решения X 
дифференциального уравнения (со, со) формулой (2) определяется линей
ное отображение простанства £ на себя. 

Образы решений фундаментальной системы мы выразим так: 

(4) Ц[ЩГ = а*и*М + а<*и*&) + a«ttaW ' (* = ] ' 2 ' 3) ' 
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где aik, (к = 1, 2, 3) — постоянные. Функции -^^rnv~ » (г* = !» 2> 3 ) , обра-
А (г; 

зуют, очевидно, фундаментальную систему решений дифференциального 
уравнения (со) и, следовательно, определитель \aik\ ф 0, (г, к = 1, 2, 3). 

Будем теперь искать т. наз. нормальные решения С71? [72, [73 дифферен-
/ х Ut[X(t)] 

циального уравнения (со), т. е. такие решения, для которых - " = 
X (t) 

= s4 . Ui(t), (i = 1, 2, 3). Матрица линейного отображения 
/аг1 а12 а1В\ 

(5) Л = я а 1 а22 а23 

\ «31 «32 агз/ 

имеет в этом случае канонический вид. Как известно, эти решения можно 
выразить в виде 

(6) Vi = oculist) + oci2u2(t) + oci3u3(t) , (г = 1, 2, 3) , 

причем ocik являются решениями системы уравнений 

(7) (ап — s{) <хп + а21 ociz + а31 oci3 = О , 

«12 *<1 + (а22 — S^ 0Ci2 + «32 »iZ = Р » 

«13 «i i + «23 oci2 + (а33 — 5г) <xi3 = 0 . 

Нетривиальные решения этой системы получатся тогда, когда в,- будут 
корнями характеристического уравнения 

(8) \А — s . Е| = О, 

где Л — матрица линейного отображения, Е — единичная матрица. 
Исследуем случаи, когда все три корня характеристического уравнения 

различны, один корень двукратный или один корень трехкратный. 

Вспомогательная теорема 3 .1 . Пусть X — решение дифференциального 
уравнения (со со). Пусть F — функция, которая имеет непрерывную 
производную четвертого порядка и которая удовлетворяет функциональ
ному уравнению 

(/): F[X(t)] — F(t) = 1 , причем F'(t) Ф 0 . 

Тогда функция Ф = erF{t) : Ff{t), где г = Log s, обладает свойством 

Действительно, 
0[X(t)] = erF[X<*V : F'[X(t)] = erF(*>+f : F'[X(t)] = s . erF(*> : F'[X(t)]\ 
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но так как F'[X(t)] . X'(t) = F'(t), из предыдущего сразу же следует утверж
дение теоремы. 

Функциональное уравнение (/) имеет бесконечное количество решений, 
как показал П. X. Абель. 5 ) 

Если решения дифференциального уравнения у" + \°*($) . у = 0 коле
блются в интервале (—оо, со), то уравнение (со, со) является дифференци
альным уравнением дисперсий первого рода. В этом случае решениями 
функционального уравнения (/) будут все возрастающие (убывающие) 
решения F дифференциального уравнения (2л:2, со), если и только если X.— 
— центральная дисперсия с положительным (отрицательным) индексом.6) 

Для дальнейших рассуждений введем следующие обозначения: X — ре
шение дифференциального уравнения (со, со); F — решение функциональ
ного уравнения F[X(t)] — F(t) = 1; Ф{ = eTiF{t) : F'(t), где rt = Log st и st 

суть корни характеристического уравнения (8). 

Теорема 3.2. Пусть все корни siy (г = 1, 2, 3), характеристического уравне
ния (8) различны. Тогда существует фундаментальная система нормаль
ных решений Ui7 (г = 1, 2, 3), дифференциального уравнения (со), которые 
можно представить в виде U\ = Фг(£) . n^t), причем функции ni имеют 
непрерывную производную третьего порядка и удовлетворяют тождеству 
щ[Х{Ь)] = n<(t). 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Так как системы уравнений (7) обладают для всех $г-
нетривиальными решениями, то этим обеспечивается существование ре
шений 

з 

у»1 
таких, что 

ЩШ-^s^uAt), а = 1,2,3). 
Функции Ut образуют, очевидно, фундаментальную систему решений диф

ференциального уравнения (со). Так как частное щ = г инвариантно 

при подстановке X(t) вместо независимого переменного, в чем нетрудно 
убедиться, то отсюда непосредственно следует утверждение. 

Теорема 3.3. Пусть характеристическое уравнение (8) обладает трех
кратным корнем 8г. Тогда существует фундаментальная система нор
мальных решений Uu (г = 1, 2, 3), уравнения (со), которые можно пред
ставить или в виде 

и^Ф^-щЦ), ( 1 = 1 , 2 , 3 ) , 
Б) См. [7], стр. 36. 
о) См. [1]. 
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или в виде 

Uг = ФЛ*) • Щ(1) , (t = 1, 2) ; tf, = Ф ^ ) . [ ^ ( 0 + F(t) . щ№ 
или, наконец, в виде 

и, = Фг{1). п&), и2 = 0S) . [>,(*) + F(t). mit)], 

U3 = Фх{1) • {*,(*) + F(t) • Щ{1) + т • lF
2
(t) - 1]- • %(<)}, 

причем функции ni имеют непрерывную производную третьего порядка 
и удовлетворяют тождеству я;г[Х(£)] = зтг-(£). 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Из теории линейных отображений7) известно, что 
существует фундаментальная система таких решений f7l5 /72, U3 дифферен
циального уравнения (со), что имеет место или 

UlX(t)] : X'(t) = s,. US) , (* = 1, 2, 3) 
или 

ü{[X(t)] : X'(<) = Sl. Ut(t) , (i = 1 , 2 ) ; 

Z7,[X(0] : Z'(«) = «! . [t7,(«) + C7,(0] 
или, наконец, 

^ [ Z ( 0 ] : Z ' ( 0 = * • C^t) , UJLX{t)] : X'(Q = ^ . [US) + C î(*)] -
*7,[X(*)] : Z'(«) = Ä 1 . [C7,(0 + C72(«)]. 

Вывод вида фундаментальной системы решений мы произведем для третьего 
случая, так как в остальных двух случаях вывод аналогичен. 

Нетрудно найти вид решений этой фундаментальной системы решений 
уравнения (со), если воспользоваться подстановкой 

(9) Ut = ад . zt(t) , (i -= 1, 2, 3). 

По упрощении получим 

zJ[X(t)] = z±(t) , г 2 [ -ВД = z2(*) + z ^ ) , z3[X(t)] = г8(*) + г2(0 . 
Частное решение этой системы уравнений имеет вид £х = 1, z2 = F(t), 

F(t) . ^ ( 0 - 1] . 

я3 = ^ , в чем нетрудно убедиться с помощью подстановки. 

Общее решение тогда получим так: 

(10) гх = 1ф)> где п&Х(1)~\ = nx(t) -
Так как функция я 2 — з2(£) — F(t) . z^J) инвариантна относительно под
становки X(t) вместо независимого переменного, ввиду того, что 

щ[Х(1)] = z2[X(t)l - F[X(t)] . zt[X(t)] = 
= z2(t) + «i(«) - W«) + 1] • 4t) = «,(*) - F(t). Zl(t) = «,(*), 

7) См. [5], стр. 118 и ел. или [2], стр. 492 и ел. 
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то 

(И) z2 = ж,{1) + F(t) . г&) = я , (0 + F(t) . зф) . 

Функция 

(12) щ = z3(t) - F(t) . щ{1) - т ' [F£l~ I ] - яг{1) , 

также инвариантна относительно подстановки X(t) вместо независимого 
переменного, так как 

n3[X(t)] = z3[X(t)] - F[X(t)]. n2[X(t)] - S M L ЩШ - L>. „ l [Z ( t ) ] = 

= «,(*) + 2,(0 - TO + 1] • Я,(0 - [ J , ( f ) +
2

1 ] • F<à . „,(*) = Z3(t) -

- *•(*) . nt(t) + z,(t) - nt{b) - Z W J f f i z i i l . „ i ( < ) _ F(t) . „ ^ = щ{1) 

в силу (II) и (12). Отсюда следует 

(13) z3 = n3(t) + F(t) . яа(*) + - ^ • Ш - U l i . nAt) f 

где *г<[ВД = я,(*) , (t = 1, 2, 3) . 

Утверждение теоремы теперь следует из формул (9), (10), (11) и (13). 
При помощи предыдущих результатов нетрудно доказать следующую 

теорему: 

Теорема 3.4. Пусть характеристическое уравнение (8) имеет простой 
корень sx и двукратный корень s2. Тогда существует фундаментальная 
система нормальных решений Uif (г = 1, 2, 3), дифференциального уравне
ния (со), которые можно представить или в виде 

Ü, = 0,(1) . nx{t) , Ut = 02(t) . Щ(Ь) , (i - 2, 3) 
или в виде 

иг = 0±(t) . пг(г) , Е72 = Ф2(1) • ^я(0 , U, - Ф2(£) . |>8(*) + F(t) . тг2(*)] , 

причем функции п{ имеют непрерывную производную третьего порядка 
и удовлетворяют тождеству n{[X(t)] = n^t). 

4. В связи с теорией преобразований решений линейных дифференциаль
ных уравнений второго и третьего порядков приведем для полноты теоре
мы о преобразовании решений в случае линейных уравнений первого 
порядка и теорему о существовании и единственности решения нелиней
ного дифференциального уравнения второго порядка — L(X) + Q(X) . Х/ = 

X"(t) 
= q(t), где L(X) = . Методы доказательства остаются по существу без 

X (t) 
изменений, поэтому дальне11шие теоремы приводятся без доказательств. 
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Если ограничиться лишь первыми двумя уравнениями в преобразова
нии (т), то этим самым определяется преобразование в двумерном простран
стве. Тогда справедливы следующие теоремы: 

Теорема 4.1. Инвариантом преобразования (т) в двумерном пространстве 
ЩХ) г X" 

является функция К(Х.) = —^т~ , где L(X) — -^т ; шпак, для каждых 
двух сопряженных чисел t, Т будет K[X(t)] = К[х(Т)\. 

X" Теорема 4.2. Функция L(X) = —- является инвариантом подобия, (в том 
Л. 

смысле, что для каждой функции F, которая, получается из X путем произ
вольного линейного преобразования F(t) = aX(t) + b, a + 0> имеет место 
тождество L(F) — L(X) в интервале г). 

Об инварианте подобия L(X) сложной функции справедлива следующая 
теорема. 

Теорема 4 .3 . Пусть Y = X[Ç(t)] — сложная функция. Пусть Ç(t) — 
— строго монотонная функция, пусть для всех рассматриваемых значении t 
сложная функция X\Ç(t)] определена. Тогда L(Y) = L[X(Ç)] . £' + L{£). 

Рассмотрим два линейных уравнения первого порядка 

(q)' У' = q(t) • У , 

(Q): Y = Q{T).Y , 

где функция q непрерывна в интервале /, a Q в интервале J. 
Присоединим к дифференциальным уравнениям (q), (Q) следующие че

тыре уравнения 

(Q, q): - ЦХ) + Q(X) . X' = q(t) , 

(q,Q): -Цх) + q(x).x = Q(T), 

(q, q): - ЦХ) + q(X) . X' = q(t) , 

(Q,Q): -Цх) +Q(x).x = Q(T), 

причем X' = —, x = ^ , L(X) = - ^ , L(x) = —^ ; X и х означают 

искомые функции. 
Относительно решений уравнений (Q, q), (q, q), (q, Q), (Q, Q) справедливы 

следующие теоремы. 

Теорема 4.4. Пусть X — решение дифференциального уравнения (Q, q), 
определенное в интервале i с /. Тогда обратная функция х, определенная 
в интервале I = X(i), является решением уравнения {q, Q). 

Теорема 4.5. Пусть X, у, X, у являются, соответственно, решениями 
уравнении (Q, q), (q, Q), (q, q), (Q, Q). Тогда сложные функции XX, yX, yy, 
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Xy, yX, Xy, поскольку они определены, будут решениями дифференциаль
ных уравнений (Q, q), (Q, q), (q, Q), (g, Q), (q, q), (Q, Q). 

Соотношения между решениями дифференциальных уравлений (q), (Q), 
(Qf #)> (#> Q) можно установить следующим образом: 

Рассмотрим решения уравнений (q), (Q), определенные в интервалах j , J. 
Если X — решение уравнения (Q, q), определенное в интервале г с /, то, 
как известно, обратная функция х, определенная в интервале / = Х(г), 
будет решением уравнения (q, Q). 

Если t0€ i — произвольное число, то обозначим через Х0, Х0( Ф 0) зна
чения функций X, X' в точке t0. Аналогично положим Т0 = X(t0) = Х0 е I 
и обозначим через х0, х0( Ф 0) значения функций х, х в точке Т0. Числа Х0 

и х0 преобразуются по формулам (т). 
Справедливы следующие теоремы. 

Теорема 4.6. Пусть U — решение уравнения (Q) и X — решение уравне
ния (Q, q), удовлетворяющее в точке t0 e i начальным условиям X(t0) = 

= Х0 , Х'(£0) = Х'0. Тогда функция и — — L A i l 9 определенная в интер-
X (t) 

вале г, является решением дифференциального уравнения (q), которое 

определяется начальным условием u(t0) = —- °' . 

Теорема 4.7. Рассмотренное в предыдущей теореме решение U дифферен
циального уравнения (Q) удовлетворяет в интервале I по отношению к ре
шению и обратному соотношению х есть функция, обрат-

х\1 ) 
ная к функции X. Решение U удовлетворяет начальному условию U(T0) = 

х0 

Приведем еще теорему о единственности и существовании решения 
дифференциального уравнения (Q, q) в следующей формулировке: 

Пусть t0 e j ; Х 0 e J, Х'0( ф 0) — произвольные числа. Существует в точ
ности одно решение X(t) уравнения (Q, q), определенное в открытом интер
вале i с j , которое удовлетворяет начальным условиям X(t0) = Х0 , X'(t0) == 
== Х'0 и которое замечательно тем, что каждое другое решение уравнения 
(Q, q), удовлетворяющее тем же начальным условиям, является его частью. 

Пусть U — произвольное решение дифференциального уравнения (Q), 
au — решение уравнения (q), определяемое начальным условием u(t0) = 
= U(X0) : Х'0. Тогда решение X уравнения (Q, q), о котором идет речь, 
является решением дифференциального уравнения первого порядка Х ' - = 

ЩХ) , Y 
= —-—- , принимающим в точке t0 значение Х0. и(х) 
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R é s u m é 

CONTRIBUTION AUX TRANSFORMATIONS DES SOLUTIONS 
D'ÉQUATIONS D I F F É R E N T I E L L E S LINÉAIRES 

MIROSLAV LAITOCH, Olomouc 

Considérons les équations différentielles autoadjointes du troisième ordre 

(со): y'" + 2co(t) y' + co'(t) y = 0 , 

(Q): Y'" + 2 Q(t) Y' + Q(t) 7 = 0 , 

les fonctions со' et Q' étant continues sur les intervalles j et J respectivement. 

Aux équations différentielles (со), (О) nous associons les quatre équations 
suivantes: 

(Q, со) : {X, 0 + 1 G(X) X ' 2 = \ m(t); (m, Û) : {x, T} + § a>(x) x* = \ Q{T) , 

(со, со) : {X, t} + | a>(X) X ' 2 = | a>(t) ; (Q, Q) : {x, T} + f Q(x) х* = \ Q(T) 

v . dx _ , d X . f _ rt 1 X'"(0 3 Х"Щ) 

oux = w, x « ¥ . * № 0 - ï ï f - T W 
(x, T} = —- -TTTfTT — ~r .},J, ; l e t x sont les fonctions cherchées. c 2 x(T) 4 ж2(Т) 

Dans cet article, on étudie les r e l a t i o n s qui existent entre les solutions 
des équations différentielles (со), (Q), et (О, со), (со, О), soit ( ß , О), (со, со). 
On démontre en particulier les deux théorèmes suivants: 
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Théorème 2.1. Soit U une solution de Véquation (O) et X la solution de Véqua
tion (Q, со) vérifiant en un point t0 e i la condition initiale X(t0) = X0, X'(tQ) = 

= ^ o ( + 0)> ^"(^o) == ^o - Alors la fonction и = —^—т— définie sur Vintervalle 
A (t) 

i est la solution de Г équation différentielle (со) définie par les conditions initiales: 

<Q = Щ^ , « '&) = U'(X0) - U(X0) | % , 
X" l9X"z Xf,/\ 

u"(t0) = u"(x0) x'0 - u'(x0) x ? - + щх0) ^ L - Y%] • 
Théorème 2.2. La solution U de Г équation différentielle (Q), considérée au 

théorème précédent, vérifie sur Vintervalle I par rapport à la solution и la formule 

d'inversion U = —гт^т— , ой x désigne la fonction inverse de X. 
X\l ) 

Ensuite, on déduit dans cet article des f o r m u l e s e x p l i c i t e s pour le système 
fondamental de solutions normales de l 'équation différentielle linéaire auto
adjointe de troisième ordre (со): 

Si X désigne une solution de l'équation différentielle (со, со), F la solution 
de l 'équation fonctionnelle F[X(t)] — F(t) = 1, Ф{ = eTiF{t) : F\t), où r, = 
= log si} st étant les racines de l 'équation caractéristique (8), alors on a: 

Si toutes les racines s^i = 1, 2, 3) de l'équation caractéristique (8) sont 
simples, il existe un système fondamental de solutions normales U{ de l 'équation 
différentielle (O) que l'on peut exprimer par les formules 

Ut = 0{(t) щ(Ь) (i = 1, 2, 3) . 

Si l 'équation caractéristique (8) a une racine triple, on a ou bien 

U{ = Ф$) щ(Ь) (i - 1, 2, 3) , 
ou bien 

Uf *= ФМ) Jtt(t) (i = 1, 2) , U3 = 0,(t) [jr,(0 + F(t) n2(t)] , 

ou bien encore 

u1 = ФХ(О 7i.it), u2 =* ФМ) K ( 0 + F(t) n№ , 

us = ФМ) k (0 + *40 *,(*) + ~Щ ~ 1] *i(«) 
Si l 'équation caractéristique (8) admet une racine sx simple et une autre s2 

double, on a soit 

U1^01{t)n1{t) и< = Ф&)щ(1) (i = 2 , 3 ) , 
soit 

ГЛ = 0t(t) n S ) , ?7a - Фа(0 я,(0 , C/3 - Ф2(0 [тгдо + J?(O тга(0]. 
Ici les fonctions щ (i = 1, 2, 3) sont deux fois différentiables et vérifient 
l 'identité л:г[Х(£)] = тгДО-
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