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Чехословацкий математический журнал, т. 11 (86) 1961, Прага 

L'ÉLÉMENT LINÉAIRE PROJECTIF D'UNE CONGRUENCE DE DROITES 
PARABOLIQUE DANS S5 

FROIM MARCUS, Jassy 

(Reçu le 24 septembre 1959, après modifications le 9 août 1960) 

On définit l'élément linéaire projectif pour une congruence parabolique de 
droites dans S5. 

1. Dans un Mémoire en cours de publication [ l ] je définis l'élément linéaire 
projectif d'une congruence de droites dans S5. Dans [2] A. SVEC définit l'élément 
linéaire projectif d'une congruence dans S2n+i- Entre ces définitions il existe la dif­
férence suivante: 

L'élément défini dans [2] se réduit pour n = 1, c'est-à-dire dans un S3, à l'élément 
défini par A. TERRACINI [3], tandis que celuit défini en [1], se réduit dans le cas 
des congruences quadratiques dans S5, à l'élément linéaire projectif défini par 
B. SEGRE [4]. 

Soit en [1] qu'en [2], on considère seulement le cas des congruences non-parabo­
liques. Mais en utilisant quelques résultats de Terracini [5], [6], on peut définir aussi 
l'élément linéaire projectif pour une congruence parabolique dans un S5. C'est le but 
de cette Note. 

2. Soit Г une congruence de droites engedrée par les tangentes aux lignes caracté­
ristiques d'une surface (j>*) de S5, représentée par une équation du type parabolique 

(i) yt„ = «J„* + ßyt + yy* 

avec ß Ф 0. On peut supposer [6] que les six points 

v* v* v* v* v* v* 
У ? У и 9 yv ? Ум > yvv > У uvv 9 

soient linéairement indépendants, et alors la surface (y*) est aussi représentée par [6] 

(2) y*vv = А1У* + В1У* + Cxy*v + Diy*uv + Plfvv + eiytvv. 

En conséquence, la congreunce parabolique Г de S5 peut être représentée [6] par 
le système (1) et (2) avec ß Ф 0. 

3. Dans son important Mémoire [5], A. Terracini considère l'incidence d'un 
système 0, c'est-à-dire, d'un système de ooa(2 ^ 5 ^ 3 ) plans dans S5 dont deux 
plans consécutifs sont toujours incidents dans un point, avec l'ordre d'aproximation 
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(7^2 . Ces plans passent par les droites d'une variété réglée U3, dotée d'un S3 

tangent fixe le long de chaque génératrice, et sont situés dans les S3 tangents relatifs. 
Comme, dans cette hypothèse, la variété U3 ne diffère pas d'une congruence de 
droites ([5] pag. 446), Terracini assimile l'étude des systèmes 0, à l'étude des congruen­
ces Г, supports des plans <9, et s'occupe des systèmes A de oo1 plans contenus dans 
les systèmes 09 et qui réalisent une incidence avec une aproximation G ^ 4. 

Par analogie avec le mode de comportement des plans tangents à une surface 
de *S5 dans les points d'une ligne principale, Terracini [5] nomme les systèmes A9 

systèmes principaux des systèmes 0. 

4. Soit Г une congruence de droites parabolique de S5, support d'un système 0. 
Le plan qui décrit le système 0, est déterminé [6] par les points y*, y*9 et par un 
troisième, situé sur la droite (y*9 y*v). Dans ce cas, le système 0 contient généralement 
trois systèmes principaux distincts de ceux qui correspondent au système des caracté­
ristiques de la surface (y*), unique nappe focale de la congruence, et qui ne peuvent 
être indéterminés [6]. 

Les coordonnées du point j * peuvent être multipliées par un même facteur A(w,v) Ф 
4= 0. En posant 

(3) y = ky* , 

nous allons choisir ce facteur de manière que le plan qui décrit le système 0 soit 
déterminé par les points y9 yu9 yuv [6]. En conséquence 

(10 Ут = аУи +.byv + су, ( Н О ) 

et 

(20 Уwv = АУ + вУи + Cyv + Dyuv + pyvv + syuvv, 

déterminent par rapport aux nouvelles coordonées y9 la congruence parabolique 
Г de S59 et l'équation différentielle des systèmes principaux différents du système 
v = const est [6] 

où 

(5) E = pu + 2ebv + es + bD + bps 9 

N = bau — bp + abs + b2s2 — 3bv — 3c, 
P = 2b2s . 

5. Dans l'hypothèse qu'on a normalisé les coordonnées du point y* qui décrit 
l'unique nappe focale de la congruence de façon que l'équation différentielle des 
systèmes principaux soit donnée par (4), il résulte que le système (Г) et (2') qui 
complète la représentation de la congruence, admet encore des transformations 

(6) и = u(u) ; v — v(v) . 
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En appliquant au système (Г) et (2') une transformation (6) et en notant par 
#, A, b, В etc. les nouvelles valeurs des coefficients a, A, b, B, etc., nous avons 

/тЧ - du fdu\2 d2u T dv _ /dwx 2 

(I) a—==a[ — )+-—;b— = b( — 
» dw \du/ d i r dv \du 

\duj \dv, 

— du /dv\3 _ du dv 
В = — = 2м — J ; e - з = e —:5 

dw \dû/ dw du 

- ËE - 3 Ë!U. ^ Y -
dv dv2 \dv/ 

~ dw dû л /d tA 3 _ dw d2v 
D — — = # ( — 1 — e — • -ZT ; 

dw dû \div dw t̂? 

- d û _d 2 û ^ / d û \ 3 d?v 
С — + P-ZÏ = CI — ) + - — . 

dû du \ d û / dû 

6. Dans [7], E. CECH a montré qu'à toute congruence non-parabolique de droites 
de S3 on peut associer quatre formes différentielles invariantes telles que leur somme 
est égale à l'élément linéaire projectif de Terracini de la congruence. 

On peut faire voir qu'à une congruence parabolique de droites de S5 on peut 
aussi associer quatre formes différentielles invariantes. En effet, il résulte de (I) 
que les quatre formes 

N 
(7) фх = — 2be du ; ф2 = dv ; 

b 
„ E dv2 

Fi = ; 
b du 

F г = 
~, dw2 

- 26 
dû 

sont des invariantes du système normalisé (Г) et (2') qui détermine la congruence 
parabolique. 

7. Il reste encore à prouver que les quatre formes (7) restent invariantes aussi 
si l'on considère les normalisations 

(8) y = °(v)y, 

pour lesquelles on a 

(9) [y,y»>yuv] =<г 3 Ь>л>лД. 
En posant 

(1") Уии = axyu + bjv + сJ , 

et 

(2") yvvv = AJ + Bxyu + Ctyv + Dtyuv + Pi^t; + ЧУчм> > 
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et en tenant compte de (8), il résulte 

(II) ax = a ; bt = b ; c1 = с - b°~ ; 
G 

4 = e ; Pi = P + 3 — ; i ) 1 = Z ) - 2 e ~ 

Ö" (J2 (7 

a \ ( j 2 (T^ 

At= A + С -f 3 6 — - 2p — p + 3 — 
G G \ G G G ) G \ G 

D'autre part, en exprimant par 

<10> *• (T)'- "•(T)' -'.£-*-'• 
\du/ \du/ du 

l'équation différentielles des systèmes principaux et en tenant compte de (5) et (II) 

(11) Et = E; Nt = N; P± = P . 

Donc 

(12) b1s1 = be; — = — ; —- = — , 
V ; b, b b, b 

ce qui démontre qu'une transformation (6) appliquée au système (1") et (2") ne change 
pas les quatre formes différentielles (7). 

En conséquence, la forme différentielle fractionnaire 

/тттч r Edv3 - Ndv2 du ~ 2b2 г du2 dv - 2b2 du3 

(III) / = — — = Fx + ф2 + фх + F2, 
b du dv 

peut être définie comme l'élément linéaire projectif d'une congruence de droites para­
bolique dans un S5. J — 0 est Véquation des systèmes principaux distincts de v — const 
de Г unique nappe focale de la congruence. 

De (7), il résulte 

(13') фхф2 = IsNdu dv ; F1F2 = - 2E du dv , 

et si par exemple £ Ф 0 , nous obtenons, comme dans le cas d'un espace S39 un 
invariant fini 

(14) tl '^2 = _ ^L 
F,.F2~ ' E•' 
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Р е з ю м е 

Л И Н Е Й Н Ы Й П Р О Е К Т И В Н Ы Й Э Л Е М Е Н Т П А Р А Б О Л И Ч Е С К О Й 
П Р Я М О Л И Н Е Й Н О Й К О Н Г Р У Э Н Ц И И В S5 

ФРОИМ МАРКУС (Froim Marcus), Яссы 

В этой работе дается определение линейного проективного элемента пара­
болической прямолинейной конгруэнции в S5. Аналогично случаю напараболи-
ческой прямолинейной конгруэнции в S3 можно параболической конгруэнции 
в S5 поставить в соответствие четыре инвариантные дифференциальные формы, 
данные уравнениями (7); их сумма является линейным проективным элемен­
том рассматриваемой конгруэнции. Приравнивая линейный элемент нулю, 
мы получим дифференциальное уравнение главных систем единственной фо­
кальной поверхности конгруэнции; см. [5] и [6]. 
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