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YexocaoBanxuii MaremMaTHyeckmii xypnai, 1. 11 (86) 1961, I'lpara

L’ELEMENT LINEAIRE PROJECTIF D’UNE CONGRUENCE DE DROITES
PARABOLIQUE DANS S

FroiM MaARrcus, Jassy

(Regu le 24 septembre 1959, aprés modifications le 9 aolt 1960)

On définit P'élément linéaire projectif pour une congruence parabolique de
droites dans Ss. '

1. Dans un Mémoire en cours de publication [1] je définis I’élément linéaire
projectif d’une congruence de droites dans S5. Dans [2] A. Svic définit ’élément
linéaire projectif d’une congruence dans S,,, ;. Entre ces définitions il existe la dif-
férence suivante:

L’élement défini dans [2] se réduit pour n = 1, c’est-a-dire dans un S, & 'élément
défini par A. TerrACINI [3], tandis que celuit défini en [1], se réduit dans le cas
des congruences quadratiques dans S5, & I’élément linéaire projectif defini par
B. SEGRE [4].

Soit en [1] qu’en [2], on considére seulement le cas des congruences non-parabo-
liques. Mais en utilisant quelques résultats de Terracini [5], [6], on peut définir aussi
I’élément linéaire projectif pour une congruence parabolique dans un Ss. C’est le but
de cette Note.

2. Soit I" une congruence de droites engedrée par les tangentes aux lignes caracté-
ristiques d’une surface (y*) de Ss, représentée par une équation du type parabolique

1) You =y + BYS +
avec B = 0. On peut supposer [6] que les six points
Y Vi Yo s Vs Yoo Vaww >

soient linéairement indépendants, et alors la surface (y*) est aussi représentée par [6]
2 Yoo = A1y* + Biyi + Ciyy + Dy, + p1Yis + €Yo -
En conséquence, la congreunce parabolique I' de Ss peut étre représentée [6] par
le systéme (1) et (2) avec § = 0.

3. Dans son important Mémoire [5], A. Terracini considére l'incidence d’un
systtme O, c’est-a-dire, d’un systéme de ooa(2 fa < 3) plans dans S5 dont deux
plans consécutifs sont toujours incidents dans un point, avec ’ordre d’aproximation
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o = 2. Ces plans passent par les droites d’une variété réglée U, dotée d’un S,
tangent fixe le long de chaque génératrice, et sont situés dans les S; tangents relatifs.
Comme, dans cette hypothése, la variété U, ne différe pas d’une congruence de
droites ([ 5] pag. 446), Terracini assimile I’étude des systemes @, a I’étude des congruen-
ces I', supports des plans @, et s’occupe des systémes 4 de co® plans contenus dans
les systemes O, et qui réalisent une incidence avec une aproximation ¢ = 4.

Par analogie avec le mode de comportement des plans tangents & une surface
de S5 dans les points d’une ligne principale, Terracini [5] nomme les systémes 4,
systémes principaux des systémes O.

4. Soit I' une congruence de droites parabolique de S5, support d’un systéme ©.
Le plan qui décrit le systtme O, est determiné [6] par les points y*, y¥, et par un
troisiéme, situé sur la droite (¥}, y5,). Dans ce cas, le systéme @ contient généralement
trois systémes principaux distincts de ceux qui correspondent au systéme des caracté-
ristiques de la surface (y*), unique nappe focale de la congruence, et qui ne peuvent
étre indéterminés [6].

Les coordonnées du point y* peuvent étre multipliées par un méme facteur A(u,v) =+
=% 0. En posant

©) y = Iy*,

nous allons choisir ce facteur de maniére que le plan qui décrit le systtme @ soit
determiné par les points ¥, Yu» Vuo [6] En conséquence

(1,) Yuw = @Yy + by, + ¢y, (b * 0)
et
2) | Yoo = AV + BV, + Cy + DYy + Yoy + &V »

determinent par rapport aux nouvelles coordonées y, la congruence parabolique
I' de Ss, et I’équation différentielle des systémes principaux différents du systéme
v = const est [6]

(4) E(d—li>3 ~N <d_")2._ PI 2 =0,

du du du
ou
(5) E = p, + 2¢b, + ce + bD + bpe,
N = be, — bp + abe + b*e* — 3b, — 3c,
P =2b%. ’

5. Dans I’hypothése qu’on a normalisé les coordonnées du point y* qui decrit
I'unique nappe focale de la congruence de fagon que I’équation différentielle des
systémes principaux soit donnée par (4), il résulte que le systeme (1') et (2) qui
compléte la représentation de la congruence, admet encore des transformations 4

(6) u=u); v=ro0).
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En appliquant au systtme (1) et (2') une transformation (6) et en notant par
a, 4, b, B etc. les nouvelles valeurs des coefficients a, 4, b, B, etc., nous avons

_ 2 2 _d 2
@ a2 _ () L 5y d—lf);
, du du du? dv du
2 3
E=cd—l_l ;Z:A(—ig ;
du dv

3
F=d—lf=B d—f ; Ed—f=ed—1.);
du dv du do

dv dv? dv
3 2
plan () m g
du dv dv du dv?
_C‘(—iz+ﬁdzv— dv 3+d3v
dv d? dv)  dv®’

6. Dans [7], E. CecH a montré qu’a toute congruence non-parabolique de droites
de S; on peut associer quatre formes différentielles invariantes telles que leur somme
est egale a I’élement linéaire projectif de Terracini de la congruence.

On peut faire voir qu’a une congruence parabolique de droites de S5 on peut
aussi associer quatre formes différentielles invariantes. En effet, il résulte de (I)
que les quatre formes

7) ¢y = — 2bedu; ¢2=—%dv;
2 2

Flzfdi; F2=_2bdi

b du dv

sont des invariantes du systéme normalisé (1) et (2') qui détermine la congruence
parabolique.

7. 11 reste encore & prouver que les quatre formes (7) restent invariantes aussi
si 'on considére les normalisations

®) y=0@)y,

pour lesquelles on a

©) 35 Vo Yued = 0 [, P> Y] -

En posant

1" » Vs = QYu + by, + ¢17,

et

(2”) Vo = A1Y + By, + Cliu + DYy + P1Voo + €1Vuvw>
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et en tenant compte de (8), il résulte

’

(10 ay=a; by=b; ¢, =c—b;
o
eo=¢; pr=p+37; D,=D-2";
o o
” 2 ’
c,=c+32 62 _2%2,,;
o o2 o
0_12

B-Zp+e(2 7)),
o o> o

m ’ ” 2 ’ ” ’
g =4+ -Z(ce3l 6 —2p2)-Z(p+3Z).
. g g g o g g ag

A
I

D’autre part, en exprimant par

(10) E, (d”> N, (d”> - P, j—” — 22 =0,
u

du du

I’équation différentielles des systémes principaux et en tenant compte de (5) et (II)

(11) E,=E; N,=N; P, =P.
Donc

E, E N, N
12 b =be; L. M _N
(12) ™ b, b b, b

ce qui démontre qu’une transformation (6) appliquée au systéme (1”) et (2”) ne change
pas les quatre formes différgntielles (7).

En conséquence, la forme différentielle fractionnaire

Edv’ — Ndv® du — 2b% du® dv — 2b% du®
() J = == i “bdud;' v L= Fi 4 ¢+ ¢ +Fy,

peut étre définie comme I’élément linéaire projectif d’une congruence de droites para-
bolique dans un Ss. J = 0 est I’équation des sysiémes prmczpaux distincts de v = const
de I'unique nappe focale de la congruence.

De (7), il résulte
(13) ¢1¢, =2eNdudv; F,F, = — 2Edudo,

et si par exemple E =% 0, nous obtenons, comme dans le cas d’un espace S3, un
invariant fini

(14) ¢1-¢2__f_]y_

F,.F, E
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Pesrome

JIMHEVIHBIN MPOEKTUBHBIV DJIEMEHT ITAPABOJIMYECKOW
MPAMOJIMHEMHON KOHI'PY3HIIUU B S;

®POVM MAPKYC (Froim Marcus), Scce

B oT0i#i paboTe maeTcs ompeieicHHe JHHEWHOIO NMPOEKTHBHOI'O JJIEMEHTa mapa-
60JIMYeCKO# MPSIMOTMHEWHON KOHTPYSHITUHU B Ss. AHAJIOTUYHO CIy4Yaro Hanapa®oJu-
YeCKOW NMPSIMOJIMHEHHO# KOHTPYIHIUK B S3 MOXHO NapabosMYecKoil XOHIPYIHIHU
B S5 IOCTaBHTH B COOTBETCTBUE YeTHIpe HHBapUaHTHEIE muddepeHnnanpabie Gopmsl,
JaHHBIC ypaBHeHUsIMH (7); MX CyMMa SIBJISCTCS JIMHCHHBIM IPOEKTHBHBIM 3JI€MEH-
TOM pacCMaTpUBaeMoil KOHIPYIHIMU. IIpupaBHUBAsi JIMHEWHBIA JJIEMEHT HYIIIO,
MBI nostyynM i depeHnuasbHOe ypaBHEHHE TJIaBHBIX CHCTEM €IMHCTBEHHOW ¢o-
KaJIbHO¥M NMOBEPXHOCTH KOHIPYIHIHMHU; cM. [S] u [6].
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