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YexocnoBaukuii MaTeMaTH4ecknit xypuas, 1. 12 (87) 1962, Ilpara

QUELQUES TRAVAUX DE GEOMETRIE DIFFERENTIELLE *)

Epuarp CEcH et ALois SVEC, Praha
(Regu le 25 juin 1960)

On a trouvé dans I’héritage de ’académicien EDUARD CECH une série de manuscrits
et de calculs, concernant la géométrie différentielle. La plupart d’entre eux ne conte-
nait que des calculs faits sans texte, ou bien des travaux tout a fait incomplets et
inachevés. Le reste a été rédigé en six articles que voici.

Dans le premier travail, je n’ai fait que de menues retouches styllistiques; le
second a été complétement refait d’aprés une communication orale de M. E. Cech
et quelques calculs incomplets. Le troisiéme travail a été rédigé a partir de plusieurs
calcules et notices trouvés, concernant la théorie des correspondances; son arrange-
ment styllistique et une partie des calculs sont nouveaux. Le quatriéme travail
n’a subi qu’une adaptation styllistique; il en est de méme pour la deuxiéme partie
du cinquéme travail. Pour le sixiéme travail, on n’a pu trouver que des calculs.

Jexprime a cette occasion mes remerciements sincéres au professeur J. KLAPKA
pour la révision de ’ensemble du manuscrit et 4 M. B. CENKL pour le contrdle de
certains calculs.

Alois Svec

I. BANDES D’ELEMENTS SUR LES HYPERSURFACES DANS L’ESPACE AFFIN

On étudie le contact du second et du troisiéme ordres de deux hypersur-
faces dans I’espace affin, suivant leur variété d’intersection.

1. Dans ’espace affin 4,,; & n + 1 dimensions, considérons une hypersurface P.
Le point x € P soit donné d’une fagon paramétrique

(LY x = x(u) = x(u, ..., u") .

Au lieu des paramétres u, nous pouvons introduire les nouveux paramétres v par les
équations

(1,2) ut=u(o', .., hkorso=1,..,n;

*) Collection de six travaux trouvés inachevés dans I’héritage de I’académicien Epuarp CECH,
rédigée par Arois Svec.
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(L,3) P
|ov®
Orienter P signifie n’admettre que de tels changements de paramétres (I,2), pour
lesquels on a D > 0. Il existe deux orientations possibles.
Les parametres u étant donnés, nous posons

(14) n(u) = (ﬁ, ax) ;

*0.

ou' ou™
n est un covecteur. Nous avons évidemment
(L5) n(v) = D.n(u) ot D= Hz;

et nous supposons partout 7 + 0, c’est-a-dire que P admet partout un hyperplan
tangent déterminé. Nous posons ensuite

(L6 bo) = ) 5 = (25, 2 ).

ou"ou® out’ 7 oun’ ouou

En vertu de (L,2), nous avons

bufo) = (SX o ox ol Px outout
® ouk ov' T auk v outou* av” av®
soit encore d’apres (I,3)
h k
17) b(0) = D . byy(u) 2
ov" 0v*
de sorte que
(L3) b,(v) dv" dv® = D . b,(u) du” du®

ré i
et I’équation Byo(s) du” du® = 0

a une signification invariante, ce qui est bien évident du point de vue géométrique,
car elle définit les lignes asymptotiques sur I’hypersurface P. En posant

(19) B(u) = |by(u)|
nous aurons d’aprés (I,3) et (1,7)
(1,10 B(v) = D"*? . B(u) .

Nous allons nous borner au cas de B #+ 0, ou le cone asymptotique n’a pas une’
direction singuliere. Si n est pair, le signe

(L11) e=sgnBu)=+1

sera invariant, car il ne dépend ni de l'orientation de Pespace A4, ;, ni de celle de I'hy-
persurface P. Dans ce qui va suivre, supposons

(L11") e =1 sinestpair.
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Si n est impair, le signe (I,11) change en signe contraire aussi bien & un changement
d’orientation de I’espace A4, qu’a un changement d’orientation de I’hypersurface P.
Posons maintenant

(L12) &(u) = [Bu)] ™12 . n(u)
ce qui a une signification réelle méme si n est pair, en raison de la convention ([,11’).
D’apres (I,5) et (I,10), nous avons

(1,13) &(v) = &(u)

de sorte que le covecteur ¢ a une signification invariante. Nous allons montrer que

(1,14) (c,fﬁ ag) +0

b
ou’ ou"
c’est-a-dire que

(1,14 (n, o —6’7—> +0

ou' ou"

En effet, si (1,14’) n’avait pas lieu, alors il existerait en raison de n # 0 de fonctions
A" = A(u), p = p(u) telles que A" ne s’annulent pas pour tous les r et que

0
*) =y
ou
Or, nous avons 7 . (dx/0u"), d’ou il résulte par différentiation
on  Ox %x
— . == 47
ou® ou” ou"ou’®

donc d’aprés (I,6)

brs == _@f’_ . —ai
ou® ou”
de sorte que, en vertu de (*), on a
j'sbr.!i = — un ox =0.
ou"

Vu que A n’est pas = 0 pour tous les s, il en résulte B = 0, en contradiction avec nos
hypothéses.

11 découle de (I,14) qu’il est possible de définir le vecteur X = X(u) par les équations

(1,15) E.X=1, %X x=0

ou"
et (I,13) donne
(L,16) X(v) = X(u)

de sorte que le vecteur X est invariant.
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2. Jusqu’a présent nous n’avons considéré qu’une seule hypersurface P. Soient
maintenent données deux hypersurfaces P, P’ qui aient en commun une variété Q
a n — 1 dimensions. Supposons que nous ayons sur Q les paramétres u’ (,j=
=1,...,n— 1) et sur P, P’ les paramétres u", donnés de telle fagon que (sur les
deux hypersurfaces) u” = 0 donne la variété Q. Nous pouvons changer les paramétres
(indépendament sur P et sur P’) de fagon a laisser inchangés les paramétres u’ pour
u" = 0.

Notons

B,(u) = |b;(u)] pour u"=0;
B, est le discriminant de la forme 5 .d*x (pour u" = 0), de sorte que I’équation
B, = 0 a une signification invariante. Les équations B, = 0 et B, = 0 sont équivalentes
si P et P’ se touchent le long de Q. Si B, = 0, nous dirons que Q es une (n — 1)-
varieté asymptotiquement singuliére sur P; ces variétés forment un ensemble dépen-
dant d’une fonction de n — 1 variables. ‘

La condition pour le contact du premier ordre des hypersurfaces P et P’ le long de
Q est (£¢) = 0 suivant Q. Si le contact du premier ordre suivant Q a lieu et que Q
soit asymptotiquement singulidre sur P (et donc aussi sur P), nous avons & = &’
suivant Q. Car nous pouvons choisir les paramétres sur P et sur P’ de telle fagon
que le contact des hypersurfaces P, P’ suivant Q soit un contact analytique du pre-
mier ordre, c’ést-a-dire que
(L,17) Oox _ox pour u"=0.

ou"  ou”

11 découle de (I,17) par différentiation
0*x %x’

ou'ou"  ou'ou”

(1,18) pour u" =0,

or, pour u" = 0 nous avons
(1,19) B=b,,.B, + B*

ol B* ne dépend que de dx/ou’, 0*x/du’du"; donc d’apres (1,17) et (1,18) B* ne chan-
gera pas si 'on passe de P & P’. Si maintenant B, = 0, alors (I,19) donne B = B’
pour u" = 0, de sorte que d’aprés (L4), (I,12) et (I,17) on a & = & pour u” = 0.
On a également sgn B = sgn B’, c’est-a-dire ¢ = ¢'.

Si Q n’est pas asymptotiquement singuliére,on a ¢ = ¢’ et £ = &' le long de Q si
et seulement si P et P’ ont le long de Q un contact du second ordre. Si P et P’ ont
un tel contact, nous pouvons le supposer analytique, ce qui entrainera évidemment
e = ¢, & = &. Par contre soit ¢ = ¢’, £ = &' le long de Q. Les hypersurfaces P et P’
ont le long de Q un contact du premier ordre que nous pouvons supposer analytique,
ce qui entraine (I,17) et (I,18), donc B* ne change pas si 'on passe de P & P'. D’aprés
(L6), (I,17) et (I,18) on a b;, = b}, pour u" = 0, donc aussi B, = B, =+ 0. D’aprés
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(L,17), on a 5 = ' pour u" = 0. Compte tenu de ¢ = ¢, £ = &', nous voyons que
B = B’ pour u" = 0, et (1,19) donne b,, = b;, pour u" = 0, c’est-a-dire

nn

ox ox  *x\ _ [ox ox' *x
out " oum (our)? out "7 oum” (ou"y?
donc d’apres (1,17)
*x’ 0* 0
X _ 0X X pour u"=0; o =ao(ul,...,u"" ).
(Qum?  (ou™)? ou"
Nous introduisons maintenant sur P’ de nouveaux paramétres v” (en laissant inchangés
les paramétres sur P) par les équations

(L,20) ut =" — Zar(v")?;
nous aurons alors pour u" = 0, c’est-a-dire pour v" = 0,
ox’  ox' 0*x' *x 0% 0%x' ox'

= —, - = - y = - —
ov"  ou" ov'ov"  ou'ou” (av")?  (Qu")? ou”
de sorte que d’apres (1,17), (1,18) et (I,19) nous aurons le long de Q
’ 2.7 2
(1’21) x'=x',6—x= ax’ 0°x _ 0°x
ov"  Ou" Ov'0v®  Ou'ou’

et P et P’ auront le long de Q un contact du second ordre.

3. Supposons que les hypersurfaces P, P’ aient en commun une (n — 1)-variété Q
qui ne soit pas asymptotiquement singuliére sur P. Si P et P’ ont un contact du
troisiéme ordre le long de Q, alors nous avons lo long de Q

(1,22) ¢=¢, =8, X=X,

le vecteur invariant X étant défini par les équations (I,15). Nous allons démontrer
maintenant la proposition réciproque: Si I'on a (1,22) le long de Q, alors P et P’
ont le long de Q un contact du troisiéme ordre. Nous savons déja que P et P’ ont un
contact du second ordre suivant Q; nous pouvons le supposer analytique, c’est-a-dire
nous pouvons supposer que

123) =y, XX Px O

, — our u"=0.
ou" ou"  Ou'ou®  Ou"ou’ P

Nous en obtenons par différentiation
3x 3x

- = - pour u;' =0.
ou"ousou'  ou'ou*ou’

(L,24)

En raison de (I,4) et (I,23) on a
o oy
=5, — =— pour u"=0
= ou" ou” P
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et, en dehors de cela encore

b,=b,,, B=B pour u"=0.
Maintenant, (I,12) entraine

o&' a¢

ur our
or comme X' = X, on a en vertu de (I,15)

o= (% %\ yoc,
u" ou"

n

=C¢ pour u"=0,

c’est-a-dire

o0& o0& R
=— pour u"=0.
ou" ou"
Mais cela signifie d’apres (1,12) que
0B 0B .
— =— pour u"=0
ou"  ou"
d’oui il découle, en raison de (I,19),
0b,, _ 0b,, "
—= = —" pour u" =0,
ou” ou"

c’est-a-dire

*x’ *x , Ox R . . e
(L,25) o) - o) =B e pour u"=0; p" = p(u',...,u""").

Nous introduisons maintenant sur P’ de nouveaus paramétres v" par les équations
ro_ r 1pr(,m\3
ut =" — gf(v").
Alors, il est aisé de trouver que
0 0 0? o* T o?

— r

P - ou’ dv'ov® - ouous’ (ov"y? B (ou™y? —F ou”

pour u"=0.
Si maintenant nous écrivons sur P’ u” au lieu de v", les équations (I,23) et (1,24)
subsisteront tandis que (I,25) sera remplacée par
*x’ x .
——— =_—"_ pour u"=0
(ou?  (ou"y?
ce qui acheve la démonstration.

4. D’une maniére générale, il suffit de supposer au lieu de (I,22) seulement

(L,26) g =¢, X' =X.
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1l suffit de montrer qu’on a alors aussi ¢’ = &, ce qui a lieu si les équations

s ox _
ou’ “ut
(manifestement valables) déterminent ¢ de fagon univoque. Or, une exception peut
avoir lieu seulement si dX/du’ sont des combinaisons linéaires des vecteurs dx/du’.
Comme

=0, &.Xx=1, ¢

0X O0x
ou” ou"
nous voyons que 0X/0u” sont certainement des combinaisons linéaires des vecteurs

Ox/[du", c’est-a-dire que

(1,27)

¢ 0=2¢

oX P 0x
ou’ "ou’

et le cas exceptionnel correspond a

(L,28) ¢! =0 pour tous les i (et pour u" = 0).

Or, cela signifie que si le point x décrit une courbe sur @, la droite (xX) engendre
une surface dont I'espace tangent A, est contenu dans I'union de la droite (xX) au
(n — 1)-espace tangent a la varieté Q au point x (ou bien A4, est indéterminé).

*

II. QUADRIQUES DE LIE D’UNE SURFACE

Pour chaque paire de points correspondants de deux surfaces 7 et ',
dans S5 et Sé respectivement, en correspondance asymptotique, on déter-
mine géométriquement 'unique homographie existant entre S5 et Sé qui,
dans le cas ol 7’ est une dualisation de la surface =, soit une polarité par
rapport a la quadrique de Lie.

Dans deux espaces projectifs a trois dimensions S; et Sj soient données deux
surfaces x = x(u, v) et y = y(u, v) respectivement, par les systémes fondamentaux
d’équations’)

(II’I) Xy = Ouxu + ﬂxu + px,

xl?l} = qu + @vxu + qx b (xxuxvxuv = -—+_ ezo
resp.
(11,2) Y = Oy, + By, + 10y,

Yoo =VVu + O+ a0y, (W) = £ .
Les deux surfaces sont en correspondance asymptotique C donnée par 1’égalité des
paramétres. L’homographie tangente la plus générale de la correspondance C est
(11’3) KX =Y, Kxu = yu + Qly > Kxu = yv + sz H
(IL,4) Kxup = 0oy + 04V + @), + 23V, 03 F0.

1) Voir E. Cech: Introduction a la géometrie projective différentielle des surfaces, p. 47.
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Pour chaque paire de points correspondantes des deux surfaces soit donnée la
partie essentielle (I1,3) de '’homographie tangente K. Pour v = v, = const., con-
sidérons la correspondance C’ entre les surfaces réglées (X) = (x, + tx), (¥) =
en question sont formées par des tangentes asymptotiques (asymptotiques u = const.)
le long des asymptotiques v = v,; les projectivités entre les droites en correspondance
sont formées par les homographies (II,3). Essayons de choisir (IL4) de telle fagon
que les homographies tangentes K soient des homographies tangentes a la correspon-
dance C’ le long des droites entiéres (xx,), (yy,) en correspondance. Nous avons

KX=Y, KX,=Kx=y=7Y,,
KXu = K(xuv + txu) = (aO + th) y + (al + t) yu + “2)’.; + Cx3yuua
Yu - yuv + (t + QZ) yu + QZuy .

La condition citée exige que KX, — Y, soit proportionnel & Y = y, + (1 + ¢,) y,
donc

|

ay =1, ay =0,, o+ 10y =0 + ot + 03),
c’est-a-dire
(II:S) aO = Q24 + QIQZ B al =032, dZ =01 LX3 = l .
Cela signifie que (11,3) étant choisi arbitrairement, il ne subsiste qu’une seule possibi-

lité dans choix de (II,4). Echangeons u et v; le procédé décrit ci-dessus conduit a la
méme valeur (II,4) si et seulement si
(IL6) 010 = Q24 -

Laissons pour I'instant (II,3) et (IL4) quelconques. Daprés (IL,1), (I1,2), (IL,3) nous
avons

KXy = Yuu + (O + 0) yu + (B = ) v + () v,

de sorte que la tangente a ’asymptotique u = const., c’est I’ensemble des points tels
que la condition nécessaire et suffisante pour que les projections des asymptotiques

v = v, des surfaces (Kx), (y) faites de ces points aient un contact analytique du second
ordre est '

(II,7) ' 20, =6, — 0,.
En échangeant u et v, nous obtenons
(1L,8) 29, =0, — 0,.

La partie essentielle (1I,3) de ’"homographie K est bien déterminée par les conditions
(I1,7) et (IL8); en supposant (IL,6) nous voyons ensuite que la condition (IL5) (au
bien la condition analouge que I'on obtient en interchangeant u et v) détermine
(I1,4) sans équivoque. Si nous supposons encore

(1L,9) e=0
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— ce qui ne restreint la généralité — cette homographie prend la forme
(I1,10) Kix=y, Kix,=y., Kix,=y,, KiXpp = Vuo -

Lhomographie (II,IO) généralise la quadrique de Lie. En effet, si la surface (y') =
= (&) est le dual de la surface (y), alors ses équations fondamentales')

(IL,11) S = 0,8, — P&, + 1y 8, &= — ¥+ 0,8, + Ml
et la polarité par rapport a la quadrique de Lie est donnée par les relations?)
(I1,12) Kix=¢, Kix,=¢,, Kix,=¢,, Kix,, =¢,.%)

*

III. DEFORMATIONS PROJECTIVES SPECIALES DE SURFACES ANHOLONOMES

Le présent travail forme la suite d’une série de travaux de M. E. CEcH sur
les correspondances entre les espaces. On montre qu’il n’existe pas de défor-
mations projectives spéciales des variétés anholonomes de 1’espace a trois
dimensions.

1. Dans son travail IIpoexTusHas nuddepeHuaibsHas reoMeTpusi COOTBETCTBUIL
Mexay mBymst npocrparcrsami VIII*) [Uex. mart. xypuan, 4(79) 1954, 143—174]
E. Cech a étudié les déformations projectives spéciales des couches d’hypersurfaces
dans S,. Nous allons passer maintenant a I’étude des deformations projectives spé-
ciales de variétés anholonomes, en nous bornant au cas den = 3; nous allons montrer
que ces déformations n’existent pas.

Cependant, considérons d’abord les possibilités de spécialiser le repére pour une
couche arbitraire dans S;. Nous obtenons une couche dans S; si nous faisons cor-
respondre a tout point 4 un plan o passant par ce point. Choisissons le repere de telle
maniére que les plans o et [ 44, 4,] coincident; dans le cas ou [w; dw,]| = 0, il s"agira
d’une couche holonome (donc une couche de surfaces), si [w; dw,;] + 0 la couche
en question sera anholonome (donc une surface anholonome V3).

Comme nous avons e;3 = e,3 = 0, on a

(I, 1) dw; = (ego — €11) ®1 — €310, — €3;03,
dw, = — e 0 + (eoo - ezz) @, — €303,
dw; = (5’00 - 933) @3,

dwy3 = €003 + (€11 — €33) W13 + €102,
0wy3 = ey0w; + €313 + (ezz = 933) W33 .
2y Voir 1), p. 62—63.
3) Connaissant le résultat de ce travail (par communication orale de M. E. Cecn), je 'ai pris

pour point de départ de mon travail Quadriques de Lie d’une surface'plongée dans I’espace
tridimensionnel & connexion projective; Yex. mar. xypHai, 11 (86) 1961, 134—142. RS

4) Dans la suite, nous désignerons ce travail par C.
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Si @, est cogredient A w,, alors
([11,2) 5(6013501 ‘i‘ w23&)2)~= (eoo — e33) (w13(:)1 + C023502) +
+ (e10m1 + e30m3) 03 — (€3103 + €3,0,3) @5 -

Si nous nous bornons donc aux valeurs des différentiels pour lesquelles w, = @3 = 0,
alors w;3m; + W,30, sera P'invariant relatif et nous pourrons spécialiser le repére
de fagon a avoir

(I11,3) 1301 + 030, = @ (mod w;, @) ’

ol ¢ est une forme bilinéaire canonique en w,, w,, @, w,. Il peut donc y avoir les
cas suivants (les trois premiers sont holonomes, les autres trois anholonomes):

a) @ = 0, C’est-a-dire
(111,4) W3 = awy, O,3 = Pwy,
la couche se compose de plans;
b) ¢ = w,w,, Cest-a-dire
(111,5) W3 = 0 + 0w;, W, = P,
et la couche est composée de surfaces développables qui ne sont pas plans;
¢) ¢ = W@, + W0, Cest-a-dire
(11L,6) W3 = Wy + aw;, W3 = 0, + Py,
la couche est composée de surface indéveloppables;
d) ¢ = 0,0, — w0y, Cest-d-dire
(11L,7) W3 = — 0, + aw;, W3 =w; + fo,,

la projectivité 7 qui (pour w; = 0) associe & la direction [4 dA] la direction [a do]
est identité et toutes les courbes w; = 0 ont au point A4 le plan osculateur o;

€) @ = ww, + co,0, (¢ * 1), Cest-a-dire
(111,8) W3 = cwy + awy, Wy = oy + Pu; (2 F 1),

7 a deux directions doubles différentes;’

f) ¢ = 0,0, + W00, — W0, Cest-a-dire
(11L9) W3 =W + Wy + AWy, W= — 0 + puy,
alors 7 est parabolique de fagon que V'3 est aussi parabolique.

2. La déformation projective spéciale d’une quelconque des couches de S, est
donnée par les équations C (1,3) et les conditions d’intégrabilité C (1,4)—(1,8). Si
nous introduissons les fonctions a;;, by, ¢;, f par les équations C (1,9)—(1,12), nous
obtenons C (1,13). 1l est possible d’écrire ces équations sous forme de

n—1 n—1

(HIJO)kZI 1—21 (aijékl + aikajl + aljéik + alkéij) [wknwlwn] =0 (1 Si,jsn— 1) s
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;; étant le symbole de Kronecker. Les formes Q; prennent alors allure (voir C (2,4))

1
(111,11) Q, = _Zlajiij,, +ew: (1£isn-1), Q,=0.
=

Pour n = 3 les équations (IIL,10) deviennent (i, j = 1, 2)

(111,12) (ay; + aind;; + ay;0n + a;1,0;) [0;;0,0,] +
+ (ai15j2 + a6, + ‘1215ij) [wmwlws] +
+ (ai25j1 + a0, + ay,9;) [a)nwlwﬂ +
4+ (ay; + ;38,5 + a3;01 + a3,0;) [wy30,05] = 0.
Passons maintenant au cas ol la couche dans S5 sera une surface anholonome V'3

aux asymptotiques indéterminées, c’est-a-dire au cas, ou (111,7) a lieu. 11 résulte alors
de (II1,12)

(III,13) Ay = Qg5 = Ay = Ay, =0
de sorte que, en vertu de (I1L,11) on a
(I11,14) Q =cwi, Q,=cw}, Q,=0.

Ainsi, nous voyons que notre correspondance admet des droites totalement K-linéari-
santes, car (*) Q; = ¢,Q (1 £ i £ 3),ouQale rangr = 1. Pour toutes les correspon-
dances existant entre S; et S5 aux droites totalement K-linéarisantes qui ne passent
pas par le point fixe, on a (*) avec r = 2. Dans le cas ol ces droites passent par un
point fixe et r = 1, nous obtenons une correspondance composée de co' homogra-
phies planes, et qui ne peut pas &tre une déformation projective spéciale d’une surface
anholonome; voir C VI, § 6, (Yex. mar. sxypuan, 2 (1952), 297—331). Donc, les
surfaces anholonomes (111,7) n’admettent pas de déformation projective spéciale.
Nous arrivons au méme résultat également dans le cas des surfaces anholonomes
paraboliques, car (I1,9) et (I11,12) entrainent de nouveau (II1,13) et (111,14).

3. Passons enfin au cas de surface anholonome générale, pour laquelle (I11,8)
a lieu. L’équation (I11,12) donne

deayy, = ayy + az,, c(a“ + a,,) = 4a,, , (c — 1)ag, = (C - 1) azy =0

de sorte que nous obtenons soit le cas exclu (III,1 3), ou bien

(I11,15) F—dc+1=0

c’est-a-dire

(111,16) c=2+./3 oubien ¢=2-./3.
Supposons donc dés & présent que ¢ vérifie (I111,16), alors nour aurons

(111,17) a,, =c*a, a;;=a+0, a,,=a,=0.

~ Or, (111,8) et (I11,1) entrainent de sorte qu’il est possible de spécialiser de fagon a avoir
o = B = 0, c’est-a-dire

(III,18) W3 = €W, , W3 = Wy .
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I1 en découle par différentiation extérieure

(OL19) (¢ + 1) [w1,0,] = c[woe — ©y — W, + ©330,] + [wy6 + cr3,03] =0,

[@o0 — @1y — ®3; + w330,] — (¢ + 1) [wy;0,] — [wy0 + w3103] = 0.

Le probléme considéré est donc donné par les équations C (1,3) pour n = 3,

(I1L,18) et (I11,16) que I'on ferme par les équations C (1,4) —(1,8) pour n = 3, et (I11,19);

de sorte qu’aprés un prolongement partiel (voir C (1,9)—(1,12)) nous obtenons en
somme le systeme

(I11,20) Tor = Toy = Tg3 = 0,

(T11,21) T3=0, T,3=0, T35 —Tg0 =0,

(IIL,22) 1y — Too = AW3, Ty, — Too = €*aWs, T, =0, 7,, =0,
(111,23) T3 = a0y + 2,05, T3 = actw, + 2¢,0;,

(I11,24) Tio = acw, + 2b,ws, 1,0 = ac’w, + 2b,w;,
(II1,25) T30 = (by + ¢3) 0y + (b, + cey) w, + fory

et (IT1,18); les conséquences différentielles des équations (LI1,20) et (I11,21) sont

vérifiées. ’
En différentiant extérieurement les équations (111,23), on trouve
da = afey3 — eqo), dcy = cy(2e33 — ego — eqy) + aesy,
dcy = ¢,(2e33 — g — €33) + 2ac’es; ;
on peut donc spécialiser de fagon a avoir
(111,26) a=1, ¢, =c¢,=0.

(111,22, ,) donne t,, + (¢* — 1) 1o — ¢4y = 0, par différentiation extérieure,
il en vient

(111,27) by=h, =0
de sorte que le systéme (II1,20) — (111,25) prend la forme

(I11,28) Ty = Tgz = To3 = 0,

(III,29) Ti3=0, 1,3=0, 133 —190=0,

(I11,30) Ty — Too = W3, Taz — Tgo = €23, T, =0, 1, =0,
(11L,31) T3, = O, T3, = o,,

(111,32) Tio = €O, , Tao = C20y, T30 = f03;

le systéme considéré n’est pas en involution. Par différentiation extérieure des équa-
tions (111,305 ,) et de

T20 = 02(731 + oy — wzs) > T3z = C(Txo + w13) - P,
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obtenu a partir de (I11,31), (111,32) et (111,18) on arrivera a
[w12w3] =0, [a)“w3] =0,
[woo — @y — Wy + W33 + z(c_lf - C) C03001] - 2(C + 1) [‘0210)2] =0,
2™ + 1) [0120,] = [@oo — @1y — W35 + w33 + 2T — ¢) w3w,] =0
de sorte que
(111,33) 0w, =0, w, =0,
(11L,34) Wop — W11 — Wy, + W33 = 2gw; ol g =rc—c 'f.
Différentiant extérieurement les équations (III,BOI,Z) on obtient

[@33 — Woow3] =0
de sorte que
Wop — W33 = hwsy,

[dh + 2w5003] + [Waz + @1ow;] + [030 + cw310,] + (¢ — 1) h [ww,] = 0.
On peut donc faire la spécialisation de fagon a avoir h = 0, c’est-a-dire

(I11,35) Woo — W3 = 0,
(111,36) wsows] + [035 + 0y00,] + [@y0 + c3;0,] = 0.

Les équations (I11,19) deviennent maintenant
(IIL,37)  [c7'oy0 + w3; + 2gw,05] =0, [wy0 + w3y + 2gww3] =0.
Par différentiation extérieure de (III, 31) nous obtenons
(IIL38) [2w3; + (1 = f)wyws] =0, [2ws, + (¢* = ¢7%f) w,05] =0,
(I1L,33) entraine

(111,39) [c7'wyo — @3,0,] =0, [wy0 — w30,] =0.
11 résulte de (I11,37), (I11,38) que
(111,40) [e'wyo — w3, + (1 = f = 29) w,03] = 0

[wi0 — w31 + (29 + f = 1) ;03] =0
de sorte que

(IL41) ¢ 'wy— w3, =2 +f— 1w, 00—y =(1—f—29)o,.
11 découle de (111,32;) et (111,34) que I'on a
2130 = 2703 — c(woo — W1y — W35 + W33)
ce qui donne par différentiation extérieure
[0 — w3,0] + [0 — @3,0,] + (2 = 1) [w0,] = 0.
En y substituant suivant (II1,41), nous aurons

(111,42) f=0, g=c
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de sorte que (IIL,41) entraine
(11L,43) ¢l — w3 =(2¢ — Dw,, wy— 0wy = (1 —2)w,.

En accord avec (III,37), on peut poser

(111,44) ¢Tlwg = — 30, + ko, @y = — 3P0, + ko,

W3 = — 30, + kjoy, @3, = — 3P0, + koy.
Les équations (I11,43) donnent par différentiation extérieure.

[4wso — TPw30,] =0, [dw;0 — TPw30,] =0,
c’est-a-dire
(111,45) w30 = 2cw; .

En le substituant en (111,36), nous obtenons k; = k, = 0, de sorte que les équations
(I11,44). deviennent

1 o 1.2 _ 1 _ 1.2
(IL46) ;o = — 30, @y = —3C°®;, W3 = —30;, O3 = — 360,

Or, la différentiation extérieure de (I11,46), donne [w,w;] = 0, de sorte que méme
la variété anholonome V3 générale nwadmet pas de déformations projectives spé-
ciales.

«

1V. DEFORMATIONS PROJECTIVES DES CONGRUENCES PARABOLIQUES
QUI ONT UNE COURBE DIRECTRICE

Soit donnée une courbe (A4) et le systéme de ses plans tangents (E); ’en-
semble des droites de tous les faisceaux (A4, E) engendre une congruence
parabolique L. Supposons que nous ayons deux congruences L, L’ de cette
espece et une correspondance ¢ existant entre les courbes (4), (4"), donc
aussi entre les systémes de faisceaux (4, E), (4’, E’). Alors on étudie la
question de savoir quand il est possible d’étendre ¢ en correspondance T
entre les droites des congruences L, L” d’une telle maniére que T soit une
déformation projective des deux cbngruences.

1. Soit L une congruence parabolique a courbe directrice; c’est donc un systéme
de o' faisceaux de droites (4, E) de centre A et de plan E de 'espace projectif Sj.
Nous avons donc la courbe des foyers (4) et la courbe duale (E) formée par les plans
focaux pour lesquels

(1v,1) A.E=A.dE=d4. E=0
donc aussi '
(1v,2) d’A.E= —dA.dE = A4.d%E.

Commengons par considérer le cas o les expressions de (IV,2) ne s’annulent pas.
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Alors la courbe (4) n’est pas une droite, (E) n’est pas un faisceau, et les plans E
sont tangents, mais non pas osculateurs, a la courbe (4). Nous pouvons choisir le
repére mobile A, A;, A,, A; de telle maniére que 1° E soit le plan [44,4,], 2° [44,]
soit tangente a la courbe (A4), 3° [44, ] soit la tangente a la courbe duale (E), c’est-a-
dire la droite [E dE]; soit ensuite: 4° [AA4,4,] le plan osculateur [A dA4 d®4] de
la courbe (A), et 5° soit 4, le point [E dE dE]. 11 découle de 2° et 4° que I'on a

(1v,3) Woy = Wo3 = Wy; =0
mais on a @y, + 0 + w,;. Posons
(1v,4) Wy = O.

Nous avons [dw] = [wee — ®,,w] de sorte qu’il existe une variable v telle que
[@w dv] = 0; v est évidemment un paramétre sur la courbe (4). Par différentiation
extérieure, (IV,3) donne

(Iv,5) [w30] =0, [wy3w3]=0.

Nous pouvons donc poser w,3 = sw(c = 0), d’oll nous obtenons par différentiation
extérieure [do + o(woe — 20,, + w;33) w] = 0; il est donc possible de spécialiser
de fagon & avoir ¢ = 1. En somme, (IV,5) donne

(Iv,6) W3 = W, W3 = 0

avec les conséquences différentielles

(Iv,7) [woo — 20,5 + w33w] =0, [da + «(2wge + @y; — 3w,,) w] = 0.
Il résulte de 1°, 3° et 5° que

(Iv,8) w3 = Wy, =0.

La différentiation extérieure donne [w,ow] = 0 de sorte que nous pouvons poser

(Iv,9) Wy = P
d’ou |
(1V,10) [dB + Bwgo — gy — wyy) @] = 0.
Tout compte fait, nous avons donc
(1v,11) C dA = wged o+,
d4, = fwA + w14,
dA4, = w,0A4 + w,;4, + wA;,

dA; = w304 + awA| + w3,45 + 03345 ;

d’une fagon évidente, a = 0 (B = 0) est la condition nécessaire et suffisante pour
que la courbe (A) (ou sa courbe duale (E) respectivement) soit plane (conique).
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Ecrivons encore les équations de mouvement des repéres associés:
(Iv,12) d[44,] = (woo + wq,) [44,] — w[A4,4,],
d[A44,] = (@ + w3,) [AA4,] + w[AA4;],
d[44;] = aw[AA4,] + w3,[A4,] + (oo + w33) [A45] + ©[A4,45],

d[4,4,] = — w,0[AA;] + Bo[AA,] + (w;y + ©15) [4145] + ©[A4,45],
d[A,4;] = — w3[AA,] + Po[AAs] + w3,[A414,] +

+ (01 + 033) [4:45] ,
d[4,45] = — w30[A4,] + wy0[A45] — aw [4,4,] +

+ (035 + 033) [4,45] .

2. Supposons qu’il soit donné dans I’espace Sj une congruence L' du méme type
que L, et que les congruences L, L soient en transformation T (droite — droite).
Les repéres correspondants & la congruence L soient spécialisés d’'une maniére analo-
gue comme pour L; toutes les expressions concernant L' seront marquées par un
accent. Soit enfin
(Iv,13) Wi — 0 = Ty
Nous envisagerons le cas ou la transformation T est une déformation projective des
congruences L, L. Cela signifie que pour toute droite g € L, .il existe une homo-
graphie H : S; — S} qui est osculatrice pour T. Mais déja pour toute homographie K
qui est tangente & T on doit avoir HA = A’, HE = E/, et si H est osculatrice a T,
alors H est tangente aux transformations 4 — A’, E — E’. Maintenant, T contient
une transformation ¢ (faisceau — faisceau), pour laquelle (4, E) = (4, E').

Soit donné d’abord t seulement, de telle sorte que A, A’, E, E’ se rapportent au
méme paramétre v. Les repéres peuvent étre supposés choisis d’une telle maniére
que ®' = w, c’est-a-dire

(Iv,14) Tor = T3 =0.

Aux équations (IV,3) et (IV,8) correspondent les équations
(IVJS) Tor = To3 = Tag = Ty3 = T12 =0
et aux équations (IV,6) et (IV,9) les équations

(Iv,16) 0y =do, oj,=pfo.

11 résulte de (IV,14) que

(Iv,17) [t00 — T220] = [122 — T330] = 0

tandis qu’en différentiant extérieurement (IV,15) on n’obtient que (1V,16).
A vpartir de (IV,11), (IV,11’), la transformation 4 — 4’, E — E’ donne pour
U’homographie tangente la plus générale

(IV,18) HA = 4',
HA, = qA’ + 044,
HA2 = pA’ + A’z ’

HA; = rgA’ + r A} + ryA; + Aj
oug * 0.
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La transformation associe a la droite
(Iv,19) g = x[AA,] + y[4A4,]
la droite
g = X[AA4] + Y[ 4]
ol le rapport x" : y* depend de v et de x : y. A present
Hg = ox[A4'A}] + y[A'43]
de sorte que la coincidence de Hg avec g’ donne x’ : y' = gx : y et nous pouvons
supposer y’ = y, c’est-a-dire

(IV,ZO) g = QX[A'A;] + y[A’A’Z]
d’ou
(Iv,21) Hg =g'.

Un calcul direct donne

Hdg = dg’ + {yrio — ox(o™ ' de + oo + t1; — pw)} [A'A]] —

— {xqw + Y(t90 + 122 — 1,0)} [A'45].

Pour que H soit une homographie tangente a T, ¢’est-a-dire que H dg = dg’ + (.) ¢’,
il faut et il suffit que Pon ait
(Iv,22) x*oqw + y*riw — xyo{o™"do + 1y — T, + (r, — p)w} = 0.
Supposons maintenant pour I'instant les repéres complétement fixés; nous aurons
donc p. ex.
(Iv,23) . [t11 — 12,0] = 0;

il découle alors de (1V,22) que [dow] = 0, Cest-a-dire ¢ = o(v). Il résulte alors de
(IV,20) que les droites de deux faisceaux correspondants (A, E), (A', E') se corres-
pondent projectivement et les droites [AA,], [AA,] se transforment géométrique-
ment en droites [A'A}], [A’A,]. Nous pouvons donc supposer toujours

(1v,24) .. [dew] =0
ce qui entrainera (IV,23).

3. Etudions d’abord les déformations projectives T pour lesquelles I’homographie
osculatrice H ne dépend que de v; elle est donc constante pour les droites g, g’ des
faisceaux (4, E), (4’, E') qui se correspondent par la transformation t. Alors les

fonctions p, g, r; de (IV,lS) sont fonctions de v seulement (et dépendent donc pas de
x : y); il résulte de (IV,22) que g = r, = 0,on a

(IV,25)  HA = A", HA; = A}, HA, = Ay + pA’, HA; = rod’ + rydy + A}
avec '

(1v,26) e 'de+ 1y — T+ (r, - p)o=0.
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A présent, nous avons

(Iv,27) g’ =Hg, dg’ = Hdg + (190 + 722 — r,0) Hg ,

(Iv,28) d?g’ = Hd?g + 2(tgo + T, — row) Hdg + () [4'47] + () [4'45] +
+ yo{tss — 1,5 + (2r, — p) o} [A'45] +
+ oxw{tge — 155 + (ry — 2p) 0} [47145] .

Nous appelons H homographie quasiosculatrice & T (et T-quasidéformation) si les
deux derniers termes de (IV,28) s’annulent, c’est-a-dire si

(Iv,29) Ty — T3z = (2r; — p)@, 155 — T = (ry — 2p)w.
Sous ’hypothése admissible

(Iv,30) Too + Ty + Top + 733 =0
il découle de (IV,26) et (IV,29) que
(Iv,31) 307 do + 41, = 0.

La relation (IV,31) détermine ¢ a un facteur constant prés, de sorte qu’a une trans-
formation t donnée correspondent co' quasidéformations projectives T. Pour chacune
d’entre elles nous calculons p et r, — déterminés d’une facon univoque — I’homo-
graphie quasiosculatrice H contient donc encore un paramétre arbitraire.

Nous pouvons supposer sans restreindre le généralité que ¢ = 1 est une des solutions
de I’équation (IV,31), donc que I'on a 7,; = 0. D’aprés (IV,26), (IV,29) — (IV,31)
on a alors
(1v,32) Too = PO, Ty =0, T =(r; — po, T33= — ro.

La solution générale de I'équation (IV,31) est maintenant ¢ = const. & 0. On a
g'=Hg, dg'=Hdg,
d?’¢' = Hd?g + {ox(dp + 120 + P . Wgo — W, + p* — 1y . @) +
+ yo(o' — o)} w[A'47] + {xo(B — of’) +
4+ y(dry + T3, + 1y 0y — a3 + 15 — pry + 1. @)} 0[A'45] .

Donc, T est une déformation projective si et seulement si
(Iv,33) o =oa, o =97 1p,

(1v,34) d(p — 1) + T30 — T32 + P(Woo — @33) + ra(W33 — w35) +
+(p* =13+ pry — 2rg) @ =0.

L’équation (IV,34) fixe seulement le paramétre r, et donc aussi ’homographie
osculatrice H. Les seules conditions sont donc (IV,33), c’est-a-dire

(IV,35) w3 = W3y, i = 0 oy,

mais en les différentiant extérieurement on n’obtient rien de nouveau.
La différentiation extérieure des équations (IV,32) donne

[dp + p(woo — @32) + T200] = [dr, + ry(wee — ®,;) + T3,0] = 0
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de sorte que ’on peut obtenir par spééialisation p = r, = 0, c’est-a-dire

(1v,36) Too = Ty = Tap = T35 = 0.
11 en vient par différentiation extérieure

(1v,37) [t200] = [13,0] =0

et H est

(IV,38) HA = A", HA, = A}, HA,=A,, HA; = Ay + ryd’,
ro étant déterminé par I’équation (1V,34), c’est-a-dire par
(1v,39) Tyo — T3y = 2P .

L étant donnée, t est déterminée par le systéme de Pfaff (IV,14), (1V,15), (IV,35),
(IV,36), d’ot il résulte, par différentiation extérieure, (IV,37), de fagon que la trans-
formationt dépend de deux fonctions d’unevariable. La tranformation t étant donnée,
T dépend encore d’une constante. Ce qui caractérise géométriquement nos trans-
formations t c’est que (pour aff = 0) ’homographie H réalise un contact analytique
non seulement pour A — A', E — E', mais aussi pour [ AA,A;] —»[A'A545], 4, - A].

4. Au paragraphe précédent nous avons supposé que I’homographie osculatrice H
dépendant de v seulement, mais non pas de x : y. Envisageons maintenant le cas
générale.

En vertu de (IV,17) on trouve aisément qu’on peut spécialiser les repéres de telle
maniére que I'on ait

(1v,40) Typ — Too = T33 — T2 = 0.

En vertu de (IV,23), il est possible de poser 1,; — 7,, = — 4Aw, donc & l'aide de
(IV,30) on obtient

(Iv,41) Too = A0, T = —3A0, T, = A0, T3; = Ao.
Par différentiation extérieure (I1V,40) et (IV,41) donnent

(1v,42) [r2000] = [r3,0] = 0,

(1v,43) [dA + Mwoe — wyy) 0] = 0.

Autre cela nous pouvons supposer '

(IV,44) 0o=1.

L’équation (IV,22) sera

(Iv,45) gx* +ry*+(p—r, +43)xy =0,

nous pouvons donc introduire la quantité z moyennant les équations

(1V,46) @i+p+2)x+ry=0, qgx+(2h—r,—2)y=0.
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Alors nous avons

(Iv47) g ' =Hg, dg'=Hdg + zw.g’,

d’g’ = Hd?’g + 2zodg’ — 2wdx.(z + 24 + p) + 2wdy . r, +
+x(m.da)+2a)d/l+2.2A+z.w00+w,1.w+
+ p.wgo + 2045 + Way . @ — To00 + 1o — gy — 4A(A + z). %)+
+ y(ridw + ry 2000 + Wy + 033. 0 +
+pr—d +a.0)} [A4] + 2odx. q +
+20dy. (22 —r, — 2) + x(gdw + q . woo + 20y + W, . W +
+gqr, — B +ﬂ.w2)+y(2/1——r2.dw+2wdl+
+ 2.2 —z.wgg + Wyy . 0 — Ty . 2W00 + Wyy + W33 .0 +
+ T30 + 1y — pry + 4MA — z). 0?)} [A'A5] +
+ {xq + y(412 — p — 2z)} @ [A'A4] +
+ {x(42 + r5 + 22) + yry} 0? [4745] .

La condition de quasidéformation projective est
@A +r,+2)x+ry=0, gx+ (@1 —p—2z)y=
En la comparant avec (IV,46) nous en obtenons ,
24 —p+r,+2)=0, (2,1—p+r2—z)—0
de sorte que la seule quasidéformation projective donne
(Iv,48) z=0, r,=p—24.
Si nous le substituons dans (IV,46), nous aurons _
(1v,49) A+ p)x+ry=0, gx+ (4 —p)y=0.
Maintenant, on a
(Iv,50) d*¢" = Hd’g + {x2wdi + p — 24 + p.do — 41. wgo + @y . @ —
— D.Woo + 2011 + Wyp. @ + Tro0 — Ty — qry — 427 . %) +
+ y(—wdr; + rido + r; . 2000 + 0y, + @W33. 0 +
+ pry — o + a.0?)} [A'4A7] + {x(—2wdg + g do +
+q.wp + 20y, + Wy .0+ pqg —22g — B+ B.w?) +
+ )(—20d3l —p+ 41— p.do + 4h. wee + Wy, . @ +

+ 21 — p.2wg + Wy, + W33. 0 + T30 +
+ro — p* + 2pA + 407 w?)} [A'A)] .

Si nous écrivons cette équation sous la forme
(Iv,51) d?g’ = Hd%g + (flx + nyy) [A'A}] + (Exx + nyp) [4'45],
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nous avons
(& =2w0dp+e, {H=—2wdg+e, ny=—owdr +e,
n, =2wdp + @
ol les points remplacent des expressions différentielles dans lesquelles la différentielle
du rapport w = y : x ne figure pas.
Pour la déformation projective nous avons la condition
(1v,52) Eox = ny? + (ny — &) xy =0

ou bien encore
w(w?dr; — 2dg) + @ = 0.

11 faut donc que I’on ait

(1V.53) Wl _ 0
ow ow

D’autre part, il découle de (IV,49)

(Iv,54) riw? +q+ 6lw=0

d’ou par différentiation
0 0
w s e+ D p 6 =0
ow ow
de sorte que
0

(1V,55) : 39 29 _ 6.
ow w

En différentiant 4 nouveau on obtient

0? 0
94 9% 2g =0
ow? ow

d’oti ¢ = gow + q,w*’?, ol g, g, ne dépendent plus de w. La substitution dans (IV,55)
donne ¢, = 64, c’est-a-dire

(Iv,56) q = 6iw + q,w*?;

3w?

a partir de (IV,54) et (IV,49) nous obtenons

(IV,57) ry = — ]21L — 41W_4/3 , p= 104 + q1w—1/3 ,
w

enfin, le coefficient r, est déterminé par la condition (IV,52). Nous obtenons ainsi
le résultat final: Toute transformation t peut étre etendue en une déformation
projective, la projectivité qui existe entre les droites des faisceaux en correspondance
(A, E) et (A', E') n’est soumise qu’a la condition [AA,] — [A'A}], [A4,] — [A'45].
Les homographies H ne sont pas déterminées d’une fagon univoque; elles dépendent
du choix de q,.
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5. Considérons deux congruences L, L' en déformation projective T qui associe
a la droite g = [A4, A; + wA,] la droite g’ = [4’, A] + wA}]. Etendons T en une
transformation ponctuelle B — B’ de lespace Sy sur S} qui transforme la droite
g e Len g’ € L' d’une telle maniére qu’il existe une homographie tangente 4 la trans-
formation ponctuelle le long de toute droite g. L’extension ponctuelle la plus général
de la transformation T qui met en correspondance projective les droites des con-
gruences Let L' est donnée par les points en correspondance

(IV,58) B =A; + wA, +tA, B = A, +wAy +(t+¢)A; o= o¢v,w).
Posons, en accord avec (1V,41) et (IV,42)

(IV,59) Wop = do®W, @33 = 410, ©Oy; = A0, ©O33 = 30,

(IV,6O) Too = Taz =T33 = A0, Ty = — 34w, Ty = o, T3 = WO,
0

(IV, 61) dp = Yo + L dw.
ow

Nous avons

dB = (dt + twge + wwy + Pw) A + 0 Ay + (dw + to + ww,,) A, + wods,

dB’ = {dt + twgy + Wiy + o + (A + pyw + Y) o + (A + a) po +

+ %‘ﬂdW} A+ (0, — 3iw) 4] + {dw + (t + ) © + W(w,, + lw)} 45 +
w
+ wwAj .

Supposons maintenant ’existance des homographies H, jouissant des propriétés
exigées, c’est-a-dire

(IV,62) H, = H,(n,w), H,B=B, H, dB=dB +()B .
I résulte alors de (IV,62,)
(IV,63) H A=A, Hi(A, + wA;) = 4] + wd) + oA’

et de (IV,62;) nous obtenons par comparaison des termes en dw I'équation
0 ,
H,A, =-62A' + Ay + OA; + wAy + (1 + ) A7}
w

devant étre vérifiée pur tout ¢, de sorte que @ = QO et

(IV, 64) Hody = Ay + 22 a7
: ow
La comparaison des termes en  dans (IV,62) donne
(Iv,65) H{{BA + aA; + (1 + a,w) A, + wA;} =

={M+uw+ ¥+ (A+a)e+ pYA + (ag —32) A +
+ {t+ @ + (A + ay) w} A5 + wAy + s{A] + wA) + (t + ¢) A"}
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olr's = (v, w, t). Comme I’équation (IV,65) est vérifiée pour tout , nous avons H, 4, =
= (A + s) A" + Aj et par comparaison avec (IV,64) nous obtenons

(1V,66) s=00 _

A partir des équations (IV,63), (IV,64) et (IV,66), il est déja facile de calculer

o F
(1V,67) H A=A, HA = A, + (o - w24, HA, =4, + 24,
ow ow

F 2 ,
A = s 4y 40 S0t (g = @)oot oy = ) w L -
w w

- B}A’ + (9(3 - 4,1),4’1 + <<p + wf}-(f)A’Z.
ow ow

L’homographie (IV,67) jouit des propriétés (IV,62), car
(1V,68) H,dB = dB' + (2—"’ - ,1) WwB' .
w

Pour que la part de 'homographie H, qui concerne le plan [AAA,] ne dépende
pas de w, il faut et il suffit

0%
1V,69 — =0

pour que la part de H, concernant I’étoile A ne dépende pas de w, il faut et il suffit

’

(IV,70) a—(p —4) = KW, q) + w 5_go = K,W
ow ow

oux; (i = 1,2,...) ne dépende pas de w. La premiére équation entraine 0’p/ow = K,
Cest-a-dire ¢ = 2x,;w? + k3w + K,. En le substituant dans (IV,70), nous obtenons
Ky — 4k =0, 3x,w? + (263 —K)Ww + Kk, =0 dol K, =k, =0, k3 =44; la
conditicn recherchée prend donc la forme

(1v,71) @ =4iw.

La condition (IV,69) découle de (IV,71), donc: Si la part de I’homographie H, con-
cernant I'étoile A ne dépend pas de w, alors la part de H, concernant le plan [AA, A, ]
ne dépend pas non plus de w.

" En tenant compte de (IV,43), nous pouvons écrire

(Iv,72) di = Nw,y, — weo) + 0.
Si nous supposons (IV,71), (IV,67) sera
(1v.73) Hid=A', HA = Ay, HA, =4, + 84,

wH Ay = w{A} + 844 + (49 + 162> + p) A} + (B — P 4.
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Pour que H, ne dépend pas de w, il faut et il suffit que Pon ait (IV,71) et

(Iv,74) B =B Ccest-a-dire 1,0 =0.

Passons aux problémes duals. Si nous posons, en supposant [AA4,A,A4;] = 1,
(IV,75) E = [A4,4,], E, = — [A4,4,], E, = [A4,4,], E, = — [A,4,4,]
alors les équations duales aux équations (IV,11) seront
(IV,76) dE = — wy,E - E,,

. dE, = — awE — 0 E;,
dE, = — w3,E — WyE; — wE,,
dEy, = — w3oE — BoE; — wy0E; — ook, .

La droite [A4, A; + wA,] est identique a la droite [E, E, — wE,], de sorte que la
transformation ponctuelle B — B’ passe par dualisation en transformation de plans
en plans R — R’ ou

(1v,77) R =E, — wE, + *E, R’ = Ej — wE{ + (* + ¢*)E’

ol ¢* = ¢*(v, w). A 'homographie H, s’associe I’homographie duale

* *
(IV,78) H,E = E', H,E, = E| 9 e e, =B+ (o —w i\,
ow ow

a *
H2E0=Eé+{- v,[/*+(p*<(p* —w—a(-P;>+(a3 —a,) p* +

A%k *
+ (a; — ay)w 9@ 4 py — (o0 — ) W}El + w(wi(e-- — p* + 4,1>E’1 +
ow ow
*
+ | 20* — w 9o E)
ow
ou
%
(IV,79) : do* = v + 22 dw
ow
on a en effet
*
(1v,80) H,dR = dR’ + </1 —*+w %ﬂ) wR’ .
w

Pour que la part de H, concernant le plan [EEE,], c’est-d-dire I'étoile A, soit
indépendante de w, il faut et il suffit
2 %
(1V,81) A
ow?
pour que la part de H, concernant I’étoile E,, c’est-d-dire le plan [AA{A,], soit
indépendante de w, il faut et il suffit que I'on ait

(Iv,82) S p* =44
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la condition (IV,81) découle de la condition (IV,82). En repéres ponctuels, I’homo-
graphie H, (1V,78) est données par les relations

*
(1v,83) H,A = A", H,A, = A, — w<wzi — g% + 4/1> A,
. w
*
Hod, = A — (20% — w22\ a7
ow
oo* do* % 2
H2A2=A’3+—ip—A1+ w8 o Ay + ¥ + wg(p——qo* +
ow ow ow

* op* ' '
+ (a, — a;3) +(a1—a2)w€;—uz+(oc —a)wh A4

et spécialement, en supposant (IV,82), nous avons
(1V,84) HyA= A", HyA, =A,, H,A, = A, — 8)A’,

HyAy = Ay — 824, + {49 + 16A% + 43(2a, — ag — aa) — py + (¢ — o) 0} 4.
Pour que H, ne dépend pas de w, il faut et il suffit que 'on ait outre (IV,82) encore
(Iv,85) o = Cest-d-dire 13, =0.

Pour que les homographies H, (IV,67) et H, (IV,83) coincident sur le plan
[AA,A,], il faut et il suffit

* * -
a_<p=n~<2(p*._w_aa£>’ (p—W'a—('p:'—W(W?ff———(p*-f-4l>

ow w ow ow

ce qui donne par intégration
(1v,86) o= — 8w + fw¥?, o* =4l — fw''?; f=fv).

Pour que ces homographies H, et H, coincident sur I'étoile A, il faut et il suffit
qu’on ait

* *
a—q)—4/{=waq), <p+w§?=ww-‘2(—p—»-—q)*
ow ow aw ow

ce qui donne par intégration

(1v,87) =4lw + gw'?, @* = — 8L —gw 1?2 g =g(v).
Les conditions (IV,86) et (IV,87) sont remplies si et seulement si
(1v,88) A= =¢*=0.

Pour que les homographies H, et H, coincident complétement, il faut et il suffit que
Pon ait outre (IV,88) encore

o =a, f=F, pu+p =0,
c’est-a-dire i

(IV,89) Tio = T31 = Tao + T3z = 0.
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En vertu de (1V,18), (IV,44), (IV,48), (IV,56), (IV,57), ’homographie osculatrice H
de la déformation projective T est donnée par les rélations
(1V,90) HA = A", HA, = (6w + qw*) A4’ + A,
HA, = (104 + g,w™'3) 4" + 45,
HAy = roAd" — (122w™ 1 + qw™*3) AL + (82 + qw™'3) Ay + A}
ol g, = q,(v) et ry se calcule de (IV,52). Si (IV,88) a lieu, c’est-a-dire si les homo-
graphies H, et H, coincident a la fois et sur le plan [AA4,A4,] et sur I'étoile 4, nous
obtenons
(IV91)  HA= A", HA = A, + q,w*P4', HA, = Ay + qw= 134",
HAy = Ay + rod" — qw™ 34, + qw™134),
(IV92) H A=A, HA =A,, HA,=A,,
HiAy = Ay + w™ (ww + ' = B) A",
(IV,93)  Hy,A = A, H,A, = A,, H,A, = A},
Hydy = Ay + {—py + (& —a)w} 4.
Les homographies H, et H, coincident alors sur le plan [4A4,4,] et sur I’étoile A

avec une des homographies osculatrices H, & savoir celle pour laquelle g, = 0, c’est-a-
dire

(Iv,94) HA = A", HA = A}, HA, = Ay, HA; = Ay + roAd’.
Sous cette hypothése, nous avons
(1v,95) g'=Hg, dg'=Hdg,
d?’g’ = Hd?g + {150 — row + (¢ — o) wo} w[A'47] +
+{(B = B) @ + (135 + row) w} o[ 4'4}]
de sorte que nous calculons r, de I'équation
(Iv,96) B—PB + (2 — py +2rg)w—(x—o)w>=0.

Dans le cas oit les homographies H, et H, se confondent, (1V,89) a lieu et alors
I’homographie osculatrice H (IV,94) caincide aussi avec elles. On trouve aisément
en vertu de (IV,96) que si (IV,89) n’a pas lieu, les homographies H,, H, et H (IV, 94)
sont différentes, de sorte que ni H, ni H, ne coincide alors avec aucune des homo-
graphies osculatrices.

6. Jusqu’a présent, nous avons supposé que les expressions (IV,2) sont différentes
de zéro. Possons maintenant au cas, ol elles s’annulent mais ou (4) n’est cependant
pas une droite; (E) est alors formé par ses plans osculateurs. Choissons le repére
de telle maniére que [AA4,] et [A4;A,] soit resp. la tangente et le plan osculateur
de la courbe (A). Nous avons donc

(Iv,97) Woy = Wo3 = W3 = 0,

mais Wy,w,;®;3; £ 0. De (IV,97) nous obtenons par différentiation extérieure
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[@21002] = [@,,03] = 0, et nous pouvons spécialiser le repére de fagon a avoir

(1v,98) Wy = W3 = Wgy = O ]

par différentiation extérieure, il en vient

(1v,99) [woo + @1y — 2w,,0] =0,
(1v,100) [woo — @11 — @2 + w330] = 0.

Si T'on suppose wgy + Wiy + W55 + ws3 = 0, (IV,100) donne wyy + w33 = aw,
la différentiation extérieure donne [do + a(wgy — Wz5) + Wy — W3,w] =0 de
sorte qu’il est possible de spécialiser le repére de fagon a avoir o = 0, c’est-a-dire

(1v,101) Wog + W33 = — Wy, — Wy, =0
et

(Iv,102) [wyo — w3 0] = 0.
Nous avons donc en fin de compte

(1V,103) dA = weod + 0A,,

dA; = w304 + w4, — w4,,
d4; = w04 + w14, + w4, + A5,
dA; = w304 + w314; + 03,4, — WeAs,

(IV,104) d[A44,] = (wgo + wy;) [A4,] + w,[A44,] + 0[A445] — o[ A4,4,],

d[A4,] = o[AA;] + (wee — wy,) [441],
d[44;] = w3,[AA] + w3,[AA4;] + 0[4,45],
d[A14,] = — wy0[AA4,] + wo[A4A4,] — w[4,4;5],
d[AA;] = — w3o[AA,] + w[AA43] + w3,[A414,] +
+ (@11 — woo) [414;5] + @1,[4,45],
d[A,4,] = — w30[A4,] + wyo[AAs] — w3,[A1A;] + w[A,45] —

- (woo + wyy) [A2A3] .

La congruence Lest formée par les droites des oo’ faisceaux de centre A4 et de plans E,

Dans I'espace S} soit donnée une congruence L’ de type analogue, et qui soit avec L
en correspondance T(droite - droite); T soit une déformation projective. Entre les
courbes (A) et (4') est induite alors une correspondance t telle qu'au faisceau de
droites (A, E) de la congruence L, il correspond le faisceau de droites (4, E') de la
congruence L. Supposons que les repéres associés a la courbe (A') vérifient les rela-
tions (IV,97’), (IV,98'); la correspondance ¢ étant écrite sous la forme w = ' (dans
la notation (IV,13)), nous avons

(1v,105) Toy = Toa = Toz3 = T13 =T33 = T3 = 0,
donc

(Iv,106) [t11 = Too®] = [122 — Toow] = [733 — Toow] = 0
et

(1V,107) Ty — Too = L@, Tay — Tog = 4@, T3z — Too = 430 .
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Par une nouvelle différentiation extérieure nous en obtenons
(1v,108) [dA; + A(woo — w22) + T3y — Thow] =0,
[dA; + Ax(weo — ®a3) — 2150 + T1,0] =0,
[dA; + A3(@o0 — @22) = 731 + Ty00] = 0
de sorte que nous pouvons spécialiser de fagon a avoir A, = 4, = A; = 0. Si nous
supposons (1V,30), les équations (I1V,107) donnent

(1v,109) Too = Tyq = Tap =T33 =0
d’ou par différentiation extérieure

(1v,110) [‘czow] =0, [r31w] =0,
(Iv,111) [t1,0] = 0.

11 résulte de (IV,111) que t;, = pw, on trouve par différentiation extérieure qu’il est
possible de spécialiser de fagon a avoir u = 0, donc

(Iv,112) 1, =0,

(Iv,113) [t10 — T3,0] = 0.

Nous avons donc 7,5 — 73, = vo; une nouvelle différentiation extérieure montre
la possibilité d’une spécialisation telle que v = 0, c’est-a-dire

(Iv,114) Tio — 732 = 0,

(Iv,115) [t30 — cop,0] =0 ol 1,4 + 73, = 2cw .

La transformation ¢ est donc donnée par les équations (IV,105), (IV,109), (IV,112),
(IV,114) avec les conséquences différentielles (IV,110), (IV,115).

Comme T est une déformation projective, il existe pour toute droite g € L une
homographie osculatrice H de la transformation T; H est nécessairement une homo-
graphie tangente aux transformations A - A’, E — E’, [AA,] - [A'A}], elle a donc
la forme
(1v,116) HA = A4',

HA, = A} +.qo4" + qA;,

HA, = A}, + pA’,

HA; = Ay + rod’ + rA] + ryA5 .
La congruence Lest 'ensemble des droites [ 4, x4; + yA,] et pour Ton a manifeste-
ment

(Iv,117) [4, x4, + yA4,] = [4', xA] + (y + gx) A5]
ol g dépend d’une part de v (C’est-a-dire du paramétre sur la courbe (4)), d’autre
part du rapport x : y. Remarquons que (IV,117), exprime la transformation la plus

générale du faisceau (4, E) sur (4’, E'), qui fasse correspondre & la droite [44,] la
droite [4’A}]. Evidemment
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[4', xA7 + (v + qx) A5] = H[A, xA, + yA,],
d[A4’, x4} + (v + qx) A3] = Hd[4, x4, + yA,] +(q — p — ;) xo[ A, A]] +
+{x(dg + g0 = pg — 12 0 + q. 0y, — @y,) — gy} [4'45].

La condition pour que H soit tangente pour T est exprimée par
(IV,118) x{dq + (g0 — a* + qry — r) @ + g, — @;,)} + Y(p—2¢ + 1) = 0.
Si nous supposons pour I'instant un certain choix des repéres, alors I’équation pré-
cédente donne [dqw] = 0, g ne dépend donc pas de x : y et la relation (IV,117)
exprime une projectivité qui ne dépend que de v. Nous pouvons donc supposer g = 0.
Si nous posons comme précédemment y = wx, la condition (IV,118) devient
(1V,119) ' Qo =12+ wp+r)=0
et nous avons
(IV,120) [4', A} + wAy] = H [A, A, + wd,],

d[A4’, A7 + wAy] = Hd[A, 4, + wd,]| — (p + ry) o[A4', A7 + wA)],

d[4', A} + wAy] = Hd*[A, A; + wA,] — 2(p + ry) o d[ A4, A} + wA}]

+ () [4A4i] + () [443] + 2r0’[A'45] -
— 2pw?[A}A45].

La condition de la quasidéformation projective est
(1v,121) p=r, =0,
dans cette hypothése, (IV,119) entraine
(1V,122) 2 =qo.
Maintenant, nous avons
(IV,123) [A, A7 + wAy] = H [A, A, + wA,],

d[4’, A7 + wAy] = Hd [4, A, + wA,],

d?[A', A7 + wAy] = Hd*[4, A; + wA,]| + 2co’[AA}] + 2row’[A'4}] ;

la condition de la déformation projective est

(IV,124) _ ro = CW
et nous avons
(IV,125) HA= A", HA, = Ay + qoA', HA, = 45,

HA; = A + cwA’ + qo45.

Nous obtenons ainsi le résultat suivant: Pour obtenir la déformation projective
la plus générale d’une congruence du type étudié, nous partons de deux courbes
(A), (4") quelconques en correspondance et nous faisons correspondre projectivement
les droites des congruences qui sont situées dans les plans ocsulateurs; cette projecti-
vité doit transformer toute tangente d la courbe (A) en une tangente a la courbe (4').
Pour chaque paire de droites en correspondance il existe o' homographies oscu-
latrices.
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7. Reste a étudier le cas ou A décrit la droite (A), par laquelle passe bien entendu
aussi le plan E. Nous choissons le repére de telle fagon que (A4) soit la droite [ 44,]
et que E soit le plan [44,4,]. On a donc

(Iv,126) Woy = Wg3 = W,y = Wy3 =0

supposons qu’ une situation analogue se présente dans S3, de fagon que
(1v,127) Toy = Toz = Tay = T3 = 0.

Les points A, A’ et les plans E, E’ dépendent d’un seul paramétre v; posons
(1v,128) Wy =

de sorte que w # 0, [w dv] = 0. Nous avons [w;30] = 0 + w,; et nous faisons
subir le repere de S5 encore la condition

(Iv,129) W13 = O, Wog— Wy — Wy + w33 =0

qui signifie que la projectivité x4 + yA, — x[AA4,4,] — y[AA,A;] est osculatrice
pour A — E. Choissons les repéres dans S5 de telle maniére que x4 + yA4, —» xA" +
+ yA, soit une homographie osculatrice pour 4 — A’, et que x[A4,4,] +
+ y[AA,A5] » x[A'A145] + y[A'A3A45] soit une homographie osculatrice pour
E — E'. Cela s’exprime par les conditions .

(Iv,130) Toy =T33 =0,

(Iv,131) Ty — Too = T33 — Ty = 0.

La différentiation extérieure des équations (IV,126) — (IV,131) donne
(1v,132) [t200] =0, [r3,0] =0,

(1v,133) [0 — w3;0] = 0.

Nous supposerons que méme les droites [A44,], [A’A}] dépendent seulement de v,
qu’on ait donc [w,w] = [1,,0] = 0, C’est-a-dire
(Iv,134) : Wiy = AW, T, = 0O
et quil en est de méme pour les positions géométriques de droites x[AA4,] +
+ y[AA,], x[A'4{] + y[A'4}], que Pon a donc [w;; — wy,0] = [ty — 12,0] =
= 0, donc
(Iv,135) Wiy — Wy = bw, Ty — 175, = fo.
La différentiation extérieure donne
(Iv,136) [da + a(wgo — w3,) + w35 — @,0w] =0,
[db + b(woo - w22) + W3q + 6020(0] = 0 N
[do + a(weo — @32) + T3, — T400] =0,
[dﬂ + B(woo —_ wzz) w] = 0 .
La congruence Lest formée des droites [4, 4; + wA,], la congruence L par les
droites [A', A] + w'A45] et la correspondance développable T(L — L) est donnée
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par le fait que w’ est fonction de v, w avec [dv dw] & 0 % [dvdw']. Si T est une
déformation projective, alors pour toute droite g € L il existe une homographie H
osculatrice pour T et qui est forcément tangente & A — A’, E — E’. Aussi partirons
nous d’une homographie H tangente & 4 — A, E - E’, qui transforme la droite
[4, A; + wA,] en une autre: [4’, A} + wA}]. La forme générale d’une telle homo- ‘
graphie H est
(Iv, 137) HA = A", HA; = gA} + qoA" + qA,, HA, = A, + pA’,
HA, = oAy + rod’ + 1A} + 1,4} ‘
avec ¢ % 0 et
(Iv,138) ow =w+q.
Maintenant
Q[A', Al + w'A’z] = H[A, A + wAz] R
d(Q[A’, Al + w'A’Z]) = Hd[A4, A, + wA,] + {do + o(te0 + 111) — ‘
— (ry + op) wi [A'AY] + {dq + 20w'te0 + q(@;; — @yy) +
+(e—1.a+ox—r1,— pq+ qo) 0} [4'45].

Donc H est tangente pour T 'si et seulement si
(IV,139) odw —dw = {ow (B —ry —op) — (¢ — l)a — gx + r, + pqg — go} @
d’ou il découle ‘
My,
ow
Lorsque w’ = w'(v, w) est donné, alors (I1V,140) détermine g, ensuite (IV,138) déter- ‘
mine ¢q et (IV,139) exprime une relation que doit vérifier le reste des paramétres
Gos D> T'os 'y, To; il existe donc oo* homographies H tangentes pour T, pour 4 — A’
et pour E — E’. Nous avons ‘
o[4', 41 + w'Ay] = H[A, 4, + wA,],
d(e[A4’, A} + wAL]) = Hd [4, A, + wd,]| +
+ {de + 20190 + (2B — op — 1) @} [A, A7 + w'43],
d*(e[A’, A7 + wAS]) = Hd’[A4, A, + wA,]| + ‘
+ 2{do + 20700 + (0B — op — ;) @} d[A’, A} + w'A,] +
+ 2(r; — op) w[A'45] — 2(r, + ep) w[A{A}] +
+ () [44] + () [4'45] . ‘
Donc H est quasiosculatrice pour T'si et seulement si
(1v,141) p=r, =0,
c’est-a-dire que H doit étre osculatrice et pour 4 — A’, et pour E — E’. La condition
(IV,139) devient ainsi

(1v,142) edw —dw={fow’ — (g — 1)a —go +r, — qo] ®.

(1V,140)
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Nous écrirons maintenant les égalités valables pour v = constant avec = au lieu
de =. Comme nous supposons que les repéres ne dépendent pas que de v, nous avons
wy = 0, 74 = 0. 11 est facile de calculer

H[A, A, + wA,] = o4, A} + w45],
Hd[A, Ay + wA,] = od[A, A} + wA5] + (dw — o dw’) [4'45],
Hd[A4, Ay + wd,] = ¢ d*[A", A} + wA,] + (d*w — o d®w) [4'45] .
Or, d’aprés (IV,142) nous avons dw — ¢ dw’ = 0; pour H osculatrice nous devons
avoir d*w — g d?w’ = 0, c’est-a-dire do dw’ = 0. Or dw’ % 0, donc la condition
nécessaire pour que H soit une homographie osculatrice est dg = 0, c’est-a-dire
(1v,143) [dew] = 0. ‘
Or, cela signifie que T est une déformation projective seulement si H (et donc aussi T)
transforme projectivement, pour v = const., le faisceau (A, E) en faisceau (A', E');
a la droite [ A dA] on associe la droite [A"dA"]. En vertu de cela, nous pouvons
choisir le repére de telle fagon que
(1v,144) wo=w.
Alors (IV,138), (IV,140) et (IV,142) donnent
(Iv,145) o=1, ¢g=0, r,—qo=0a— pfw.
Maintenant, nous avons (en supposant (IV,30))
[4, A} + wAb] = H[A, Ay + wA,],
d[A’, A} + wA,] = Hd[A, A; + wA,],
d?[A', A7 + wAy] = H d*[A4, A; + wA,] + (135 + Ta0) o[ A'A}] + {d(x — pw) —
- ﬂ(dW + wlz) + “(‘Uoo - wy) — ﬁw(woo — 2w + 0)22) +
+ 135 — 110 — B(od — Bw) ® + 2row} w[A'4})]
et pour ’homographie osculatrice, nous obtenons la condition
B(dW + (012) - d(oc - ﬁW) - o‘(C"oo — wyy) + Bw(weo — 20011 + @,,) —
— T3y + T1o + W(tag + T20) + B — Bw) @ — 2rew = 0
d’ou il résulte f = 0, c’est-a-dire
(1v,146) T — T, =0
et
(IV,147) do + awgo — @11) + T3z — Tio — W(T3q + Ta0) + 2row = 0.
L’homographie osculatrice est
(1v,148) HA = A", HA, = A| + q,A", HA, = 4,,
HAy = Ay + 1A’ + (qo + o) A’ .
ol g, est arbitraire et ro peut étre déterminé par (IV,147). La condition (IV,146)
n’est pas remplie en général, mais on a toujours [d(r,; — 7,,)] = 0, donc aussi
(IV,149) Ty — T2 = df.
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Si, au lieu de A’, A}, A}, A%, nous introduisons le repére (peu importe si (IV,SO)
n’aura pas lieu)

A’ ce™TAL + 1Ay, Ay, cem T A
ol A = A(v) est une fonction arbitraire et 0 + ¢ = const., nous aurons aussi (IV,146).

La déformation projective T la plus générale qui existe entre les deux congruences
données L, L' du type considéré peut donc étre construite de la fagon suivante:
nous prenons une correspondance arbitraire entre les droites (A), (A’) et puis nous
spécialisons les repéres de telle facon que (1V,126) — (IV,131) ait lieu; la corres-
pondance Tassocie alors d la droite [A, A, + wA,] du plan E la droite [A’,ce T A} +
+ (4 + w) 45] du plan correspondant E'. Pour chaque paire de droites correspon-
dantes il existe co' homographies osculatrices.

L’homographie H dépend en général de w; si nous choisissons g, indépendant de w
alors la part de H qui concerne le plan E et I’étoile A est aussi indépendante de w.
Pour qu’il existe une homographie osculatrice H indépendante de w, il faut et il
suffit que I'on ait outre (IV,146) encore

(1V,150) Ty + Top = 0.

Les éléments projectifs linéaires des correspondances A — A’, E —» E’ sont 1,40,
13,0°%) de sorte que (IV,150) est équivalente & la condition de nullité de leur somme.
En particulier: si 'une des correspondances A — A’, E — E' est projective, autre
Pest aussi.

V. NORMALISATION PROJECTIVE DE CORRESPONDANCE ENTRE DEUX
COURBES GAUCHES DUALES

Dans ce travail, on étudie les correspondances entre deux courbes des
espaces projectifs a trois dimensions, ou respectivement entre les systémes
monoparamétriques de leurs plans osculateurs; la correspondance entre
ces systémes est étendu par un systéme de projectivités en une correspondance
ponctuelle entre les espaces entiers; on étudie alors ses propriétés particulieres.

1. Dans l’espace projectif & trois dimensions P; ou P, respectivement, soit don-
née une courbe duale y, ou y resp.; nous entendons par courbe duale un systéme
monoparamétrique de plans. Supposons que les plans des deux courbes duales dépen-
dent d’un seul paramétre commun ¢, ce qui détermine entre eux une correspondance.

Nous associerons & chaque plan de la courbe duale y, ou y resp., le systéme de
tous les repéres {4y, Ay, A, A3} ou {By, By, B,, B;} de Iespace P, ou P resp.
Nous aurons donc les équations

5) Voir E. Cech, IpoektuBHas nuddepeHIManbHas TeOMETPHS COOTBETCTBUH MEXIY HBYMS
npocTpancTamu; Yex. MaT. xypHan, 2 (77) 1952, 91 —107 ou bien Cas. pést. mat. 74, 1949, 32 —46.
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(V.1) ddy = wodo + W14y + Wer4; + Wo303,
dA; = wydo + ©11 41 + 0124, + ®134;,
dA; = wy0dp + W3141 + W4, + 03345,
dA; = w30do + W314; + 03,4, + 03343,

(V.2) dBy = @WooBo + @Wo1By + Wg2B, + o3B3,
dB; = @10Bo + @By + ®,B, + ®3B;,
dB; = @y0By + @;,By + ©,,B; + ¥,3B;,
dB3 = @30B, + @3By + ®3,B, + ®33B; .

Si nous supposons

(V.3) [AoA;Ay4;] =1,

(V.4) [BoB:B,B;] =1,

il en résultera

(V.9) Woo + W11 + Wy + w33 =0,

(v,6) Boo + Byq + Dyy + B33 =0.

Les équations de structure sont enfin

(v.7) [doy;] = [@w;] + [winwy,] + [0po;;] + [wisws,],
(V.8) [dB,;] = [Bio®o;] + [34®1;] + [3020,;] + [@:3D3,] -

La normalisation d’ordre zéro est donnée par la condition que les deux courbes
duales considérées sont décrites par les plans [AgA;4,], [BoB1B,]. Les paires de
repéres associés aux plans correspondants des deux courbes duales dépendent donc
d’un seul paramétre essentiel ¢; nous avons en outre 24 parameétres secondaires. La
différentiation par rapport aux paramétres secondaires sera désignée par 4, donc
ot = 0; nous poserons en outre

(v.9) 0(0) = ey, @0) =&

Dans les expressions pour d4,, d4;, 64,, il n’y a pas de A5, nous avons donc
(V,lO) €3 = €13 =e,3 =0

et d’'une fagon analogue

(V911) o3 = €13 = &3 =0.

2. Pour la normalisation du premier ordre nous supposerons que les plans
[404,4,], [BoB,B,] touchent leurs enveloppes suivant les droites [4y4,], [BoB, ]
de fagon que nous aurons

(v.,12) _ Wo3 = w3 =0,
(v,13) . @o3 = W33 = 0.
Nous éliminons les plans stationnaires, donc

(V.14) W30, @3 +0;
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d’aprés (V,10) et (V,11) il doit y avoir « # 0 tel que
(V.,15) Dyy = 0,3 .
Par différentiation extérieure nous en obtenons
(V,16) [do + o(w,; — w33 — @5 + W33) Wy3] =0
de sorte que
(V,17) S0 = (e55 — €33 — €35 + €33) .
Comme a #+ 0, &,, — €33 — €,, + €33 + 0, nous terminerons la normalisation du
premier ordre par la condition o = 1, C’est-a-dire
(V,18) WDy3 = W,3 .
La normalisation du premier ordre a introduit cinq relations (V,12), (V,13), (V,18),
elle a donc abaissé le nombre de paramétres secondaires de 24 a 19. 1l faut donc que

I'on ait cinq relations existant entre les différentielles des paramétres secondaires. La
différentiation extérieure des équations (V,12), (V,13), (V,18) donne

(V,19) [wozwzs] = [wlszS] = [5020)23] = [5120’23] =
= [522 — 33 — Wy, + wsswzs] =0

de sorte que les relations mentionnées sont
(V’ZO) €07 = €13 = €9 = &13 = &35 — &33 — €35 + €33 = 0.

D’aprés (V,19) il existe aq, a,, o, @y, b tels que

(V,21) Wop = AoWy3, Wy; = 41053,
(V,22) gy = OoWs3, Wy = 0yWy3,
(v.23) Dy, — B33 — Wy, + W33 = bw,y .

3. Le but de la normalisation du second ordre est de fixer les coefficients ay, a,,
ao, 0y, b dans les équations (V,21) a (V,23). Posons

(V’24) W= W3, €= €3.

Dapres (V,7), (V.8), (V,12), (V,13), (V,18), (V,21), (V,22) et (V,23) nous aurons
(v,25) [do] = [w,; — ws30],

(V,26) [dwg,] = [ag(weo — @2,) + a,w0,0] ,

[doy,] = [aowi0 + ay(wy; — @35) @],
[dwzz] = [a0w21 + a1 — w’szw] ,
[doss] = [03,0],

(V.27) [d@o2] = [#o(@oo — @3;) + 0B, 0] ,
[d&’_u] = [%510 + ay(@yy — @32) w] >
[dazz] = [“0520 + 0@y — 53260] s
[dcT)33] = [‘332(0]
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de sorte qu’il résulte par différentiation extérieure des équations (V,21) a (V,23)

(v.28) [dao — ag(weo — 20,5, + w33) — a;wp,0] =0,
[da; — apw;o — ay(@;; — 2w;; + @33)0] =0,
[day — ao(@oo — 25, + B33) — o3@g0] =0,
[doy — ao@yo — ay(@yy — 20,, + B33) @] =0,
(V,29) [db + b(w,; — w33) + aewyo + a0y — U@y — a@yq + 273,0] =0

ou nous avons posé

(V930) Ty = O — oy
de sorte que (V,5), (V,6), (V,12), (V,13) et (V,18) entrainent
(V.31 Too + Tag + Tz + T33 = To3 = T3 = T3 = 0.

11 résulte de (V,28) et (V,29)
(v.32) dag = aoeoo — 2e; + €33) + azeq; 5

day = agejo + ay(ey; — 2ex; + e33),

dog = o(8g0 — 2822 + 333) + %4801

doy = aokro + ayery — 2825 + £33)

0b = — b(ey; — e33) — g0 — A1y + AgE2o + %182y — 2U3;
ol nous avons posé
(V,33) ti;=1(0) = &y — &
de fagon que nous obtenons de (V,31) et (V,20)

j

(V.34) too + tyq + tyy + 133 = to3 = ty3 = b3 = toy = 1, = 1, — 133, =0.

11 découle de (V,32) que les équations a, = a; = 0 de méme que les équations
oy = a; = 0 ont une signification invariante. Les équations a, = a, = 0 signifient
d’aprés (V,21) que le plan [A4,4,4,] tourne autour de la droite fixe [4,4,]; d’une
fagon analogue «, = «; = O signifie que le plan [ B,B,B,] tourne autour de la droite
fixe [BoB;]. Ces deux cas seront, dans ce qui suit, éliminés de nos considérations.

En procédant a la normalisation du second ordre nous pouvons demander que la
droite [A4,4,] ou [B,B,] resp., touche son enveloppes au point Ay, ou By, resp., ce
qui signifie wy, = @y, = 0 ou encore ay, = ®p = 0. En somme, il est possible
d’obtenir a partir des équations (V,32) les relations suivantes
(V,35) ag=0,=0, ay=a;, =1, b=0
soit encore
(V’36) Woy =Wy =0, W, =0, =w, T —133=0.

Les cing relations (V,35) abaissent le nombre de paramétres secondaires a 14. Les
relations correspondantes existant entre les différentielles des paramétres secondaires
sont d’aprés (V,32) et (V,35)

(V.37) eor = €01 = €11 — 2e2; + €33 = 614 — 2695 + £33 = 2035 — 1y =0
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et les relations (V,28) et (V,29) deviennent

(V,28') [wo10] = [0y — 20,, + w330] = [@g,0] = [@;, — 2@,, + B;330] = 0,
(v,29) [275, — 15,0] = 0.

Il existe donc a, a’, «, o', B tels que

(v,38) Wy = AW, @Dy, = 0O,
- =a'w, ®4 — 20,5, + B33 = W,
0 — 20, + w33 =a 11 22 33
2t3, — T5; = fo.

4. La normalisation du troisiéme ordre a pour but de fixer les coefficients a, a’,
o, a, B dans (V,38). Par différentiation extérieure, nous obtenons

(V.39) [da — a(wgg — Wy — Wy, + w33) 0] =0,

[do — e(@gg — @1y — @, + @33) 0] =0,

[da’ + a'(w;; — w33) — awyo + 3wy — w3,) ®] =0,

[do" + «'(wy; — w33) — 0@y + 3@y — @3,) 0] =0,

[dB + 2B(w,; — w33) — awyg + ady — @'w,qy + '@y — 315,0] =0
de sorte que

(V,40) da = alegy — €17 — €55 + €33),
do “(500 — &1y — &3 + 333) s
da’ = a'(e33 — ey,) + aejo — (e — €32),
o' = afess — e35) + agro — (621 — £32) s
OB = 2B(es3 — e13) + aeyo — ey + a'eyy — ey + i3y .

L’équation a = 0 ainsi que ’équation « = 0 ont une signification invariante. Elles
signifient que le point A4,, ou B, respectivement, est fixe. Si nous éliminons ces cas-1a,
nous pouvons effectuer la normalisation du troisiéme ordre de fagon a avoir

I

’

a=a=1, a=d==0

ou bien encore
(V’41) Woy = Wy = @, .

Wy — 2wy, + W33 = @y — 20,5 + D33 = 215, — T = 0.
Le nombre de paramétres secondaires est maintenant 9 et les nouvelles relations
correspondantes qui existent entre les différentielles des parametres secondaires sont
d’apres (V,40)
(V.42) €00 — €11 — €33 + €335 = &g — €11 — €2 T €33 =

= €10 — 3(321 - 932) = €10 — 3(321 - 332) =130 — 3133 =0.

-

Les équations (V,39) deviennent

[@o0 — @1y — wyy + W330] = [Bog — Dyy — @y + @3;0] =0,
[(1’10 — 3w,y — w3,) 0] = [@;0 — 3@,y — @3,) co] =0,
[t20 — 313,0] =0,

205




il existe donc ¢y, ¢,, ¥y, 72, f tels que

(Vi43) o0 — @11 — W3 + W33 = €@, BDgo — Dyy — Dyy + D33 = Y10,
Wio — 3(61)21 - wsz) =0, @y — 3(621 - c_‘)32) = 720,
To0 — 3731 = fo.
5. La normalisation du quatriéme ordre devra fixer les coefficients ¢y, y, ¢2, 72, f
dans (V,43). La différentiation extérieure donne
(v,44) [dey + cy(wy5 — w33) + 2wy — w3,) @] =0,
[dy, + 7’1(6022 - wss) + 2(510 - 0—032) w] =0,
[dey + 2¢5(wy; — w33) — ¢4 + 4w, — 6w3 0] =0,
[dh + 272(“’22 — W33) — V1D + 4By — 663#0] =0,
[df + 4130 + ..., 0] =0,
donc
(v.,45) dcy = cq(ezs — €35) — 2(e10 — €32),
oy = ?1(‘333 - 922) - 2(810 - 332) ,
dcy = 2c5(e33 — €35) + creq0 — 4ey0 + besy,
072 = 2y5(e33 — €32) + V1810 — 4620 + 6e3y,
of = — 4tz + ...
Nous pouvons donc réaliser la normalisation du quatriéme ordre de telle maniére
que nous ayons
cg=y1=¢c=7=f=0
soit encore
(V,46) Wog — Wy — Wyy + W33 = Wog — Dyy — Dy + B33 =0,
W1 = 3(“’21 - wsz) » @19 = 3(521 - 632) , Ta0 = 3731
Par différentiation extérieure et quelques modifications convenables, les équatibns
(V,46) donnent
(v.,47) [4w;;, — 3w,0] =0, [3w;; — 2w,00] =0,
[t300] = [13,0] = [13,0] = 0.
Nous pouvons donc poser
(v,48) 43, — 30, = U@, 33 — 20,0 = U0,
Tap = Vg®W, Tzg = 010, T3; = 0,0 .
Entre w;; et @;; = w;; + 1, il existe les relations (V,5), (V,6), (V,12), (V,13), (V,18),
(V,24), (V,36), (V,41), (V,46) et (V,48). Si nous posons
(V’49) W21 = Wo, W31 = W33 = By Wy = W3y = Wy, B30 = D3,
les équations (V,1) et (V,2) deviennent
(V,SO) dAo = 30)0140 + (UAI 5
dAl = 3601140 + wOAl + CDAZ ’
d4, = (3w, + u,0) 4y + (40; + u;0) A; — weA, + 04,
dA4; = w34, + 2w, + u,0) 4, + 3wy + uw) A, — 3wed;,
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(V,51)  dBy = 30,B, + wB,
dB, = 3(w; + v,0) By + wyB; + wB,,
~dB, = {3w, + (u, + 3vy) w} By + {4, + (u; + 2v,) @} By —
— woB, + wB;,
dB; = (w3 + vow) By + {20, + (u, + v;) @} By +
+ {30y + (uy + v;) @} B, — 3w,B; .
Nous obtenons les conditions de I’intégrabilité en différentiant extérieurement les
équations (V,48), compte tenu de (V,49); ce sont les conditions
(v,52) [du; + 4uy00 — 5w,0] =0,
[du, + 6u,wo — 3uy0, — Sw0] =0,
[dve + 8vowe — 6v @, — 3v,m,0] =0,
[dv, + 6v,00 — 20,0,0] =0,
[dv, + 4v,000] = 0.
Si nous écrivons
0o(8) = ey, @y(8) =e;, 0,(8) =e,, w(0) =e;,

nous aurons

(V,53) Suy; = — 4uey + Se,,
Su, = — 6us,ey + 3u,e; + Ses.,
ovy = — 8uvgey + 6vyey + 3vse,,
ovy = — 6viey + 2v,e,,
ov, = — 4dv,e, .

D’aprés ces équations, il serait possible d’effectuer la normalisation du cinquiéme
ordre, ce que nous ne ferons pas.

6. Il résulte des équations (V,50) et (V,51) que I'on a
(V,54) 0Ay = 3epdy, O0A; = 3e Ao + egAy, 0A4, =3e,Ay + 4,4, — €pA;,
. 0A; = e3Ay + 2e,A41 + 3e A, — 3egd;,
(Vv,55) 3By = 3eqBy, OB, = 3e;By + ¢uB;, 0B, = 3e,B, + 4e;B; — ¢,B;,
0B; = e;By + 2¢,B; + 3e B, — 3e¢,B; .
Si nous définissons donc ’homographie K par les équations
(V,56) KA, = B,, KA, =B,, KA, =B,, KA; = B;,
nous aurons K = 0, ce qui veut dire que ’homographie K est invariante.
Posons

(V’57) [AOAIAZ] = R;, [A0A1A3] = —R;, [A0A2A3] =Ry,
[A1A2A3] = —R,,

(V’58) [BoBle] =S, [BOBlB3] = -5, [BoBzBa] =85,
[313233] = —So
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de sorte que nous avons

0 pour i=*j
(V,59) Ai'Rj=Bi|Sf=5ij={1 pour i=j

ce qui donne par différentiation
j i

d’ou, en vertu de (V,50) et (V,51)

(V.60) dR, + 3weR, + 30,R; + (3w, + u,w) R, + w3R3 =0,
dR; + wRy + woR; + (4w, + u;0) R, + (20, + u,w) R; =0,
dR, + wR; — woR, + (3w, + u;w)R; =0,
dR; + wR, — 3weR; =0,

(V.61)  dSy + 3weSy + 3wy + v,0) S, + {30, + (uy + 3v;) 0} S, +
+ (03 + vow) S3 =0,
dS; + WSy + @S, + {4w; + (u; + 2v,)) 0} S, +
+ {20, + (uy + v)) 0} S; =0,
dS, + wS; — oS, + (3w, + (uy + v,) @} S; =0,
dSs + @S, — 3wpS; = 0. '
D’aprés les relations (V,56) a (V,58) nous avons
(V,62) KRy =S,, KR, =S,, KR, =S,, KRy=S,.

Nous allons trouver la signification géométrique de I’homographie K. Dans ce but,
procédons au choix non-invariant des paramétres:

(V,63) W =0 =w, =03 =0, o=dt;
les équations (V,60) et (V,61) prennent alors la forme
Ry = — uyR,, 1= —Ry—uR, —u,R;, R, =—R, —uR;,
Rls = - R2 B
S = — 3v,S, (u2 + 30y) Sy — 0S5, St = —So— (u; +2v,) S, —
(”2 + 01) S;,
3= =5 —(u +v,)S;, Sy=-25,,
ou l’accent désigne la différentiation par rapport a t. Nous aurons alors
Ry=—R,, RY=R,+ uRy;, Ry =—Ry—2uR, + (uj — uy)Rs,
Ry = 2u;R, + (2u, — 3u}) R, + (.)R;,
3=—25;, S5=S;+ (u +1v,)8;, ‘
S5 = — 8o — (2uy + 30,) S, + (uy + vy —uy —vy)Ss,

Y= 2(uy + 3v,) Sy + (2uy + 4vy — 3uf — 402) S, +()Ss,
d’ou en vertu de (v,62),
KRy = Sy, KRy =S4, KR,=S)—0,S;,
KRY = S5 + 3v,S, — (vz — U,) S;, KRy =S% — 6v,S; + 4(0'2 - v,)Sz + (.)53.
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11 en vient, p étant arbitraire,

K(#R3) = uS;,

K(uR3) = uS; + u'S,,

K(uR3)" = uS5 + 20'Sy + (1" — pv,) Sy,

K(uR3)" = puS5 + 3p/'Sy + 3(1" — pvy) S5 + {1 — 3pu'vy — p(vy — v,)} Sy,

K(uR3)" = Sy + 4'SY + 6(1" — pvy) S5 + 4{p" — 3p'vy, — p(vy — v,)} S5 +
+()S;.

Pour la valeur donnée du paramétre ¢ nous pouvons choisir la fonction u d’une telle

fagon que nous ayons

Il

I

" "

p=1, =0, p=uv,, p"=0v)—vy,

1™ étant choisi de telle fagon que 'on ait
K(uR3) = S5, K(uRs) = S5, K(uR)' = S5, K(uRy)" = S%. K(uRy)" = Sy .
Nous voyons donc que I’homographie K réalise un contact du quatriéme ordre qui
existe entre les courbes duales considérées. Le résultat a été établi moyennant un
choix non-invariant des parameétres, mais cela n’a aucune importance, car ’homo-
graphie K est elle méme invariante.

Gardons encore le choix non-invariante (V,63). D’aprés (V,50) et (V.51) nous
avons

Ay =A4,, Al =A4,, A, =uAg+ud; + A5, A =uA, + u,A4,,

By = By, B} =30,By + B,, By = (u, + 3v,) By + (uy + 2v,) B; + By,

By = voBy + (uy + vy) By + (u; + v,) B, .
donc

It

Ay = Ay, Ag=A4,, Af =uyAd; + ud, + A,
AY = uyAe + (uy + 2uy) Ay + 2u A,
B, = B,, B, =30,B,+ B,,
By = (3vy + uy + 3vy) By + (ug + 50,) By + B;,
By = (3vy + uhy + 3vy + 3uy + v, + 1503 + ve) By +
+ (8vy + uy + 4vy + 2uy) By + 2(u; + 3v,) B,
de sorte que, d’aprés (V,56) on a
KA, = By, KA, = B), KA, =B} — 30,B,,
KAY = By — 50,B) — 3(v} + ) By,
KAy = By — 6v,By — 4205 + v,) By — (3vy + 30} + 3uyv, — 3v3 + v,) By
et pour u arbitraire, on a
K(ud,) = pB,,
K(uAo) = uBy + W'B,,
K(ndo) = uBg + 20'By + (0" — 3v,1) By v
K(udo)" = uBy + 3u'By + (34" — 5v,p) By + {u” + vap’ — 3(vy + v1) p} By,
K(udo)" = puBy' + 4u'By + 6(1" — vop) BG +
+ 4{u" — Sv,p’ — (20, + vy) 1} Bg +
+ {1 — 180" — 12(vh + vy) 1’ — (305 + 30} + 3uv; — 303 + vo) 1} Bq .
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Lhomographie K réalise donc entre les courbes Ay, By: 1) un contact analytique
du second ordre toujours; 2) un contact analytique de troisiéme ordre si et seulement
siv, = 0;3) un contact analytique du quatriéme ordre si et seulement siv, = v, = 0.
Le résultat a été a son tour établi moyennant le choix non-invariant (V,63), ce qui
n’importe pas, car d’aprés (V,53)’équation v, = 0 aussi bien que le systéme d’équations
v; = v, = 0 ont une signification invariante. Le systtme vy = vy = v, = 0 a lui-
aussi une signification invariante; il exprime cependant le fait que K est une homo-
graphie fixe transformant [A,4,A4,] en [BoB,B,] et 4, en B,.

7. En nous servant de la normalisation du quatrieme ordre posons

(v.64) A = Xodo + x14; + A3,
(V,65) B = yoBo + y1B + y2B,,
(V,66) Yo = AooXo + Ao1X1 + Aoz, Vi = AroXe + Aygxy + 112 >
V2 = AxoXo + Aa1Xq + Az,
(V.,67) oo %01 4oz
4= }“10 '111 '112 i
A20 421 A2z

Les variables x,, x, sont ici indépendantes de ¢, cest-a-dire [dx, dx, df] = 0, 1;; sont
des fonctions données de la variable ¢, telles que 4 =+ 0. Si nous avons
(V.68) LAy = AooBo + A10By + 420Bs,
LAy = Ao1Bo + A41By + 4,1B,,
LAy = AoaBo + A12By + 42,B,,
alors

(V,69) Pk =RB.

Si ¢ est fixe, & est une homographie transformant le plan R; dans le plan S;; si ¢
varie, (&) est une correspondance entre deux espaces, composée de oo' homo-
graphies planes . D’aprés (V,50) et (V,51) nous avons
o 2207 24 4
0x¢.0xy Ot

P 0B 0B 0% dr
0x, (’)x1 ot
Donc, ’homographie locale # de la correspondance (&) pour une paire de pomts
en correspondance &/ et %6) est déterminée par les équations

(V,70)

Ayza) .

6) Voir E. Cecn, IlpoextuBHas auddepeHnuanbias reOMETpHs COOTBETCTBHI MEXAY IBYMS
npocrpanctBamyu 1; Yex. mar. xypnain, 2 (77), 1952, 92 —93.
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Hod =B, %%=ﬁ@_lwg,
0x, Ox, 4 0x,
oo _ 0B _1610g(Ay2).%

ox, 0x, 4 0x4
oo _ o8 _10lop(dy)
ot ot 4 ot

B

de sorte que, d’aprés (V,68), on a

1
(V,71) HA, = LA, — -iz—o.%,
4y,
HA = LA, —}Q%,
4y,
llzoxo + Aa1 X4 B .

HA, = LA, +
4 V2

Pour que la part de I’homographie # qui concerne le plan [AoAlAz] soit indépen-

dante de x,, x, , il faut et il suffit que I'on ait

(V’72) Azo = /121 =0

ce qui signifie d’aprés (V,68) que I’image de la droite [AyA,] par ’homographie

& est la droite [BoBl]. Si c’est le cas, nous pouvons supposer

(V’73) Aoz =1,

donc

(V’74) 4 = AooAyy — Aorhio -

Les équations (V,71) se simplifient alors et deviennent

(V,75) HAy =LAy, HA =LA, KA, =ZLA,;
on a en outre

(v,76) " Ay = EBy + EBy + &,B, + wB;,

ou

(V,77) & = Xoh1ow + xy(Ay — 1) @ + 0y, — 3471 d4;

nous n’écrirons pas pour linstant les expressions pour &,, &;. Pour que la part de
’homographie # qui concerne le faisceau de plans ayant [AgA,] pour son axe
soit indépendante de x,, x,, il faut et il suffit que &, soit indépendant de x,, x,,
donc que 'on ait

(v,78) Jio=0, A;=1, donc 4= Ay.
L’homographie (V,68) devient alors
(V,79) P Ao = ooBo

LA = AyyBy + By,
LA, = AgyBy + A13B; + B,
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ce qui signifie que I’image par I’homographie £ du point A, est le point B, et que
des droites du faisceau de centre A, dans le plan [AqA,A,] ou bien chacune ou bien
la droite [AoA,] seule a le méme image par & que par K. Dans I’équation (v.,76)
on a maintenant

(V,80) & = (loo — 1) 0@ + x;{(Ro1 — A12) @ — 5 d log Ao} +
+ ddyy + (Ao + 205) @ + 41,20, — £ dlog Ago)
&, = wh, — fidlog Aoo - 7
Pour que la part de 'homographie # qui concerne I’étoile de centre A, soit indé-
pendante de x,, x4, il faut et il suffit que &, soit indépendant de x,, x,, c’est-a-dire
que l’on ait

(V.81) : Joo = 1, Jor = Aya-
L’homographie (V,79) devient alors
(V.82) PAy =By,

LA, = Ag1By + By,
LA, = A9,By + 40:B; + B,
cela signifie que de tous les points du plan [AyA A,] ou bien le point A, tout seul,
ou bien les points de la droite [AyA;| et eux seuls, ou bien tous les points de ce
plan, ont la méme image par & que par K; ensuite que de toutes les droites du
faisceau de centre A, dans le plan [AgA1A,] ou bien chacune ou bien la droite
[A0A,] seule a la méme image par £ que par K.
1l découle de (V,81) que nous avons dans I’équation (V,76)
(v.83) Eo = = Xoho1@ + Xx,(dho; + 2201w — Ao + 3v,0) +
+ ddga — dor{wy + (uy — 3v,) ®} + 4dg,00 + 30,0,
&y = ddoy + 240100 + (wos + 20;) w0,
¢ = Ao
Pour que I’homographie # soit complétement indépendante de x,, x,, il faut et
il suffit que I'on ait encore

(V’84) Aot =0, Aoz = 3u;3;

(V,82) deviendra alors -

(V,85) LAy =By, LA, =B,, LA, =30,By+B,;
d’apres (V,75), (V,76), (V,83) et (V,84) on aura

(V.86) HAy= LA = By,
HA, = LA, = B,,
HAy = LA, =30,By + By,
wH Ay = 3(dv, + 4v,00 + v,0) By + (50,B; + B3) o .

8. Demandons-nous d’une fagon plus générale quand I’homographie # est
indépendante de x,, c’est-a-dire quelles sont les conditions pour que ’homographie #
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ne change pas, lorsque le point o/ (¢ étant fixe) se déplace suivant une droite (quel-
conque) passant par le point Ay. En vertu de (V,71) il faut d’abord que I'on ait

(v.87) Ay =0.
S’il en est ainsi, nous avons
(v,88) HAy = LAy, HA =LA — 1—_’12‘—93,
4 251x + A3,
1 Ar1X4 )
HA, = LA, + - —271 gz

4 251x1 + 45,
(V.89) wH Ay = EBy + EBy + &By + (Ayx; + 1,,) 0By,

1 . da :
Eo = Xq _"w+g{)loo+dloo+
4\ Ayxy + Ay 4

+ 310wy + vy0) — imw} + ...,

1 /dA,; . da d
& = X, _,_%l__LZ_Z_,_,fi_ Ao + dAy +
4\ Ayxy + Ay A4

+ (’{00 - /111)(,0 + 21100)0} + ..,

& = xo(}qo - Azx)w +o,

ou les termes supprimés sont indépendants de x,. Pour que J# soit indépendante de
X, il faut donc, et il suffit, que les coefficients de x, dans &,, &,, &, s’annulent pour
tout x,, donc avant tout que
dl,; . xq + di,,
Aa1Xy + Azz

soit fonction de t seul, d’ou il résulte 1,, = ¢, ¢, 1,, = ¢,0, ou ¢, ¢, sont constantes
et ¢ = ¢(t) est une fonction arbitraire. La condition cherchée peut donc étre écrite
sous la forme

(V,9O) lio =y =10, Ay =0,
ol ¢4, ¢, sont constantes (qui ne s’annulent pas les deux & la fois), ¢ = ¢(1) étant
une fonction arbitraire; ,
(V,91)  digo — 3(dlog ¢ + dlog 4) Ago — Ay + 3Aj0(w;y + v,0) =0,
di;o — 5(dlog ¢ + dlog 4) A1 + (Ago — Ayy) @ — 2250w = 0.
Pour la correspondance donnée existant entre les courbes duales R; et S; les valeurs 4;;

dépendent donc de quatre fonctions arbitraires d’une variable, dont trois seulement
sont essentielles, car il est possible de supposer p. ex. 4 = 1.
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9. Les homographies (V,85) jouissent, comme nous I'avons trouvé plus haut, de la
propriété que ’homographie locale # de la correspondance (&) entre les espaces
ne dépend pas de x,, x, lorsque t est fixé; ’homographie # correspondante est don-
née par les relations (V,86). Nous allons montrer une construction géométrique des
projectivités (V, 85) et des homographies (V,86).

En vertu de la derniére des équations (V,52) nous pouvons poser

(v,92) dv, + 40,00 = Wo .

Par différentiation extérieure il en vient

(v,93) [dw + 6waw, + 4v,0,0] =0

de sorte que nous aurons

(v,94) dw = — 6we, — 4v,e, .

Posons maintenant . ’

(v,95) K*4, = B,, K*A, =B,, K*4, =B, + 20,B,,

K*A4y = (w + 20,) By + 2v,B; + Bj.
D’apres (V,53), (V,54), (V,55) et (V,94) nous avons §K* = 0, ce qui signifie que
I’homographie K* est invariante. Introduisons de nouveau le choix non-invariant
(V,63). D’aprés (V,92) nous avons maintenant w = v3. Ensuite
(QAO), = 0'Ao + 044,
(QAO)” =0"4o + 20’4, + 04,,
'(QAO),” = (Qm + Quz) Ay + (39” + Q“1) A4, + 30’4, + 045,
(04o)" = (@™ + ...) Ao + (40" + 40'uy + ouy + 20u,) A; + (60" + 20uy) A, +

+ 40’'A5 .

Si nous comparons cela aux expressions pour B, By, Bg, By déduites déja plus tot,
nous trouvons que pour un choix convenable de 9" et pour

e=1, ¢ =0, .Q”—‘—‘Uzs- 0" =205 + v,
nous avons (¢ étant fixe)
K*(edo) = By, K*(eAo) = By, K*(edo)" = By, K*(edo)" = By,
K*(QA())"” - Bg" ,

c’est-a-dire que ’homographie K* réalise un contact analytique du quatriéme ordre
entre les courbes (A,), (B,). A l'aide de (V,56), (V,85) et (V,95) nous trouvons que
le birraport k
(V,96) (Kst, By, K*ot, Lol = %,
ce qui détermine la construction de la projectivité .# a ’aide des homographies K
et K*, .

Considérons ensuite le systtme # = #/(f) d’homographies (V,86). Chacune

d’entre elles transforme le plan [4,4,4,] dans le plan [B,B,B,] (les deux plans
correspondent a la méme valeur du paramétre t) dans la méme homographie que &%
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figurant dans (V,85). La correspondance existant entre les deux espaces est 'enveloppe
du systéme monoparamétrique d’homographies #(t) si et seulement si’)

(v,97) [#X,d# . X]=0

pour tout point X du plan [444,4,]. On a méme, comme le montre un calcul direct
suivant (V,86),

(V,98) d# . Ay =dH# . A, =d# .4, =0.

Cela donne l'interprétation des homographies #.

VI. CLASSE DIFFERENTIELLE DES COURBES
CERCLE OSCULATEUR ET SPHERE OSCULATRICE

Le travail contient les démonstrations des théorémes de I’article paru sous
le méme titre dans Bul. Inst. Pol. din Iasi 5 (9), 1959, 1 —4. Nous supposons
que le Lecteur connait le travail Détermination du type différentiel d’une
courbe de ’espace a deux, trois ou quatre dimensions (Czechosiovak Math.
Journal, 7 (82), 1957, 599 —631) du moins pour n = 3.

1. Dans l’espace euclidien & trois dimensions soit donnée une courbe C : X = X(z).
Son cercle osculateur g(t) est situé dans le plan osculateur T,({), son rayon est ¢ =
= 1/ky; le cercle a pour centre le point

(VL1) m= X + ge,
pour lequel on a d’une fagon évidente

dm do
VI,2 — = —e, + 0e;.
( ) do, do, 27T 0%

Nous définissons la classe différentielle du cercle osculateur comme le nombre
(VL3) cl g(1) = min (cl Ty(1), cl m(2), cl k(7)) .

Dans ce qui va suivre, on déterminera les nombres cl g(s), cl g(a,), cl g(o,) et
max cl g() (le maximum étant pris par rapport a tous les paramétres réguliers 7).
Pour la courbe C, les cas suivants sont possibles (voir Dét., (4-4)—(4-9)):

Le cas A(r), B(r), Cy(r) et Dy(r). On a clk,(s) = cl ky(o;) = r de sorte que
cl m(s) = clm(a;) = r. D’ou cl g(s) = cl g(o;) = r. Supposons que pour un certain
paramétre ¢ nous ayons cl g(f) = r + 1, alors ¢l Ty(tf) = r + 1; en vertu de cl
Ty(0,) = r + 2, il ne résulte cl o) 2 r + letclg(o,) = r + 1, ce qui n’est pas
possible. On a donc max ¢l g(f) = r.

] ) Voir E. Cecn, INpoextusHas auddepeHumanbHas reOMETpUsi COOTBETCTBHI MEXAY ABYMs
npoctpanctBamu 11, § 24, Yex. Mat. xypHan, 2 (77), 1952, 109 —123 et V, § 4, Yex. MaT. KypHan
2 (77), 1952, 167 —188.
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Le cas C,(r) et Dy(r). Soit d’abord cl k,(¢,) = r + 1, Cest-a-dire cldg/do, =
= r et cldm/do, = r. Vu que cl Ty(0,) = r + 2, on a clg(0,) = r + 1. Evidem-
ment clg(s) = r + 1, clg(o,) = r + 1. Tout comme ci-dessus, on montre que
clg(f) £ r + 1 pour tout paramétre ¢, de sorte que cl g(s) = cl g(o,) = max cl g(f) =
= r + 1. Soit ensuite cl ky(a,) = r + 2. Alors on a cl m(0,) = r + 2, ¢l Ty(a,) =
=r + 2, donc clg(a,) = r + 2. De cl Ty(t) £ cl Ty(o,) il résulte max cl g(t) =
=r + 2. Vu que cl T,(s) = cl Ty(o,) = r + 1 on a également cl g(s) = cl g(c,) =
=r+ 1

2. Passons maintenant a I’étude de la classe différentielle des sphéres osculatrices h
de rayon R et de centre p, donc du nombre

(VL4) cl h = min (cl p, cl R) .
Nous avons
dl T 2
(VL,5) R? = g2 |14 (LoBEN)_ 2y (42}
: do, do,
do
VL6 =X + ge, + —e;3,
(VL6) p e, 4o,
dp d?%
V1,7 = +—Se,.
(V.7) do, <Q de?)

Si C est une courbe sphérique, on a bien entendu, cl b = oo. Si C n’est pas sphé-
rique, mais k; = const., nous pouvons supposer sans restreindre la généralité de
nos raisonnements que k; = R = 1 de sorte que
(V],g) 2:(33, delz_ez’ d~€—2~=e3——ie1, (ﬁ.:iez

do, do, do, k, do, k,

et le point p décrit une courbe réguliére (p), qui a I'arc 6, premiére courbure — 1 et
seconde courbure — 1/k,. On a évidemment cl h(a,) = cl p(o,) = cl k,(0,) + 3 =
= r + 3, car pour la courbe (p), C’est le cas Dy(cl ky(0,)) qui se réalise. Pour tout
¢ nous avons, bien entendu, cl h(f) £ cl h(s,), de sorte que max cl h(f) = r + 3.
1l découle de (VL6) que 'on a dp/ds'= ky(s) es, dp/do, = ky(o,)e;, et comme
cl ky(s) = cl ky(oy) = r, nous avons aussi clp(s) =clp(o;) =r + 1, et enfin
clh(s) = cl h(oy) = r + 1.

Passons enfin au cas de k, # const. Pour la courbe (p) nous avons
(VL9) il_’_=<g i%)eh des _ de, — k, dey kg

d doj

= — €3, = €3 €y, = 203
de sorte que la courbe (p) a I’arc et la premiére et la seconde courbure déterminés par
les expressions (toutes les expressions associées a (p) sont marquées par un astérisque):

do, do, k, do, k,

d’ * d”e\™ ky d%\ !

* = +—\do,, ki=—-|0oe+—) , k=——e+—) .
* J(Q d_a%) 2 ! < do? k, doj
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Nous avonc donc

(V1,10) c ki(o,) = cl ky(o;) — 2, cls*(c,) = clky(o,) — 1,
cl Ki(os) = cl i(22) .
k3(a3) ky(a,)

e parameétre o, est manifestement I’arc de I’indicatrice sphérique des tangentes a la
courbe (p), cest-a-dire 65 = 0,.

Soit d’abord cl k,(a,) = 0. Si nous ne considérons pas le cas banal de ¢l k,(g,) =
= o0, nous avons cl ki(c,) = cls*(0,) = o0, clk3(0,) = clky(o,) = r; et puis
¢l R(a,) = oo. Nous avons donc cl ki(s*) = oo, cl k3(s*) = r et pour la courbe (p)
le cas D,(r) a lieu, donc cl p(s*) = r + 3, cl p(t) £ r + 3 pour tout z. Mais on
a cl p(s*) = cl p(s,) = cl h(a,). Ensuite

ds 1 o doy _ ki(as)

Cl _— = Cl =r, —
deo, ky(a3) do, ky(a,)

de sorte que cl p(s) = cl p(o,) = cl h(s) = cl h(ay) = r + 1.

r

3. 1l nous reste donc le cas de ¢l k,(a,) < 0. Soit d’abord
(V1,11) ckyo))=ry 22, ckyo,)zr —1.

Alors nous avons en vertu de (VI,10)

(VL12) ol k¥(ay) = r, — 2  Kiloa) PN
> 10'2)—7‘1 5 C—*—=7'1-1, Cll\z(az)wrl 2
ki(a;)

et puis ¢l R(c,) = ry — 1. Si Cest le cas de

| ki(a,)
VI,13 1
(VL13) & o)

qui a lieu, C’est-a-dire si I'on a (en posant r; = r, 6, = d7)

1\%

r

c kf(oT) = clk3(o}) =r — 2, d Ki(ei) >r,
k3(a7) ~
alors pour la courbe (p) nous avons le cas D,(r — 2). Nous avons donc ¢l p(c7) =
=clp(o,) =r —1 et clh(o,) =r — 1, car cl R(g,) = r — 1. Comme il s’ensuit
de nos hypothéses que nous avons cla,(s) = r, cloy(o;) = r + 1, nous avons aussi
cl h(s) = cl h(c,) = r — 1. Montrons enfin que max cl h(t) = r; il suffit pour cela
de faire voir que cl h(s*) = r. Comme c’est le cas Dy(r — 2) qui a lieu pour (p),
nous avons cl p(s*) = r, nous voyons donc seulement que cI R*(s*) = r.Ona

d(R?) _ d(R%) do, _, do

(VL14) .
ds* do, ds* do,

Comme cls*(g,) =r — 1 et daprés (VL11) aussi cldg(s,)/do, =r — 1, on
acld(R?)/ds* = r —1,c. q. f. d.
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Si (VL11) a lieu et que le cas (VI,13) ne se réalise pas, nous avons
(VL15) _ clko,) =r+1, clky(o,) =r.

Alors en vertu de (VI,10) nous avons

* &
dki(ef)=r—1, ckij(e)=r—1, Z%E:%; =r
et cl R(o,) = r. Pour la courbe (p) nous avons le cas C(r — 1), donc cl p(s*) =
=r+ 1, clp(o,) = r. 1l sen ensuit cl h(o,) = r, et enfin cl h(s) = cl h(o,) = r.
Nous avons cl dg(s,)/da, = r, ¢l s*(c,) = r de sorte que compte tenu de (VI,14),
cld(R?*)/ds* = r et enfin cl h(s*) = max cl h(f) = r + 1. Cela achéve Ilanalyse
du cas (VL11).

4. Considérons le cas ou
(VL16) clky(o,) 2 r+3, ckyo,)=r.
Alors nous avons
(VL17) dki(ef)zr+1, cki(e})=r.

Pour la courbe (p), nous avons ou bien le cas C,(r) si cl ky(o,) = r + 3, ou bien le
cas D,(r) si cl ky(0,) = r + 4. Dans le premier cas, nous avons cl p(a,) = r + 2 et
¢l R(6,) = r + 2; dans le deuxi®me cas, nous avons cl p(c,) = r + 3 et ¢l R(0,) =
= r + 3. Dong, dans le premier cas, cl h(c,) = r + 2, dans le deuxiéme cl h(o,) =
=r + 3. De plus, cls(a,) = cloy(0,) = r + 1, de sorte que dans les deux cas
cl h(s) = cl h(o,) = r + 1. Dans les deux cas, nous avons cl p(s*) = r + 3, dans
le deuxiéme cas, nous avons en outre cl h(s*) = r + 3. Or, dans le premier cas,
cldg/do, = r + 2, cls*(a,) = r + 2, donc, compte tenu de (VI,14), cl d(R?)/ds* =
2= r + 2. Dans les deux cas nous avons enfin max cl h(f) = r + 3.

Reste donc a étudier le cas ou

(VI,18) Cl kl(az) =r + 2, Cl k2(62) =r,
nous avons alors '
®( % *(0 % kT(GT)
(VI>19) cl kl(o'l) =r, c kz(o'l) 2r, CI—;‘—; =r
k3(a})

Pour la courbe (p), C’est le cas A(r) qui a lieu (si ¢l k3(a,) = r), ou bien le cas B(r),
(si cl k3(a,) = r + 1). Dans les deux cas cl p(a,) = r + 1, cl R(a,) = r + 1, donc
clh(o,) =r + 1. Ensuite, nous avons clp(s*)=r+2 cls¥o,)=r+1,
cldg(o,)/do, = r + 1, de sorte que, en vertu de (VL14), on a ¢l R*(s*) = r + 2,
et en somme cl h(s*) = max cl h(t) = r + 2. Ensuite, cl 6,(d;) = r + 1, cl s(ay) =
= r + 2. Dans le cas A(r), on a ¢l p(o,) = cl p(o3) = r + 1, cl h(s,) = cl h(s) =
= r + 1. Dans le cas B(r), on a cl p(o,) = cl p(63) = r + 2; en vertu de I’égalité
cl h(s*) = r + 2 démontrée ci-dessus, nous avons cl o,(s*) = r + 2, donccl R*(a,) =
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2 r + 2etenfin ¢l h(a,) = cl h(s) = r + 2. Comme nous avons cl k,(a,) = r + 2,
la condition cl k3(o,) = r + 1 est équivalente &

. d?
o)z r 1o f(en) = oo ofo) + LU,
doj
Dans Particle publié dans Bull. Inst. Politech. Jasi, il faut écrire f(o,) — mentionné
ci-dessus — au lieu de

(o) = kz(az)[l T o(on) + "2_9%“_2-)]

Pesrome

HEKOTOPLIE PABOTBI 10 JIU®PEPEHLMAJIBHOU
FEOMETPUU

BJAYAPO YEX (Eduard Cech) u AJIOMC IIBELL (Alois Svec), Ilpara

B nacnenctse akagemuka Dnyapaa Yexa Obll HalieH P PYKOITHCEH M Bbi- /
YUCIIEHUH, OTHOCAIIUXCS K nubdepennuanbHoii reomerpui. Bonbiuero yacTbio
OHO COHEPKUT JIMING BBHIYKUCIEHUS 0€3 CBA3YIOMIEr0 TEKCTA WUIM HEMOJIHBIE
¥ HE3aKOHYEHHbIE PaboThl. VI3 OCTaNBbHOM 4acTH, KOTOpas moTpeGoBana 3Ha-
YUTENBHOM CTHIUCTHYECKOM 00paboTku, A. Il Be 1 HOArOTOBUI K myOIuKaLu
INECTh paboT C COOTBETCTBYIOIIMMY DPEe3FOME.

1. IIOJIOChI HA THUIIEPITIOBEPXHOCTAX B A®@®PMHHOM MNPOCTPAHCTBE

Ilycte B ahpUHHOM IPOCTPAHCTBE A, ; JaHA THIEPIOBEPXHOCTL P (I.])‘ Ecnu
ee KacaTeJbHas THNEPIUIOCKOCTh uMeeT Bui (I.4) H ecim 06pa3soBaTh BHIPAXCHHS
(L6), (19), To xosextop (I.12) u BexTOp X, ompenenennbii ypasnermamu (L.15),
O6ynyT maBapuadTHbI. IIycTh 3HaK ¢ JaH ypaBHEHHEM (I.ll); IOTIYCTUM, 4TO & = 1
IU1S1 YETHOTO M.

Ilycte B A,,; AaHbl [Be rurnepnoBepxHoctd P, P’, mMeromue obuiee (n - l)-
MepHOe MHoroobpasue Q. Ilycte Q — acHMOTOTHYECKH Heocob6oe MHOroobGpasme
Ha P, T.e. opma 1 . d*x sBusercs Ha Q HeocoGoii. CrpaBenmBo yTBepXKICHHE:
I'uneproBepxHocTH P v P’ uMeoT BAoib ( CONPUKOCHOBEHHe BTOpOro (COOTB. .
TpeTbero) MOps/Ka, €CIM W TONbKO ecid & = ¢, { = {’ (cootB. e =¢, { =,
X = X’) Boons Q. B obmeM ciyyae JOCTATOYHO IJIA CONPHKOCHOBEHHUS TPETHETO
nopska TPeaIoJIOKHUTh JHmb & = &, X = X'. Jlanee XapaxTepu3yeTcs CIydah,
Korja IoCiieiHee YTBEPXKACHHE He MIMEeT MecTa, U MCCIeQyeTcs KacaHWe BIOJb
ACHMIITOTHYECKH 0cO6OT0 MHOTroob6pasms Q.
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1I. KBAAPUKU JIX JJ11 IOBEPXHOCTU

B S;, COOTBETCTBEHHO B S, HaHBI NOBEPXHOCTH (), (), HAXOAALMECS B ACHMIITO-
THYeckoM cooTBeTCTBHM C. ['eoMeTpUYeCKH ONpeeseTcsl eQMHCTBEHHAs KacaTellb-
Has koJutiHeanus K : S; — S5, xoTOopasi — B NPEANOIOKEHUH (11.9) — omnpenenseT-
csi cootnowenusvu (I1.10). Ecnu nosepxHocTs () siBisieTcsl Ayau3aiueil moBepx-
HoCTH (X), TO 3Ta KOJUIMHEAUMsl CTAHOBHUTCS IOJSPUTETOM OTHOCHTEIBHO KBa-
puxu JIn.

III. CIIEIUAJIBHOE ITPOEKTUBHOE WM3TMBAHUE
AHT'OJIOHOMHBIX IMOBEPXHOCTEN

Jloka3bIBa€TCsl HECYLLECTBOBaHUE COOTBETCTBUSL C MEXAY ABYMS TPEXMEPHBIMH
TIPOEKTUBHBIMU NIPOCTPAaHCTBAMU S; M S3 ciexyioulero Tuma: st Kaxaoi mapsl
COOTBETCTBYIOIIMX APYr APYTYy ToueK A u A’ MOXHO HaiTH KacaTeNbHYIO KOJLIH-
Heauuio K : S; — S5 coorBerctBuss C Tak, 4TO B nyuyke A CyHIECTBYET IJIOCKOCTh
® C TEM CBOMCTBOM, YTO KaxxJasi ImpsiMasi, Ipoxoasuias yepe3 TOUKy A U jexaiuas
B «, sABiseTcsa K-rinaBHoOi nmpsiMoit M uTo K-nMHeapu3yrolias npsMas Kaxaou apy-
roii mpsiMoi, NpoxoAsiLe yepe3 TOUKy A JIEKUT B o; COOTBETCTBUE A — o 0Opasyer
B S3; aHTOJIOHOMHYIO NTOBEPXHOCTb.

V. TIIPOEKTUBHOE M3T'MBAHMWE IMAPABOJMYECKMX KOHI'PYOHLIMMNA,
OBJIAJJAIOIIMX HATIPABJISIOIEN KPHUBOM

IMycts L — mnapabosuyeckasi NPSMOJHMHENHHAs] KOHTPYIHLUMS C HalpaBJsEOLIEi
KPHBOIi B IPOEKTUBHOM IIPOCTPAHCTBE S, SBISIOLIASCS TAaKUM 00Pa3oM CUCTEMO
00! CBA30K MPAMBIX (4, E) c uentpom A 1 mnockoctsio E. ITycTs MBI AMeeM, TOMHMO
KOHIPYIHUMH L, NajpbHEHIYI0 KOHI'PYIHLMIO L'; MycTh 3T JABE KOHIPY3HIMU CBS-
3aHbl MPoeKTUBHBIM n3rnbanuem T (T COMOCTABISAET KaXIOMy JIydy KOHIPYSHLHH
L nyu xourpysuuuu L’). UsruGannem T MHAYUMPYETCS HEKOTOPOE COOTBETCTBHE
! MeX[y CBSI3KAMH, OGPa3yIOLUMMHE ITH JIBE KOHIPYIHUUM (JIyd4d COOTBETCTBEHHBIX
CBS30K HAaxXOJATCSI B IPOEKTHBHOM codTBeTCTBnn), a, CJIeIOBATENIbHO, U MEXIy
xpusbiMiu (A) 1 (A’). IlycTs, HA060POT, HAHBI ABe KOHrpyHUUU Lu L' 1 HeKkoTopoe
COOTBeTCTBHE ¢ MexXAy KpuBbiMi (A4), (4’); Bo3HMKaeT BONIPOC, MOXHO JIM HalJe-
KaIUM TOJ00POM NMPOEKTHBHBIX COOTBETCTBUI MEXIY COOTBETCTBEHHBIMH CBSI3-
xamu (A, E), (4, E’) = (tA, tE) paclunpuTh { Ha NPOEKTUBHOE u3rnGanue T KOH-
rpysHumii Lu L.

1. Hccmenyem mpexe Beero ciydaii, korna (A) He sisisiercs npsiMont, (E) He siB-
JIAeTCs CBA3KOM MUIOCKOCTEl, a TiockocT E — KacaTesbHble (HO He COPIIMKAacaro-
umecx) IIOCKOCTH KPUBOH (A) Torma kax1oe COOTBETCTBUE ! MOXHO PacIUUPHUTh
Ha MPOEKTHBHOE M3rubaHue, IPUYEM IIPOEKTUBHOE COOTBETCTBHE MEXIY TPAMBIMU
COOTBETCTBEHHBIX CBsi30K (A, E), (A’, E') momumHsieTcs JMIUb TOMY YCIOBHIO,
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4TOOBI APYr APYry COOTBETCTBOBANM TONBKO KacaTenbHble K KpuBbiM (A), (4°)
¥ XapaKTePUCTHKM cicTeM mtockocteii (E), (E”). Juist kaoi napbl COOTBETCTBEHHBIX
HPSIMBIX CYLIECTBYET 00! CONPUKACAIOLIUXCS KOJIIMHEAIIHIL.

Pemenne 6yaer Gojiee CIIOKHBIM, €C/IM MOTPEOOBAThL, YTOOLI s KaXIOH Taphl
COOTBETCTBEHHBIX CBsi30K (4, E), (A’, E’) cyluecTBOBaNa OiHA €MHCTBEHHAS KOJIIH-
Heauus H, sABIsrolasics A BCEX MAp COOTBETCTBEHHBIX MPAMBIX 3THX CBA30K
compukacarouleiics KosuimHeanueii. B aToM ciyvae st JaHHOR KpuBOi (A) MOXHO
HaiTH — co cBoOOmOil BbIOOpa ABYX (QYHKIWHA OJHOTO NMEPEMEHHOTO — KPUBYIO
(A") 1 cooTBeTCTBYE ! MEXIY HUMHM, NOMyCKaKOlee PAcLIMPeHHe TpebyeMoro posa.
Ecnu BeI6paTh f cornacHo TpeGoBaHusM, To T 3aBUCHT €llIe OT OJHOTO MOCTOAHHOTO.
I'eomeTpuueckass xapaKTepu3aums TAKHX ! COCTOMT B TOM, YTO COMPHKACAIOIIASACS
KOJUIMHeanyuss H ocyllecTBiseT aHaJUTHYECKOe KaCaHHE HE TOJIBKO COOTBETCTBHIA
A—> A,E—> E' Houoa - a', B—> B’,rae o — COnpHKacaroiasics MIOCKOCTb KPUBOH
(A), a Touka B NEXUT B IBOWCTBEHHOM MPOCTPAHCTBE, MPOXOISINEM YEPE3 COTPH-
KacCaroUyrocs TUIOCKOCTh KPUBOH (E)

AHAJIOTHYHO HCCICOYIOTCS M CJIy4ad COBNAJECHMS KOJUIMHCAIIUI, OCYLIECTBIISIO-
ILAX TOYEYHOE M MJIOCKOCTHOE M3THOaHWe 3TUX IBYX KOHTPYIHLUM, C compukacaro-
11eicst KoJuTHHeauen.

2. PaccmoTpuM nalniee ciyvaif, xorga (A) He sIBJIsieTcs IpsIMOM, HO (E) obpaso-
BaHa ee COlpHUKacarolMMHCs MiiockocTssMu. Hanbosiee obliuee MIPOEKTHBHOE H3TrH-
GaHue KOHIPYIHIUM 3TOro THIA MBI MOJIYYUM TaK, YTO MCXOJs M3 IBYX NPOHM3BOJIb-
HBIX KpUBBIX (A), (A’), CBS3aHHBIX COOTBETCTBHEM f, MbI IIOCTABMM B NPOEKTUBHOE
COOTBETCTBME JIy4l KOHTPYIHLMH, JIe)KalHe B COOTBETCTBEHHBIX CONPUKACAFOLIUXCS
TLIOCKOCTSIX ; 3TO MPOEKTUBHOE COOTBETCTBUE TOJDKHO MEPEBECTH KACATEJIbHYIO K KPH-
BOWM (A) B KacaTeJIbHYIO K KpUBOH (A’). st ka0l napbl COOTBETCTBEHHBIX IIPSAMbIX
CYIIECTBYeT 00! compuKacaroluxcsl KOJIHHEAHH.

3. B ciyuae, koraa (A) — npsivasi, Wwis TaHHOTO cooTBeTCTBHs ¢ Mexy (A), (A7)
B SBHOM BHJE HalmeHo paciuupenue T, siBJstroLieecst MPOeKTUBHBIM M3rubaHueM
KOHTpy3Humit L, L'. JIas KaXX[aoW Mapbl COOTBETCTBEHHBIX MPAMBIX CYLICCTBYET oo’
conpuKacaroLuxcs KosuiHeannid. Heo6xoaumoe U D0OCTATOYHOE YCIOBME [l TOTO,
4TOOBI CYINECTBOBAJIA KOJUIMHEALUS, SBJISFOILASACS CONPUKACAIOUISACA OHOBPEMEH-
HO [JIsi BCeX MpPSMBIX JIBYX COOTBETCTBEHHBIX CBSA30K, MMEET BHI: CyMMa Mpo-
E€KTHBHBIX JIMHEWHBIX 3JIEMEHTOB COOTBeTCTBUI A — A’, E — E’ paBHa HyJIO.

*

V. TTIPOEKTUBHASI HOPMAJIM3ALIMA COOTBETCTBUA MEXAY JIBYMSA
TNTPOCTPAHCTBEHHBIMU JIBOVICTBEHHBIMU KPUBLIMU

IlycTh B MPOEKTMBHOM TPEXMEPHOM NPOCTpaHcTBe Pj, cooTB. P;, nmama nBoii-
CTBeHHas KpuBas y, COOTB. 7; TIOZ NBOMCTBEHHOM KPHUBOM MBI MOAPA3yMEBAEM OJHO-
NMapaMeTPHYECKOE CEMEHCTBO MIOCKOCTEH. ITyCTh 3T 1B KpHBBIE CBSI3aHBI COOT-
erctBueM C. C 06erMH KPUBBIMHA MOXHO COCIHMHMUTBL PEnephbl TakK, YTO €CJIA y 00-
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pa3oBaHa CONPUKACAFOLIMMHUCS MJIOCKOCTIMM R; kpuBoit (A4,) (aHamoruuso u s
7), To cnpasemnusbl ypasuerust (V.50), (V.51), (V.60), (V.61) nocae BbimonHeHus
HOpMaJu3aluy yeTBepToro nopsaka. Komneauus (V.62) ocywecTBisileT aHaIUTH-
YeCKoe KacaHWe 4YeTBepTOro mopsiika Mexay kpusbiMu y(Rs) # 9(S;), a mexny
KPUBBIMM (AO), (BO) — aHaJIMTHYECKOE KacaHHWe BTOPOro Mopsika, B ciiyyae xe v, = 0
(cootB. vy = v, = 0) — aHaNNTHYECKOE KACAHHE TPEThero (COOTB. YETBEPTOrO)
TOpsiIKa.

CoOTBeTCTBHE MeXy My MBI pacliupuM Ha cootseTcTare (L) Mexmy mpocTpan-
crBamu Py u Pj Tak, 4To MeXIy KaXmoil Mapoil COOTBETCTBEHHBIX IJIOCKOCTEH
R;, R3 mbl BEIGepeM koumuHeanuto . (V.68). JlokanbHas KoJLUIHHEAUus: S COOT-
BetcTBUs (L) Uist mapbl cooTBeTcTBeHHBbIX Touek (V.64), (V.65) umeer Bun (V.71).
Jl1st TOTO, 4TOGHI Ta YACTb KOJUIMHEALHH #, KOTOpast OTHOCHTCS () K colpuKaca-
folelicst IIockocT KpuBoii (4,), (B) k cBsI3Ke IIOCKOCTEH ¢ OChIO B KacaTelbHOMN K
KpHBO# (A,), (7) K TOpCY € LEHTPOM B A, Oblia HE3aBUCHMOIi OT IOJIOKEHHS TOUKH
A, Heob6XomuMo u ocTaTouHo, (o) YTOGBI 06pa3oM KacaTelbHON K KpuBOi (Ag)
B ¢ 6blna KacaTenbHas kK kpusoit (By), (B) urobsr Gbito LA, = B,  4TOGHI U3
CBSI3KHM IIPSIMBIX (Ao, R3) umena npu £ ToT ke obpa3, kak ¥ npu K, unm xaxzaas
npsiMas UJIK TOJIBKO KacaTesIbHasi K KpUBOH (A o) (y) 9T0OBI U3 BCEX TOYEK MIIOCKOCTH
R; uMena npu % ToT %e ob6pa3 kak u npu K, WM TONbKO OfHA Touka A, Wiu
Kaxpjasi Touka U3 R,, masee, 4TOOBI U3 BCEX NMPSAMBIX CBS3KH (Ao, R3) umena npu £
TOT e 06pas, kak u npu K, WK Kaxxaas IpsiMasi WIK TOJIbKO KacaTenbHas K (A,).

Ecin ke Best # He 3aBuCHT 0T A, To noutyuaeM (V.85) u (V.86). Iycts K* — xosuiu-
Healus, OCYIUECTBJISIONIAs] aHAJMTUYECKOE KacaHHE YeTBEPTOro MOpsKa KPUBBIX
(Ao), (Bo); Torma xosuHeauutro ¥ Mbl NOCTPOMM IIPH TOMOIUM COOTHOLICHHS
(V.96). Cootserctue (L) sBisieTcst ornGaroleii 0HOMApaMETPHIECKOTo CeMercTBa
(##) coOTBeTCTBYIOLINX JTOKATLHBIX KOJUTHHEALHI.

*

VI. JU®PEPEHIIMAJIEHBIN KJIACC KPUBBIX.
COITPUKACAIOUMIASICA OKPYIXXHOCTh U COIMPUKACAIOIMIASICA COEPA

Pa6oTa CONEPUT OKA3aTelbCTBO YTBEPXK/ICHWA W3 OTHOMMEHHOM CTATBH
B Bul. Inst. Pol. din Jasi, 5 (9) 1959, 1 —4. Ha cTpaHuIe 2 Hy>XHO YHTaTh

f(02) = ka(o2) l:g(az) ;4 0(02)]

d 2
BMECTO

f(e2) = ka(o) [1 +o(os) + Q(Gz)]

22 ’ .



		webmaster@dml.cz
	2020-07-02T19:06:56+0200
	CZ
	DML-CZ attests to the accuracy and integrity of this document




