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Чехословацкий математический журнал, т. 13 (88) 1963, Прага 

REIHEN FUR MAC-ROBERTSCHE UND WHITTAKERSCHE 
FUNKTIONEN 

F. M. RAGAB, Cairo (U.A.R.) 

(Eingegangen am 8. April 1961) 

In der Arbeit werden einige Formeln aus der Theorie der Mac-Robertschen 
£•-Funktionen und Whittakerschen Funktionen ^\^jn(^) abgeleitet. Das 
Hauptergebnis ist in der Formel (8) enthalten, aus der noch Summen (9) 
bis (12) von einiger Reihen abgeleitet werden. 

1. VORWORT 

In den Arbeiten [1], [2], [3] wurden schon einige Reihen von Produkten der 
Mac-Robertschen E-Funktionen angegeben. Bezüglich der Definitionen und Eigen
schaften dieser E-Funktionen wird auf [4], Seite 352 — 358, verwiesen. 

Die betreffende Funktion E ist in dieser Behandlung durch die folgende Beziehung 
definiert: 

E P ' ^ •' ^ ' ""''' "1 = m \r{y - a) П r{Q„ - a i " ' x f V " ^1 - Я ) - - ^ cU x 

q r*l p f*co 

о 

I 0 

(Bemerkung der Redaktion.) 

Weitere Reihen von diesem Typ befinden sich in § 3 der vorliegenden Arbeit. 
Eine Hilfsformel wird in § 2 bewiesen werden. Sie ist von demselben Typ wie die 
in [5] und [6] angegebenen Formeln. In § 4 werden zwei Reihen für die Whitta-
kersche Funktion W^^J^z) abgeleitet. Diese Funktion kann als E-Funktion mittels 
der Formel 

(1) E{a, ß::z) = Г(а) r{ß) z«^^''-i>.^^W',(i_,_,,,,,,_.)(z) 
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ausgedrückt werden. Für p й q kann die E-Funktion durch 

(2) E(p;oc.:,;..:z) = ^ l ? ^ 4 : ^ ^ h ' - - - ^ ^ 
definiert werden. 

Diese Formel gut auch, wenn p — q + l, und wird im Folgenden für diesen Fall 
benutzt (^Bemerkung der Redaktion). 

In den Beweisen werden die folgenden Formeln benötigt: 

Wenn R{Qq+i) > R{oCp+i) > 0, so gilt nach [4], S. 395: 

(3) I À'^'-'-'il - хУ'^-^-^р-^-' E{p; а, : q\ Q, : zjX) dX = 

= r(^q + i ~ ofp+i) Kv + Ua.'.q + 1; Qs'-z) -

Wenn jR(â ,+ i) > 0, so gilt nach [4], S. 394: 
/«00 

(4) e->•X'^'*^-' E{p; a, : q; ßs • z/A) d l = Е(р + 1; а, : ^; e. : z ) . 

(Siehe [7], S. 86); 

(5) 2F1 
a,ß; z 

L« + i? - У 
гРг 

(X, ß;z 

a + ß + i 

p Г 2a,2ß,oi +ß;z 1 

' ' [2а + 2i? - 1, а + |ß + i J 

Wenn [arg z\ < n, so gilt nach [4], S. 374: 

(6) E{p; a,:q;Q,:z) = ~-
2ni 

r(c) пд«.-с) 
r = l • z 4 c , 

wobei das Integral längs der f/-Achse genommen wird, nötigenfalls jedoch mit 
Schleifen, um zu erreichen, dass der Pol im Ursprung links und alle anderen Pole in 
den Punkten a^, ..., â , rechts von dem Integrationsweg liegen. Die ganzen Zahlen ^ 0 
sind als Werte für die Parameter ausgeschlossen. 

Für p < ^ + 1 ist der Integrationsweg an den Enden nach links gebogen. Für 
p ^ q + 1 gilt die Formel für |arg z\ < ^{p — q + 1) n. Wegen (2) und (5) bekommt 
man 

(7) 
y + ß - u l<^ + ß + u 

n^r{a)r{ß) Г 2a, 2jß, а + i? : z 1 
I) l2oc + 2ß-l,a + ß + ^\' r{a + l)r{ß+l) 
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2. INTEGRATION EINER Я-FUNKTION NACH IHREN PARAMETERN 

Es ist zu beweisen, dass 

(8) 
1 mc) r(a - 0 r{ß - 0 _^,r a,ß,p;a,-C:z 

27t/J r (a + / ? - i - 0 U +ß + ^,q;Q,-i: 

- 71* r(«) r{ß) 

dC 

2a, 2/?, a + ^, ai, ..., â , : z 

r ( a + I) r(i? + I) L2of + 2̂ 5 - 1, a + /? + f, ^i , ..., ^ J 

gilt. Hierin ist p ^ q, |arg z\ < ^(p - q + 2) n, 

^{Qn - «n) > 0{n = 1, 2, ..., (7) , i^(a„) > 0(n = ^ + 1, ..., /?) , R{a) > 0 . 

Der Integrationsweg ist wie in (6) nötigenfalls mit Schleifen zu wählen, um zu sichern, 
dass a und ß rechts von dem Integrationswege liegen. 

Beweis von (8). Mit (З) und (4) erhält man, dass die linke Seite von (8) gleich 

x,ß:zl{X, . . . A J 

(X -{- ß + Г'] dC 

ist. 
Hier wird die Reihenfolge der Integrationen in der Weise vertauscht, dass das erste 

Integral an das Ende gesetzt wird; dann erhalten wir 
f q л-! q rl p (*co 

ППе„-«„) и \ С (i - КУ"-'"-'dx„ П ' 
( n = l J n = l J o n = q+ljQ 

Wegen (6) lässt sich das Integral 

r ( a + ) S - i - C ) V ^ i . . . l 
dC 

_1^ 

2nj 
n o Д « - 0 ni? - с) / z dC 

durch 
^Гсс, ß : гЦА, ... Щ 

ersetzen. Daher wird der zu untersuchende Ausdruck gleich 

[n=l J "=1 Jo n=q+l J 0 
dA„ 

x,ß:zl{X, ...X;)-]^[a,ß:zl{X, ... A j 
1̂  
2 « + / ^ - 1 J L a + )8 + 
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Vermöge (7) erhält man daraus weiter 

(а + з) Д р + 2) 1"=1 J "=1 Г(о 
С - ^ ( 1 ~ я „ ) ^ — - Ч я „ . 

n=V+iJo [20^ + 2 ) 5 - 1, а + jS + y 

Durch die Anwendung von (3) und (4) ergibt sich das zu beweisende Resultat (8). 
Die Einschränkungen über die Q können ausser Betracht gelassen werden, weil die 

Integrationswege von 0 bis 1 können durch Integrationswege, welche bei 0 anfangen, 
die Stelle 1 umlaufen und dann nach 0 zurückkehren, ersetzt werden. 

3. REIHEN VON PRODUKTEN VON £'-FUNKTIONEN 

Es erweist sich, dass (8) für das Summieren der folgenden Reihen verwendet 
werden kann: 

(9) 
г=о ri (y; г) L. ^ 

ß Л- r, y -{- r : z' 

+ ß + r 

a + r, 
a 

, ß + r, y + r : z~] 

n^ r{a)r{ß) r{y) 2a, 2ß, a + ß,y :z 

r ( a + I) r{ß + 1) [loc + 2ß - 1, oi + ß + \ 

wobei |arg z\ < | я , R(a) > 0, R{y) > 0. 
(10) 

a + r, ß + 

a 

r^/ о . ^Гос -{- r, ß + r, (X -^ ß - ^ -]- r : zl 
E(a + r, ß + r::z) E\ ' ^ "̂  ^ 

L а + Д + 1 + r J 7Г* r(a) r(ß)r{a + ß-^^[2a, 2ß, oi + ß, a + ß - ^ : z 

r = o r! (a + Д - | ; r) 
:ЛГ(« + / ? - | ) ^ Г 2 о 

Г(а + I) r(i? + I) L 2a + 2|S - 1, a + iS + I J ' 

wobei |arg z\ < | л , R(a) > 0, J?(a + jS) > | ; 

(11) 

a + /? - I + r 
2a, lß,a-{- ß : z 

z — ^ 
rto r! (a + i? ̂ 4 ' 

7r^r(a)r( ig)r(a + î  + f) ^ 

£(a + r, j5 + r : : z) = 

la Л- Iß - \ y r ( a + \) r{ß + I) 

wobei |arg z\ < | я , К(а) > О, R{oc + ß) > - \ . 

Beweis von (9). Nach (6) ersetze man die ^-Funktionen in der linken Seite von 
(9) durch Integrale, wodurch man 

CO - 2 r 1 Ç 

r=orl{y;r) 2ni J 

1 fr(C) r (a + r - C) r{ß + r - C) r{y + r - C) 

Г{а + ß - \ + r - 0 
z^C. 

2ni 

Tii)ri^+ r - i)r{ß + r - i)r{y + r - i) ^, ^^ 

r ( a + iß + I + r - 0 
erhält. 
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Jetzt ersetze man С bzw. С durch С + ^ bzw. ^ + r und vertausche die Reihenfolge 
der Integration und Summation. Dann erhält man 

Ini 

T(0 rja - 0 r(ß ~ 0 r{y - 0 _, 

J-' z S f i •n ci^ 
27t/ J r ( a + jß + I - ^) 

Durch die Anwendung des Gausschen Satzes summiert man die 2F1 und erhält 

2niJ r{a + ß~^-C) 

Га, /?, 7 - С : ^ 1 

Das Resultat folgt jetzt aus (8) mit p = 1, ^ = 0. Es sei bemerkt, dass (9) für y 
= a + j5 - I in (10), für y = a + /? + I in (11) übergeht. 

4. REIHEN FÜR WHITTAKERSCHE FUNKTIONEN 

Wegen (l) und (10) bekommt man, dass 

(12) 
r = o r ! ( a - f ^ - | ; r ) 

Га + r, /? + r, а + i? - f f r : z' 
а + i5 + I + r 

r ( a + | ) r ( i5 + i) 

wobei |argz| < | я , jR(a) > 0, Я(а + Д) > | . 

Ähnlicherweise, aus (11) und (1) folgt 

V {^ir){ß;r) 

'2a, 2ß,ix + ß, а -b ß -

2oc + 2ß - и (X -b ß Л1 

(13) ^ '^^(l-oc-ß)-r,4^(ß-a){^) -
r = o r! (a + ^ + f ; r) 

Га + r, i? + r, а + /? 4- I + г : z1 
L a + ß-l-hr J " 

~ r ( a + | ) r ( iS + | ) ' 

wobei |arg z| < | я , jR(a) > 0, JR(a + ß) > - ~ . 

*2a, 2)5, (X + ß : z' 

2oi + 2ß - 1 
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Резюме 

РЯДЫ ФУНКЦИЙ МАК-РОБЕРТА И УИТТЭКЕРА 

Ф. М. РАГАБ (F. М. Ragab), Каиро (Y.A. Р.) 

Доказывается, что функция Мак-Роберта Е, определенная соотношением 

^ Га, ^ : р, а,; zl ^ ^^^^ f ^̂  _ ^^^ ^^^^ _ О " ' ^ Ç\.-,^^ _ ^^,_.., ^^ ^ 

L y\(l'.Qs Л I " = 1 j Jo 

n = l J o в=в+1 

X I е -^ - 'Г - ' [1 + A l i . . . y z ] - ' ' d A 

О 

удовлетворяет соотношению (8), которое и является главным результатом 
работы. При ПОМОШ.И этого соотношения далее выводятся соотношения (9) — (12) 
для функции Е и для функций Уиттэкера Wf,„lz), 
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