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YexocaoBankuii MaTematudecknii xypnaia, T. 13 (88) 1963, Ilpara

LES FORMULES DE FRENET POUR LA GEODESIQUE
DANS LA MECANIQUE DE MINKOWSKI

FRANTISEK NOZICKA, Praha
(Regu le 24 avril 1961)

Dans le présent article on déduit les formules de Frenet pour la géodésique
dans la mécanique de Minkowski. Les fonctions scalaires (désignées par les
symboles P, Q, R) qui figurent dans ces formules représentent, au sens
décrit dans le travail, le syst¢tme complet d’invariants différentiels de la
géodésique; c’est-a-dire invariants par rapport aux transformations géné-
rales de Lorentz. A ’aide des équations de Frenet déduites, on donne ensuite
la classification fondamentale des géodésiques dans ’espace de Minkowski
et de simples caractéristiques des classes correspondantes.

1. REMARQUES PRELIMINAIRES

Soient {x, y, z, t}, {*x, *y, *z, *1} deux systémes spatiotemporels & origine com-
mune, et supposons que les systémes spatiaux (inertiels) correspondants {x, y, z} et
{*x, *y, *z} sont en mouvement, I'un par rapport & 'autre, avec une vitesse constan-
te v ol 0 < v < ¢ (c étant la vitesse de la lumiére), dans la direction positive de I’axe

0 0
des x dans {x, y, z}; Paxe des *x coincide avec I’axe des x; les axes y et *y ainsi que z
et *z étant paralléles. Alors les coordonnées spatio-temporelles d’'un méme ,,événe-

ment* dans les systémes {x, y, z, t} et {¥x, *y, *z, *1} sont liées par les relations

(1,1), *x = R(x — o),  x=R(*x + v*1),
0 0
y=y, y=y*,
¥z =z, z = z¥,

*t = R(t — xv/c?), t = R(*t + *xv/c?)
0 0

ou

(1,1), R = (1 — v?*/c?)~Y2,
o
Les relations (1,1) représentent la transformation spéciale de Lorentz bien connue.
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Les transformations dites générales (ou encore spatiales) de Lorentz sont les trans-
formations linéaires

(11). X = y10aX + V12V + 7132,
*y = 921X + V227 + V237,
*z = 931X + 9327 + 332,
*t =1
avec la matrice orthogonale
!IY11 Y12 Y13
Y21 V22 V23
1731 V32 ?33'
ou
(L1), X =x — Rogt + (R — 1) (0,/v%) (vyx + 0,0 + v32),
0 o 0 o 0 0
J =y = Rogt + (R = 1) (02/0%) (vyx + v2y + 032),
0 00" o 0 0
Z =

z — Rogt + (R — 1) (v3/0%) (v;x + v,y + v;2),
0 00’ 0o 0 0

Il

R[t — (v3x + vy + v3z) ¢7?],
0 0 0

les systémes {x, y, z, t} et {*x, *y, *z, *t} ont une origine commune et le mouvement

rectiligne uniforme du systéme {x, y, z, t} par rapport au systéme {*x, *y, *z, *r}

est déterminé par le vecteur de la vitesse constante v(vy, v,, v3) de grandeur |v| dans
00 0 O 0

le systéme original {x, y, z}; le nombre R a le sens précisé en (1,1),. Le passage des
coordonnées barrées aux coordonnées étoilées dans (1,1), signific une transformation
orthogonale des axes spatiaux.

Soient x(1), y(t), z(¢) trois fonctions réelles définies pour te{t;, 1,), ou t a la
signification du temps dans le systéme {x, y, z, t}. Dans la suite, nous supposerons
que ces fonctions soient au moins deux fois continiment dérivables dans 'intervalle
considéré et que I’on ait pour tout t € {t,, t,)

() =<
+ (=) < 2.
dr

2 _ gf 2 d_y 2
(12 °= <dt> * (dt)
(1,3) x=x(t), y=y(1), z=1z201), telty, ),

Dans ces conditions, soient

les équations décrivant le mouvement d’une particule matérielle de masse de repos u
dans le systeme spatio-temporel original {x, y, z, t}. Les équations (1,3) sont donc
les équations de la géodésique correspondant a la particule considérée dans le systéme

{x,y,z,1}.
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Définition 1. La grandeur (¢) définie par

t

(1.4) (i) = J (1= o) 2dt, (telt, 1)),
t1

s’appelle ,,temps propre’ de la particule considérée.

On sait bien que () est invariant par rapport aux transformations générales de Lo-
rentz (1,1),, 4.")

11 est ais¢ de montrer que, sous les hypotheéses précitées sur les fonctions x(t), y(t),
z(f) de (1,3), la géodésique décrite par (1,3) dans {x, y, z, t} peut étre rapportée au
paramétre t(f) de (1,4), c’est-a-dire que la géodésique (1,3) peut étre décrite dans
{x, y, z, t} par les équations

(1,5) x=x(1), y=y71), z=1z2(0), t=17),

ou nous prenons 7 € <0, 7,), 7o=1(1,). Du point de vue géométrique, les équations
(1,5) peuvent évidemment &tre prises pour une description paramétrique d’une courbe
régulicre dans I’espace linéaire a quatre dimensions de coordonnées x, y, z, t; dans
la suite nous dénoterons cet espace par L(x, Y, 2, t).

Théoréme 1. Pour la géodésique décrite par (1,5) on a

; 2 2 2 2

(1,6) LA [ A YA AN ey
dr ¢ | \dr dr dt

Cela découle immédiatement de (1,4) et (1,2).

Définition 2. Soit x > 0 la masse de repos d’une particule matériclle dans
L(x, y, z, 1), la géodésique correspondante dans L(x, y, z, t) étant décrite par les
équations (1,5). Le vecteur dans L(x, y, z, 1), de composantes

d?x d? d?z d?t
(L.7) X=po, Y=p-2, Z=p"—, T=p—
dr? dr? 2 dz?
sera appelé vecteur-force de Minkowski agissant sur la particule matérielle a laquelle
correspond la géodésique (1,5).

Nous alions signaler deux propriétés du vecteur-force de Minkowski dont nous

nous servirons plus tard.

Théoréme 2. Lorsque nous passons du systéme {x, y, z, t} au systéme {*x, *y, *z,
*t}, les composantes (1,7) du vecteur-force de Minkowski défini le long de la géodé-
sique (1,5) se transforment tout comme des coordonnées; c’est-d-dire que *X,*Y,
*Z, *T sont liées a X, Y, Z, T par des rclations du type (1,1),, d ot R a la significa-
tion précisée dans (1,1),.

1y Dit d’une fagon plus précise: la grandeur 7(¢) dans (1,4) et la grandeur

*t
*7(*1) =f (1 — A2 a%

*t,

pour la méme géodésique dans L(x, y, z, t) sont égales.
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Théoréme 3. Aux points de la géodésique, le vecteur de Minkowski vérifie la
relation
d d iz dt
(1,9) xEp v zE o erfoo.
dr dt dt dt

Les théoremes 2 et 3 étant bien connus, nous n’en donnons pas la démonstration ici.

Pour terminer ce paragraphe introductif, signalons encore que la grandeur

(1,10) m=——Ft_ 73

V(= v%e?)
est appelée masse inertiale d’une particule matérielle dans L(x, y, z, t) de masse de
repos u; la géodésique correspondant a cette particule sera décrite dans L(x, y, z, 1)
par (1,3). Avec ces notations les trois premiéres des relations (1,7) deviennent

(1,11), 4 md—)c =X, 4 md~'K =Y, d mE =Z,
dt dt dt dt dt dt

ou X, Y, Z sont les composantes du vecteur-force de Newton, liées aux composantes
X, Y, Z par les relations

(1,11), X=xkX, Y=xY, Z=xZ, [rc‘z“\/(l - v*c?)].

Les équations (1,11) sont les équations de mouvement bien connues d’une particule
matérielle dans la mécanique de Minkowski.

2. CONVENTION DE NOTATION

Pour nos considérations, il sera avatageux de travailler avec la notation d’indices
d’Einstein, bien connue du Calcul tensoriel (convention d’Einstein). Acceptons tout
d’abord les conventions fondamentales suivantes:

1° Un point [x, y, z, ] de I'espace linéaire (affin) L(x, y, z, 1) sera désigné par le
symbole x’(oc =1,2,3, 4); c’est-a-dire que nous écrivons explicitement

(2,1), t=x, X*=y, X*=z, x*=1.

2° Les indices grecs prennent toujours les valeurs 1,2, 3, 4 (dans Iordre de (2,1)).
3° Un point [x, y, z] de I'espace euclidien & trois dimensions E[x, y, z] de co-
ordonnées cartésiennes (orthogonales) x, y, z sera désigné par le symbole x(i =
=1,2, 3), c’est-a-dire que nous posons
3

il
(3]

(2,1), xl=x, x*=y, x

(en accord avec (2,1),).
4° Les indices latins prennent toujours les valeurs 1, 2, 3 (dans I'ordre donné par

(2,1),.

2) Dans les définitions, nous emploierons conséquemment le symbole = au lieu de =.
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5° Nous dénoterons par E(x’) I'espace euclidien E(x, y, z) en coordonnées ortho-
gonales primitives; pour I’espace & quatre dimensions correspondant nous emploie-
rons la notation L(x*). L¢ symbole L(*x*) désigne alors I'espace L(*x, *y, *z, *1)
et le symbole E(*x') désigne I'espace euclidien, associé d’une fagon biunivoque
a I'espace L(*x7).

6° Nous écrirons briévement *x* ~ x* pour désigner la transformation de Lorentz
(1,1). 4.

7° Une transformation orthogonale de coordonnées dans E(x‘) sera dénotée par
Xt~ xi

Le symbole §;, exprime le delta de Kronecker, ¢’est-a-dire

1 pour i=k
2.2 =
(22) O N0 pour ik (i,k=1,23),

donc le tenseur métrique de I’espace euclidien E(x’). Posons ensuite

y 1 pour a=p (x=123),
(2.4 g = C—c* pour o= p =4,
0 pour a=%p (of=12734).

Le systéme des grandeurs ga,;(ot,ﬂ =1,2,3, 4) sera appelé ,tenseur métrique‘
de I'espace L{(x%).

Rappelons encore quelques résultats importants et bien connus:
Théoréme 4. Pour une transformation orthogonale X' ~ x' on a

Figk ik
0y X'xE = §yx'x,
c’est-a-dire

(2.5)a AP+ =x+ 42
Pour la transformation de Lorentz *x* ~ x* on a
*gaﬁ*xa*xll — gaﬂxuxﬂ ,
c’est-a-dire
(z’s)b *gaﬁ = gaﬂ .
La notion de vecteur dans L(x*) sera introduite de la fagon suivante:
Définition 3. Soit v*(« = 1,2, 3,4) un systtme de quatre grandeurs (nombres),

qui se transforment par *x* ~ x* tout comnie les coordonnées en L(x%);*) un tel
systéme sera appelé vecteur de I'espace L(x%).

Cette définition entraine immédiatement le théoréme suivant (dont la demonstra-
tion est trop facile pour étre reproduite ici):

3) Voir (1,1)c,d.
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Théoréme 5. Soient v*, w* deux vecteurs dans P'espace L(x%). Alors la grandeur
(2,6) Gapt™W*
est invariante par rapport a la transformation générale de Lorentz.

a

Définition 4. Nous appelons la grandeur (2,6) produit scalaire des vecteurs o7, w
dans L(x“). L’espace linéaire L(x%) dans lequel le produit scalaire de deux vecteurs
est défini par (2,6), sera appelé espace de Minkowski (notation: L(x%)).

Remarque 1. Si xj, x5 sont deux points de I’espace L(x%), alors le segment orien-
té u de composantes u* = x3 — x7 est évidemment un vecteur dans L(x%). Le produit
scalaire de ce vecteur par lui-méme au sens de (2,6) représente la forme quadratique
g.pu”u®, qui — en vertu de (2,4) — est une forme quadratique indéfinie. En définissant
dans Pespace L(x%) le produit scalaire de deux vecteurs par (2,6), nous avons obtenu
a partir de I'espace linéaire (affin) L(x*) un espace métrique L(x*) avec une métrique
indéfinie, c’est-a-dire I'espace de Minkowski.

Pour terminer ce paragraphe, signalons encore que le systéme des grandeurs dx*/dz
(c'est-a-dire: dx/dz, dy/dr, dz/dr, di/dr) est un vecteur dans L(x%) aux points de la
géodésique donnée. De fagon analogue, d®x*/dt?, X* sont des vecteurs dans L(x%)
aux points de la géodésique donnée.*) Nous remarquons, sans démonstration, que
méme les grandeurs d>x*/d7?, d*x*/dz*, etc sont (& condition d’avoir un sens) des
vecteurs. dans L(X“), définis le long d’une géodésique.

En utilisant les notations introduites, nous pouvons écrire la relation (1,6) de fagon
plus sommaire comme

dx* dxf
2,7), g—— = — %,
@7) 9at dr dr
ou encore comme
dx’ dx* dr\?
2,7 Sy — — —c*—) = = c%.
@7 “dr dr (d‘t)
D’une maniére analogue, nous pouvons écrire (1,9) sous forme de
s
(2’8):1 galI‘X‘z dl = 0 )
dr
ou bien
k
(2.8), suxt 8 2t
dr dr

Nous voyons aisément, en vertu du théoréme 5, que les premiers membres de (2,7)a,
(2,7), sont invariants par rapport a la transformation *x* ~ x® Il s’en suit que les
équations (2,7), et (2,7), sont également invariantes par rapport a cette transfor-
mation.

4) Ce qui découle immédiatement du théoréme 2 et de la Définition 3.
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3. LA FORCE DE MINKOWSKI

Dans ce paragraphe, nous envisagerons un vecteur spécial dans L(x“), a savoir
le vecteur-force de Minkowski, défini en (1,7). Pour le produit scalaire

(3.1) GupX°X? %)
de ce vecteur par lui-méme, nous avons:
Théoréme 6. Aux points de la géodésique (1,5) donnée, le produit scalaire (3,1)

est invariant par rapport a la transformation de Lorentz *x* ~ X%, et il est non-né-
gatif en chacun de ses points.

Démonstration. Pour faire voir que le produit scalaire (3,1) est invariant par
rapport a la transformation *x* ~ x* il suffit de rappeler le théoréme 5 et de re-
marquer que X“ est un vecteur dans L(x“), défini aux points de la géodésique donnée.

Pour démontrer le reste du théoréme, il suffit de démontrer I’identité suivante:

(3,2 (9pX°XP =) X* + Y> + 2% — *T? =
xvyzl|?
=1 =v*H)|X>+ Y+ 2%+ ¢? dx dy dz s
dr dr dt
ou .
X)/z!2 vyz|? |z x] |xy]
dxdydz| = |dydz| T dzdx| T dvdy
[d‘c dr dt | dr dz dr dt dr dr
En vertu de (2,8), nous avons
k
T = l X! di ,
c? dt
donc aussi )
. 1 /dr\? - dxk\?
3,3 XX = 5, xx% — = () (6,x Y.
(3.3) Gut * cz(dz><" dt)

D’autre part, il est facile de vérifier la relation

xvyzl? 1
. dx’ dx ’ - dx*\?
= (6, X% (0, 5 (5, x7 ).
dx dy dz| = W”ma)(“dﬂ
|dt dt dtli

Hixl=xx*=v,X3=2Xx*=T
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Si nous en tirons la grandeur (6,X’dx*/dz) et que nous la portions en (3,3), nous
obtenons aprés quelques modifications: :

) , '1 XYZ
i 1 dxJ dx dt 1 /dr\* |
o XXP = 5, XX (1 - = 5, . + — (< i
I * ( ¢z ' dr dr <dt>> ¢ <dt> | dx dy dz
! dr dt dt|
donc aussi — en vertu de (2,7), —
!1 xvyz|
dr\? ‘
GupX*XP = (d—> BiX Xt + = |
t it A
dt dr dt

Si nous y substituons pour dt/dt de (1,4), nous obtenons précisement la relation (3,2)
qui implique le reste du théoréme a démontrer (cela découle de ce que le second
membre de (3,2) est non-négatif).

Théoréme 7. A lieu I’équivalence
XX =0 & X=Y=Z=T=0

Démonstration. Si g,X*X? =0, alors X = Y=2Z =0 découle de (3,2),
car 1 — v*/c* > 0. Dela et de (1,9), nous déduissons que T = 0 également. L’impli-
cation inverse est évidente.

Les propriétés établies par les théorémes 6 et 7 nous permettent d’énoncer la défi-
nition suivante:

Définition S. La grandeur scalaire
(3.4) P = /(g.,4X°X"),

définie aux points de la géodésique donnée d’une particule matérielle dans L(x%),
sera appelée mesure de la force de Minkowski (agissant sur la particule matérielle
aux points de la géodésique donnée).

Théoréme 8. Le carré de la mesure de la force de Minkowski vérifie
xvz|
- 1
2 __ ik ~
() P i G dxdy dz
||t dr dt|

ot X, Y, Z sont les composantes de la force de Newton, définie en (1,11),,.
La démonstration découle immédiatement de (3,2) et (1,11),.

Remarque 2. La formule (3,5) peut étre écrite d’une fagon plus simple. Dans
ce but, introduisons la notation

(3,6). P = /(3,X'X%);
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P sera donc la grandeur du vecteur force de Newton dans E(x). Aux points de la
géodésique donnée, pour lesquels on a v + 0, P % 0, les vecteurs

dx!
dr

3,6 .IE"——.—_y l=152,3y

(3.6)s J1 5 dx,gik
“dr dr

et :

] ) X!

(3.6)c 1’255, 1=1,2,3,

sont définis univoquement; ce sont, d’une fagon évidente, des vecteurs unitaires dans
E(x'), Cest-a-dire

5lkjllj,; =1, 5”‘]-121.15 =1.
A l'aide de ces vecteurs, il est posible d’écrire, suivant (3,6)b,c le deuxiéme terme
de la somme figurant au second membre de (3,5) comme

‘ xvz| s

1 1/ dx'dx" jriritl?

3’6 L '—‘P (5 1 1 1

( )d c2|3d_xd_y¥“ c? ( dt d‘C> J2]212
“dt dr dt||

En désignant par o I’angle que font les vecteurs X', dx/dt, donc I’angle que fait le
vecteur-force de Newton avec le vecteur tangent au point considéré de la géodésique,
nous avons®)

g2 .32
sin oc—‘h];j,; '
]2 J2 J2 l .
Ensuite, il découle de (1,2), (1,4) que
5£l£d_x"_5 dxdx dt : v?
*dr de dr dr \dt) 1 - o¥c?

En vertu des deux relations précédentes nous obtenons la suivante modification de la

relation (3,6),:
2

'1)77212 v
2
L = p? sin? a
2 dx dy az 7o
“drdrdr l-c_z

ce qui nous permet avec (3,6), de faire des substitutions en (3,5); aprés quelques
modifications, nous obtenons
1 — (v?/c?) cos? a

3,7 pP? =p?
(3.7) 1 — v?/c?

’

6) C’est la formule bien connue pour le sinus de I’angle de deux vecteurs uniuaires dans E;
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ce qui est la relation cherchée — assez simple d’ailleurs — existant entre la mesure
de Minkowski et le vecteur-force de Newton.

Remarque 3. Dans I'espace original E(x’), définissons le vecteur X' de la fagon
suivante:
=; 1, dx/_
(3’8) X' = —5”711,,%——)(",
¢ dt

ou 6% est le delta de Kronecker,”)

0, si au moins deux indices sont égaux,
Nijx = N 1, si les indices sont tous différents et la permutation est paire,

—1, si les indices sont tous différents et la permutation est impaire.

Si nous écrivons X, Y, Z au lieu de X', X2, X°, les équations de définition (3,8)
prennent la forme

Y Z Z X XY
=y Vo) el 25 acay
dr dz dr dr| dt dt
La longueur de ce vecteur est
(3,9) P = /(6,X'X").
11 est évident qu’il est possible d’écrire alors (3,5) comme
(3,10) P? = P* + P2

Il est facile de vérifier que les composantes X (i = 1, 2, 3) ainsi que le scalaire P
ont la dimension d’une force. Du point de vue pour le moment purement formel
nous pouvons associer a chaque point de la grandeur considéré, en dehors du vec-
teur-force de Newton, un autre vecteur-force de composantes X' dans E(x").

Le vecteur X' est, évidemment, orthogonal dans E(x") aux vecteurs X%, dx'/dr,
C’est-a-dire

SuX'X*=0, 5,,;?91{ =0;
dt
cela découle immédiatement de (3,8).

Pour caractériser le vecteur X' dans E(x') d’une fagon plus précise, il faut nous
rendre compte de ceci: Si le vecteur X' était nul, on aurait forcément P = 0, donc la
matrice

XY Z
dx dy dz
de dr dr

7) c’est donc le tenseur contragredient au tenseur métrique d;, dans E(x").
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serait de rang inférieur & deux. Comme nous avons
dZVi

de?

X' = kX' = ku et xku+0,

la matrice
d?x d%y d?z
dt? d7? d+?

dx dy dz
| dr dr dr

serait également de rang inféricur & deux. Or, toute courbe dans E(x) qui satisfait
a cette condition en chacun de ses points est une droite dans E(x‘). Donc, si P=0
aux points de la trajectoire donnée de la particule matérielle dans E(x’), il s’agirait
d’un mouvement qui, rapporté au systéme E(xi), apparait comme un mouvement
rectiligne. Si P ne s’annule pas identiquement aux points de la trajectoire, alors cette
trajectoire n’est pas une droite dans E(x’).

Rappelons encore que ni la mesure P du vecteur-force de Newton ni la mesure P
ne sont invariantes par rapport aux transformations de Lorentz, tandis que la mesure
P du vecteur-force de Minkowski est invariante par rapport a cette transformation.

4. LES FORMULES DE FRENET POUR LA GEODESIQUE

Considérons les équations (1,3) décrivant la trajectoire d’une particule matérielle
de masse de repos p dans le systéme spatio-temporel original L(x, y, z, t) = L(x").
Dans ce qui suit, nous supposerons que les fonctions x(f), y(t), z(f) de (1,3) sont au
moins cinq fois continiiment dérivables dans I'intervalle considéré <t, t) du parameé-

12

tre . Si nous rapportons cette géodésique au paramétre t (temps propre introduit
en (1,4)), alors cette géodésique sera décrite par (1,5), c’est-a-dire par

(4,1) x*=x%1), 7€(0,8y, a=1,2234,
0
ou les fonctions x*(t) sont au moins cing fois continiment dérivables dans I’intervalle
<0, ).
o
Théoréme 9. Soit g,4 le tenseur dans L(x") introduit en (2,4) et soit

_ dx*

T dr

(4,2) i

le vecteur tangent a la géodésique (4,1). Alors pour tout vecteur a* = a*(t), défini
aux points de la géodésique (4,1), vérifiant la condition

(4,3), gopia? =0,
1
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nous avons
(4.3), gapata® 2 0.

Nous ferons la démonstration d’une maniére analogue a celle du théoréme 6.
Nous avons évidemment: :

. . 1 .. d
(4,4) gpa’a® = 8,a'd" — F(a*)? = §ualdt — 2 (; S ila Zi%) =

) 1 . dr\?
. k __ -j k\2
= O c? (5jk1lja ) (dt) ’

ol nous nous sommes servi de la condition (4,3),.%) De l'autre coté, nous avons
I’identité

‘a‘ a? a3 12

it i i3} = (0a’a") (8,,i'1") — (J;0'")".
11 i
1 1 1

2

A partir de cette identité nous calculons (5;4a’i*)* et nous le substituons en (4,4).

Aprés quelques modifications, nous obtenons '

|
al aZ a3 12

; 1 [dr\? 1
o B _ Jk I il -
gapa®a® = oa’a [1 C2<d)5lrllij|+02 a2

11 en résulte a l'aide de (2,7),
do\2 1 a' a® a
3 — j ,k
11

ce qui implique déja évidemment 1’énoncé.
Théoréeme 10°. Aux points de la géodésique, pour lesquels P £ 0, les relations
2 P
(4.5) >t _ —i
di*  p2

;X

déterminent d’une fagon univoque le vecteur i*, lequel vecteur satisfait aux condi-
tions 2
(4,6)a gaﬂiaiﬁ =0 s

21

(4,6)b Gopi®if = 1.
22

Démonstration. Les relations (4,5) et (1,7) entrainent
l'll = 1 Xa ,
. 2 P
de la et de (2,8), et (3,4) les conditions (4,6), et (4,6), découlent alors immédiatement,

Remarque 4. Pour les points de la géodésique ou P = O le vecteur i* aux pro-
2

8) De la relation (4,3), nous calculons a* et puis nous appliquons la relation de définition
i* = di/de.
1
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priétés (4,6), , n’est pas défini d’une fagon univoque. En ces points, il est évidemment

possible de choisir le vecteur i* arbitrairement pourvu qu’il jouisse des propriétés
2

(4,6)., b, Cest-a-dire qu’il soit orthogonal au vecteur i* et unitaire au sens de la mé-

1
trique de Minkowski. La relation (4,5) sera alors valable méme aux points de la
geodésique pour lesquels P = 0.

Théoréme 10°. Pour un point de la géodésique ot P 0 nous avons la relation

P
(4,7) —q—i“=——i“+gi’
dt2  pc®1 pcs

ou i* est un vecteur lié au point considéré et jouissant des propriétés
3
(4,8) Jupi®i? =0, gi%if =0, g,i%f =1;
13 23 33

la grandeur Q est un scalaire qui, pour une orientation convenable du vecteur,
est défini ainsi:

| dx! dx? dx* 2 dx3 dx! dx* |?
? dt drt ? _; —d_:
(49) 0= e |d3x! d®x® d*x* N d2x® d2x! d3x* N
P? de? dr? dr? de? dr? de?
d3x! d3x? d3x* d3x® d3x! d3x*
| | d® d7? d7? drd de? ded
dx? dx® dx* |2 dx! dx? dx® |2 ]2
dt _d‘c— dt ? dt ?
d?x? d2x3 d3x* 1 [d2x! d®x? d%x3
+ di? de? de? | 2| de? de? de?
d3x? d3x3 d3x* d3xt d3x? d3x?
dr® de® de de® d? de

Démonstration. Le systéme des grandeurs (d/dr) i* (« = 1, 2, 3, 4) au point consi-
. 2

déré de la géodésique (4,1) donnée dans L(x%) représente en ce point un vecteur dans
L(x*), qui peut étre décomposé en une composante dans la direction du vecteur i% une
1

autre composante dans la direction du vecteur i% et enfin en une troisiéme compo-
2

sante w* situ¢ dans le plan orthogonal (au sens de la métrique de Minkowski) aux
vecteurs i%, i* au point considéré. Nous pouvons donc écrire

12
d
— i* = Ai* + Bi* + w*,
(4’10) dr 2 1 2
ou
(4,11) GapiW =0, g i°wf = 0.
1 2
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Compte tenu de la condition

(4,12)

gupi®if = — c* 9)
11

et de (4,6),, (4,11), il résulte de (4,10) que

Or (4,6), implique

gi”di" gi"d'
o, - = — Yq — 1
ﬂld‘EZ ﬂzdtx

Jap iB

donc aussi d’aprés (4,5) et (4,6),

En vertu de cela et de ce qui précede, nous obtenons

(4,13)

Bl
1 dt2

= — Ac?.

B —

g d P
Gapl” — 1 =—-gaﬂ
1 dt2 u

P
A=—"—.
pc?

i = —
22

— g
2 dr?

3

d?x*

#.

>

D’une fagon analogue, nous calculons — a I'aide des relations (4,11) et (4,6), —
a partir de (4,10), que B = 0. Joint & (4,13), cela nous donne

(4,14)

d

; P .
—if=—i" 4w

dr2

ou le vecteur w” satisfait aux conditions (4,11).

uc* 1

Définissons, au point considéré de la géodésique donnée, le vecteur g* comme suit:

(4,15) q

%) voir (2,7),.

1

it

dx3
dr
d2x3
dz?
d3x3
d73
dx?
dr
d?x?
dr?
d3x?

d73

dx*
dr
d2x*
dz?
d3x*

dz3

dx*
dr
d2x*
d?
d3x*

dr?

O | -

d2x!
de?
d3x!

de?

dx?
dz
d2x?

dr?

d3x! d3x?

de?

de?

dx*
dt
d?x*
dr?
d3x*

d73

dx?
dr
d2x3
dz?
d3x3

de?
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Nous allons montrer que le vecteur g vérifie toujours I'inégalité
(4,16) 9upd*q” = 0.
Pour démontrer (4,16) il suffit de faire voir que 'on a
9upd™i* = 0,
1

d’ou (4,]6) résultera en vertu du théoreme 9. Or, il est facile de voir que nous avons
dx! dx? dx® dx*
dt dr dt dr
dx! dx? dx® dx*
dtr dr dr dr
d2x! d2x? d2x3 d%x*
dr? d7? d7? d¢?
d3x! d3x% d3x3 d3x*

dz® de® de® dfd

ae

gaaflaiﬂ = Gapd X =c
1

It
=]

On a donc (4,16) en tout point de la géodésique donnée. A partir des équations (4,15),
nous calculons facilement aussi

dx? dx3 dx* |? dx?® dx! dx* |?
dt —;-Er_ dt dr dr
d%x? d2x3 d2x* d2x3 d2x! d2x*
(4.17) 90" =N 47 G e Y g ae ae |
d3x? d@3x3 d3x* d3x3 d3x! d3x*
| | de? de? d7? de® df® de?
dx!' dx? dx* |? dx! dx? dx* 2]
dr dr dr | dt dr de
d?x!' d?x? dx* 1 |d2x! d%x? d%x?
Tl a2 d | T @ ae? de? dt
dx! dx? dPx* dx! Py dPx
!E;_ de? dr3‘3 PR i

11 découle de (4,17) et (4,16) que la grandeur Q définie par (4,9) est toujours un
nombre réel (non-négatif).

Au point considéré de la géodésique donnée, définissons maintenant le vecteur i*
par les équations (cf. (4,8)): T
(4,18), W= Sie,

3

(4,18), Gupi®i? =0, g,i%if =0, g,i%* =1,
13 23 33
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ol le vecteur w* est déterminé d’une fagon univoque par les équations (4,14) et S =
= S(t) est un scalaire (inconnu pour I’instant). Si w* est le vecteur nul au point consi-
déré de la géodésique, nous posons tout simplement S = O pour ce point et nous

choisissons le vecteur i* arbitrairement, pourvu qu’il satisfasse aux conditions (4,8).
3

On peut montrer maintenant'®) que les vecteurs i% i*, i* vérifient les relations
1 2 3

23 4? i3l 412 il g2 i4l2 142 4312
11 1 11 1 1 1 1 1 1 1
(4 ]9) l'Z i3 ,'4 + i3 il l-4 n il i2 i4 _ l 1 l-l iZ i3 -1
’ 2 2 2 2 2 2 | 2 2 2 22 2 2
i2 l3 i4 i3 l'l l4 ll iZ 4 il lZ l3
3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3

En vertu de (4,5), (4,18),, il est possible de donner aux relations (4,14) la forme

suivante
d d2x® P
il e N
dt \P dz? ue’ 1 3
C’est-a-dire
&x P> P, PS,
e

Cela donne avec (4,5)

dx? dx® dx*
- T T .2 23 .4
dt dr dt i '\
111
d?x? d2x® d?x* P%S 2 3 14|
dr® di® de? | p? |z o2 2
AB3x? d3x3 Byt i3t
3 3 3
de® dr? dfd
D’une fagon tout a fait analogue, nous trouvons
dx3 dx! dx*
3.1 .4
dt dr dr [
111
d2x3 d2x! d%x* P2S B34
2 2 2| T 2 |2 o2 2 |
dt* dr* dr u
3 .1 :4
i’ it
d3x3 d3x1 d3x4
-t 3 3 3
de® d7* ded

10y L.a démonstration se fait machinalement par un calcul algébrique, en exploitant conve-
nablement les conditions (4,6), 1,, (4,18)s,.
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dx' dx? dx* dx! dx? dx3
- . T '1 ~2 ~4 - | .1 .2 3
dt dr dr LA dt dr dr RN
111 111
d2x! d2x? d2x* P%S it d2x! d2x? d%x3 P%S PRI
= — = ,
de? d? di? pr o2 2 2’ de? de? de? ur oz o2 2
1 :2 .4 1.2 3
3.1 43,2 43.4 it % 3.1 43,2 43,3 it
d°x" d°x* d°x 3 3 3 d3x! d°x* d°x 3 3 3
de® dr? dd de® d7* d?

d’ou et de (4,17) et (4,19) découle immédiatement
(4,20) 9up9°q" = P*S*c*pm*.

D’autre part, il est évident de (4,9) et (4,17), que 'on a

6

K 2
Q* = i Jan q’ .

Cela donne avec (4,20) que S? = Q?/c? y?, donc — en vertu de ce que S = 0 dans
(4,18), — nous avons S = Q/c p. Si nous substituons pour S dans (4,18), et que nous

portions I’expressions correspondante du vecteur w* aux relations (4,14), nous
obtenons les relations (4,7) ot Q a la signification déterminé par (4,9).

Théoréme 10°. Au point de la géodésique (4,1), pour lequel on a P + 0, Q + 0,
nous avons la relation

(4.21) Qe m 2w R w1239,
dr 3 uc 2 uUc 4

ou i* est un vecteur au point considéré de la géodésique donée, tel que
4

(4,22), Gapi®iP = gopi®i? = g 5i"iIF = 0; gt =1,
14 24 34 44

R = R(1) étant un scalaire non-négatif défini par

dx!' dx? dx3® dx*
dt dr dr dr
d2x1 d2x2 d2x3 d2x4
pSc39| de* di* de? de?
= Q2P3_ d3x! d3x? d3%3 d3x*
dr® d7® d7® 4
d*x! d%x? d*x3 d4x*

dt* d+* de* det

(4,22),

9 représente le signe du déterminant figurant au second membre de (4,22),.
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Démonstration. Le systtme des grandeurs (d/d7) i* (« = 1,2, 3,4) au point
3
en question de la géodésique (4,1) donnée dans L(x) représente en ce point un vecteur

dans L(x“) qui peut €tre écrit comme une combinaison linéaire des vecteurs i*, i,
1 2

i%, i* en ce point, le vecteur i* vérifiant les équations (4,22)a.'') Donc
3 4 4

d
(4,23) — 0% = A0 4+ Ayi* + A+ AL,
dr 3 1 2 3 4

ou Ay, A,, A3, A4 sont les coefficients de la combinaison linéaire en question. En
vertu des conditions (4,12), (4,6), ., (4,8), (4,22),, il découle de (4,23) avant tout

d d d
o\ p_ 2 AN a2\ p
gy | — ") i" = —c®Ay, gy — ") =A5, g, —i")i" = A;.
lj(dts)l ! ﬂ(drs)z z gﬂ(drs)s ’
Compte tenu de (4,8) et (4,5) on a
s d 2\ o . d :B ca:f
Gupi"? =0 = g (— i) if = — g)i* — i = — (P p) g = 0,
31 drs /1 3 drt 32
donc A4; = 0. D’une fagon analogue, en tenant compte de (4,8) et (4,7), nous obtenons

d d
gopi’i? =0 = g, <— i"‘) P = — gui*— i =
32 dts3 /2 3 .d

T2
= = 9l (Pluc?) "+ (Qluc) ) = = Qlue,
3 1
donc A4, = — Q/pc. La condition ga,/,i"‘i’J = 0 donne par un calcul facile A3 = 0.
33

L’équation (4,23) peut donc s’écrire comme

d
(4,24) — " = — (Q/ue) I* + A4i*.
dr 3 2 4

Désignons par [dx*/dr, d*x*/dt?, d*x%/d7®, d*x*/d7*] le déterminant formé de
composantes des vecteurs dx*/dr, d?x*/dt?, d3x*/d7®, d*x*/d<*. Alors (4,5), (4,7)
et (4,24) donnent avant tout
d>x* P

de? ;z

$x d/P\, Pd ., P>, d[/P\, PQ.
=— |-+ —-——1 = vt =)0+ =1,
de®  dr\pu/2 pudrz2  pi?1 di\p/)2  ples

ll) La signification des vecteurs i%, i% i* a été précisée au théoréme 10°.
12 3

Ja

)
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d*x* _d P2 « , d* (P\ . d /PO .
et — =)+ — )"+
dr* de 1 de?\p/ 2 dr\pic/)s

P2d,a d<P)d,a PQ d
— i+ — =)0+ ——1

dt 2 wredrs B

—i L ia+d—2 P i* + d (PO i* 4 p? i* +
de\p?c?) 1 di*\pu/2  de\pPc)3s pic?2
d /P P P
SOV e 2 P22 ey i) =
de\p/\pc*1  pcs wre\ pc2 4

() () D,

wie

prctder dr

-~

les scalaires — coefficients des vecteurs i% i% i* — facilement calculables de ce qui
1 2 3

précede, ne sont pas indispensables a étre écrits explitement. Les expressions précé-
dentes donnent

a J2.a 3,2 4.,
(4,25) dx* d*x* d°x* d*x _| i“ Q PQ Ao | =
dr dt? d* de* 1 op2 ple 3 we a

PQA4[1 1,1]

A T’aide du théoréme sur la multiplication de déterminants, nous trouvons facilement
(en tenant compte de (4,6), v, (4,12), (4.8), (4,22),) que

12 3 .42
911 912 913 914 2 A A ]
11 1 1
1 22 3 .4
g21 922 923 G2a [ A A
2 2 2 2|
Sl .2 i3 .4 -
931 932 933 J3a A A
3 3 3 3
1 3 .4
Jat 9az 9a3 Gaa [ A A
4 4 4 4
Gapi®i® Gupi®i? Gopi®i gpi*i? —c2000
11 12 13 14
Gapi®i Gugi™i? Gupi®i® gopi*i” 0100
_ 21 22 23 24 | -2
Gupi®i? Gugi®iP Gopii® g,pi%i" 0010
31 32 33 34
gaﬁiaiﬂ gﬂﬂiaiﬂ gaﬂiaip gaﬂiaiﬂ 000 1
41 42 43 44

Comme ie déterminant formé des composantes du tenseur Jap est aussi égal a —c?,
il résulte de ce qui précede que

[7 s 5l]2:1,
1

i
2 3 4
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c’est-a-dire

Cela donne alors avec (4,25)

(4 26) A llsczg [dxd dlxa d3,\'“ d4x”]
> 4 2 '

T P32 | dr di? de® det

Par les équations (4,22),, le vecteur i* est déterminé a I'orientation prés. En posant
4

I:dx“ d2x* d3x® d“x“]
9 = sgn _—

dr d7? d¢® det

dans le cas ou le déterminant correspondant est non-nul et en choissant ¢ = 3, nous
voyons que A,, défini par (4,26) est, dans nos hypothéses, toujours positif. Dans le
cas ol [dx*/dr, d*x*/d7?, d*x*/d7®, d*x*/dt*] = 0, prenons toujours ¢ = 1, pour
écarter I’équivoque.

Si nous posons de plus R = ucA,, il découle de ce qui précéde que I'on a (4,22),
pour R. La validité de la formule (4,21) est alors évidente. On a donc toujours R 2 0.

Théoréme 10°. Au point de la géodésique (41) o lona P+0, Q+0, larela-
tion

(427) Lo — R (a1,2,3,9)

a lieu, les vecteurs i, i* et le scalaire R ayant la méme signification qu’au théoréme

précédent. 43

Démonstration. Le systtme des grandeurs (d/dt)i* (« =1,2,3,4) en un
4
point de Ja géodésique (4,1) (donnée dans L(x7)) représente en ce point un vecteur

de l’espace L(x“), qu’il est possible d’écrire comme une combinaison linéaire de
vecteurs i%, i% i* i* en ce point, c’est-a-dire comme

Lt 2 3 4
4~ B 4 Byi* + Byi* + B,i".
dr 4 1 2 3 4
Cela donne avec (4,12), (4,6), 1, (4,8), (4,22),
1 d d
B, = — = g4 —i*, B, = g,if —i*,
! 27 dra 2 gﬁzd‘c4
d d
B, = g,,i" < i, B, = g.,i* < i*.
: ’!3 dra N ﬁ4 dr s

Un calcul analogue & celui des grandeurs 4,, 4, (voir le début de la démonstration
due théoréme 10°) fait voir facilement que 'ona B; = B, = B, = 0, By = — R/ pec.
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Définition 6. Les systtmes d’équations (4,5), (4,7), (4,21), (4,27), c’est-a-dire les
équations

d P d P

(4,28) ._iﬂ = _ia’ o ia: 11+ gil’
dt1  pu2 dtz2  pc?is ucs
d , 0, R, d._ R
— Il =—-=0+4+—0, —I =—-—1
dt 3 uc 2 uc a dt 4 uc 3

s’appellent formules de Frenet de la géodésique dans L(x%).

Remarque 5. Si P = 0 et si nous posons @ = R = 0, alors les équations (4,28)
restent en vigueur. D’une fagon analogue, si P £ 0, Q = 0, nous posons R = 0
et les équations (4,28) sont de nouveau valables.

Théoréme 11. Les scalaires P, Q, R des formules de Frenet (4,28) Jjouissent des
propriétés suivantes:
a) ils sont invariants par rapport aux transformations de Lorentz;

b) ils sont invariants par rapport aux transformations orthogonales des coor-
données x' dans I'espace E(x') correspondant;

c) ils ont la dimension d’une force.

Démonstration. Soit *x* = A;"x? (« = 1, 2, 3, 4) la transformation de Lorentz
générale. C’est donc une transformation linéaire de coordonnées dans L(x“), vérifiant
(2,5),,. Tout vecteur v* dans L(x"‘) se transforme donc suivant la formule *»* =

= Ag™f. Comme i%, i% i% i* sont aussi des vecteurs dans L(x7), (définis aux points
1 2 3 4

de la géodésique donnée), ils subissent la méme loi de transformation:

* = AP (s =1,2,3,4).

§ s

Vu que 7 est un parameétre invariant, c’est-a-dire un scalaire indépendant des trans-
formations de Lorentz, nous avons aussi

*
4 i“) = A;}“‘g i* (s=1,23,4)
dt s dt s

C’est-a-dire que les grandeurs (d/dt) i* (s = 1,2, 3, 4) sont des vecteurs dans L(x%)
définies aux points de la géodésique donnée. Les produits scalaires

d d d
B s -p o -p o
Gupi’ — i Gopi’ — i Gupi’ — i%,
odrr T 7% de2” 77 des

sont donc — d’aprés le théoréme 5, alinéa 3 — invariants par rapport aux transfor-
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mations de Lorentz. Or, les formules (4,28) et les conditions (4,6), ,, (4,12), (4.8),
(4,22), entrainent

* i,

d
s Q = .ucguﬂia i i ’ R = llcgaﬁi/’ o
3 dt 2 4 dts

d
P = Augaﬂiﬂ —
2 dt1
A partir de ceci et de ce qui précede, il est tres facile a voir que P, Q, R sont trois
scalaires définis le long de la géodésique donnée, et qui sont invariants par rapport
aux transformations de Lorentz.

b) Les transformations orthogonales X* = ajx* (k = 1,2,3) dans E(x’) représen-
tent (avec I'identité 7 = r) un certaine sous-groupe de transformations de Lorentz
générales.'?) L’énoncé b) est maintenant évident.

c) Le fait que tous les trois scalaires P, Q, R ont la dimension de force découle
facilement des équations de définition (3,4), (4,9), (4,22),.

Remarque 6. Le systtme d’équations de Frenet (4,28) est un systéme de seize

équations différentielles du premier ordre pour les fonctions inconnues i*(t), i*(7),
1 2

i*(7), i(z) (« = 1,2, 3, 4), les fonctions P(t), Q(t), R(r) étant données.'*) Si P, Q, R
3 4

sont des fonctions continues dans un certain intervalle du parameétre 7, alors I’existen-
ce (dans 'intervalle en question) des solutions

@), 10, @), ')

du systéme (4,28) est garantie, en dépendance des conditions initiales. Comme pour
le moment temporel initial nous avons T = 0, les conditions a I’origine sont repré-
sentées par le systtme de nombres

(ia)o = (ia)z=o > (ia)o = (i“):=o ’ ("“)o = (ia):=o g (ia)o = ("l)r=o .

1 1 2 2 3 3 4 4
Or, les nombres (i*) (o« = 1, 2, 3, 4) sont liés par dix conditions (4,6), 4, (4.8), (4,12),

S
(4,22), de sorte que le nombre de conditions a choisir se réduit a six conditions indé-
pendantes. Sous ces conditions, la solution i(z) («, s = 1, 2, 3, 4) est univoquement
s

déterminé, les fonctions P(t), Q(t), R(7) étant données. En connaissant les fonctions
i*(t) = dx*/dz, nous obtenons par intégration les fonctions x* = x*(t), dépendant
1 .

de nouvelles conditions initiales x* = (x%),.

Nous pouvons donc dire que le systéme d’invariants P, Q, R détermine, pour des
conditions initiales convenables, la géodésique correspondante. Les grandeurs P, Q, R
représentent donc en ce sens le systéme complet d’invariants locaux de la géodésique.

12y Voir (1,1), 4.
13) La masse de repos de la particule matérielle donnée étant fixée.
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5. CLASSIFICATION FONDAMENTALE DE GEODESIQUES
DANS LA MECANIQUE DE MINKOWSKI

A I'aide des formules de Frenet (4,28), il est possible de procéder & une classification
trés simple de géodésiques qui sont réparties en quatre catégories que voici:

1% catégorie: géodésiques pour lesquelles P = 0 en chacun de leurs points;

II° catégorie: géodésiques pour lesquelles Q = 0 en chacun de leurs points, mais
qui ne sont pas de la 1% catégorie;

III° catégorie: géodésiques pour lesquelles R = 0 en chacun de leurs points, mais
qui ne sont ni de la 1 ni de la II° catégorie;

IV® catégorie: toutes les autres géodésiques.

De I'énoncé a) du théoréme 11, paragraphe 4, il résulte immédiatement que la
propriété d’appartenir & une des quatre catégories citées est invariante par rapport
aux transformations de Lorentz.

Dans ce qui suit, il s’agit surtout de donner des caractéristiques plus précises des
quatre catégories en question.

Théoréme 12. La condition nécessaire et suffisante pour que la.géodésique d’une
particule matérielle soit de la 1¥® catégorie est qu’il existe un systéme inertial tel
que, en ce systéme, la particule matérielle se trouve en repos.

Démonstration. Si la géedésique considérée est une géodésique de la 1%
catégorie dans le systtme de Lorentz {x*} = {x, y, z, t} donné, alors P = 0 aux
points de cette géodésique, donc aussi Q = R = 0 en tous ces points; cela découle
de la remarque 5 du paragraphe 4. Les formules de Frenet se réduisent, dans ce
cas-1a, aux équations

d =0, a=1,2,3,4,
dz 1
C’est-a-dire
2 a
X 0, a=1,234.
dz?

Il en résulte
xt=a't+b (i=1,23), t=at+b.

Supposons qu’au moment initial ¢ nous ayons (x’),-,, = x. Comme pour ¢ = t nous
0 0 ]

avons 7 = 0, nous pouvons écrire les équaticns précédentes (en respectant les con-
ditions initiales préscrites) sous la forme suivante

xt=av+x* (i=1,23), t=ar+1t,
0 0
donc

x'=x'+(t—t)d'la (i=1,23),
0 0

312



car a = dt/dt # 0. Les constantes a’, a sont liées par la condition (4,12), c’est-a-dire
par

dpa‘ak — c*a* = — .
Nous allons distinguer deux cas:

1) Si a' = a® = a® = 0, alors la particule matérielle est en repos par rapport
au systéme {x'} qui correspond d’une fagon univoque, au systéme original de Lorentz
7).

2) Si |a'| + |a®| + |a®| > 0, alors il s’agit d’'un mouvement rectiligne uniforme
dans E(x"). Nous pouvons supposer, sans restreindre la généralité de nos raisonne-
ments que la droite correspondante ait la direction de I'axe des x (on peut toujours
I’obtenir moyennant une transformation orthogonale des coordonnées x'). La géo-
désique correspondante sera alors décrite (dans E(x')) par

x=x+({t—1a'la, y=y,, z=r2,
0 0
C’est-a-dire
(5.1) x=x+0vt—19), Y=y, z=12 "%
o o

v étant la vitesse constante de la particule. Dans le nouveau systéme de Lorentz L(x%)

%= (1 = %) [(x = ) = ot = )]

’ ’

y=15, z=12z,
'muﬂvyw>@—w—gu—ﬂ

la géodésique (5,1) sera décrite par

x=0, y=y, z=z
0 ]
Cest-2-dire que la particule matérielle se trouve en repos par rapport au systéme E('x")
qui correspond d’une fagon biunivoque au systéme de Lorentz {'x°}.

Il est évident que la condition du théoréeme 12 est suffisante.

Théoréme 13. La condition nécessaire et suffisante pour que la géodésique d’une
particule matérielle soit de la 11° catégorie est qu’il existe un systéme inertial par
rapport auquel la particule matérielle suit un mouvement rectiligne non-uniforme.

Démonstration. Si la géodésique est une géodésique de la II° catégorie dans le
systéme spatio-temporel donné {x*}, alors Q = 0 et donc aussi R = 0 aux points
de cette géodésique, mais P ne s’annule pas identiquement le long de la géodésique.

4 . . . . .
14) Comme il sagit du mouvement d’une particule matérielle, nous avons forcément o] < e
¢
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Les formules de Frenet (4,28) se réduisent donc

d

P

— =,

dr 1

d’ou il résulte, apreés quelques modifications,

(5:2)

d>x* f d2x® P? dx®
dz3 P d7?

=
w2 drz2  pcti

uie? dr

, x=1,2,3,4,

ceci pour les points ot P = 0. Or, (5,2) implique

dx dy dz
dr dr dr
d?x d%y d’z
de? de? de?
d3x d3y d3z

ce qui entraine, a son tour, que la seconde courbure métrique de la géodésique
x = x(t), y = y(1), z = z(1) est nulle dans le systtme {x, y, z} donné. Donc, la
géodésique est une courbe plane dans E(x’). Par un choix convenable du systéme de
coordonnées nous pouvons obtenir que le plan de cette courbe soit paralléle au
plan z = 0. Alors, les équations (5,2) se réduisent a trois relations

d®>x  P? dx
FER uie? de
(5.3) Ly _ P dy
de®  pPc? dr
d*  P? dt
FER urc? de
(ou P = dP/dr); il s’en ensuit p. ex.
dx dy
dr dt| p
d&x &y P
4o de? |
d’ou, par intégration,
dx dy
dr dr
(5:4). dx &y
de? de?
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Pz
P d?y
pde?’
P d%t
pdr?’

dx dy
dt dr
d?x d?y

| d7? dr?

= oyP (09 = const).



D’une fagon analogue, nous obtenons

dx dt | dx dt
dr de dr de

S R e e
de? de? | de? de?

ou oy, o, sont deux constantes. Or, les relations (5,4), , subsistent méme pour les
points de la géodésique considérée, pour lesquels P = 0; cela découle immédiatement
de (5,4), , et de (4,5). Ensuite, il résulte de (5,4),

d
oz,Pd—y— de—x-——aoP—E—P d—y—azd—x—aod—t =
dt dt dt Y4 dr dt
dx dy di
dx dr|  |dy dt|  Jdx dy de do dr
dy | de dri dx‘dr dr | d,;dz dr | de dy dt|
dr | d%x ’t | v d’y d’ | do d’x dYy B dt dr de |
 di | !drz de? | de? de? d>x d?y d%
de? de? de?
c’est-a-dire
dy dx dt
5,5). Ploy, ——a,— —a9—]=0.
(5:5) < dr *de 0d1’>
Un calcul direct fait voir que ’on a
4 o dy dR | dy
dr dr | dt dt 1| de dr
P02 + o3 — ¢ %0d) = | + - = =
T g | ey e T E ey
dr? de? | d¢? dr? d7? de?

dr d7?  dt d+? dr dz?

Al - )

¢ (dt>2:|
dt) |
Pz(cxf + o — ¢ 2l) =

_ [, o a2\ . d2x* d?x? ,, 4 dx
A\ dr de? P aer d? J\""de di )|

_ (dxdz L dydy dtd2>

donc
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En vertu des équations (4,2), (4,5), nous en tirons
P2 + o2 = ) = (P21 [0 ) — (0) @]
12 22 11
ce qui donne, compte tenu de (4,6),, (4,6),, (4,12), la relation
P (o} + o} — ¢ %a3) = P?[p*.
En introduisant la notation

By =poy, Py=pay, Bo= px,
nous pouvons écrire la relation précédente sous forme de

(5,5)s P} + B3 — ¢ ?f5 — 1) =0,
et la relation (5,5), sous la forme suivante

dy . dx dt
5,5 P, LB, g, ) =0.
(55), ‘. (ﬁl Lop o, dt)

La géodésique considérée étant une géodésique de la deuxiéme catégorie, P ne s’y
annule pas identiquement. Cela donne avec (5,5), .

dy dx dt
= B = B —=0
Bl d‘L’ BZ d‘t BO d‘[

Bi+B,=1+c2p2%0.
Par intégration, nous en obtenons la relation
(5.6) By — B2x = Pot + k, (k = const),

vérifié pour tous les points de la géodésique censidérée. Choisissons dans le plan (x, y)
un nouveau systéme orthogonal (&, #7), déterminé par les relations de transformation

E =By — BX)(1 + B, n=(Boy + Bix)/(1 + B2c?).

Dans les nouvelles coordonnées &, 7, la ,,restreinte* (5,6) est décrite par

Bo k _
= =0t + k,
R TR 7o L Ty e

la signification des nombres #, k étant manifeste. Dans le systéme (&, 1, { = z, 1),
la géodésique sera décrite par

E=vt+k, n=nk), (=2, t=11).
0

Si nous passons maintenant a un autre systéme de Lorentz {'&, 'y, '(, 't} on
= (- o) /(1 - o),
m=n, 0
C=2,
't =(t = &) /(1 - #¥c?),
0 0
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alors il sera évident que notre géodésique sera décrite par les équations
= E/\/(l —v*), m=nlt), T=1z, "t="1(7).
0

11 en résulte que, dans le systeme ('&, 'y, ', '), le mouvement correspondant est un
mouvement rectiligne, mais non-uniforme, car P ne s’annule pas le long de la géodé-
sique tout entiére.

Pour démontrer que la condition est aussi suffisante, supposons le mouvement de la
particule tel, qu’il existe un systéme spatio-temporel dans lequel ce mouvement soit
un mouvement rectiligne non-uniforme. Nous prenons un tel systéme {x*}, en suppo-
sant de plus — ce qui ne restreint pas la généralité — que la particule se déplace dans
la direction de I’axe des x de ce systéme. Dans ce systeme, la géodésique correspon-
dante sera décrite par

(5,7) x=x(t), y=z=0, t=1r),

ou le vecteur d*x*/dz? n’est pas nul en tous les points de la géodésique. En tout point
ou ce vecteur est non-nul, on a P = 0; cela découle de la premiére des équations
(4,28). La géodésique n’est donc pas de la 1% catégorie. Or, pour la géodésique
considérée, décrite par (5,7), tous les déterminants figurant au second membre
de (4,9) sont égaux a zéro, donc Q = 0, comme on peut le voir de la relation de dé-
finition (4,9).

Théoréme 14. La condition nécessaire et suffisante pour que la géodésique d’une
particule matérielle soit de la 111° catégorie est celle-ci: il existe un systéme inertial
dans lequel le mouvement de la particule matérielle est plan, mais il n’existe pas
de systéme inertial, dans lequel elle soit en repos ou dans lequel le mouvement soit
rectiligne non-uniforme.

Démonstration. Sila géodésique considérée est de la III° catégorie, ona R = 0
identiquement le long de la géodésique, mais Q ne s’y annule pas identiquement.
Il découle des formules de Frenet qui, dans ce cas-ci, se réduisent a

d P d P d
— =, —i"=—i“+gi°‘, — = ——Q—i“, —i*=0,
dt1 p2 drz  pc*1 pes  drs pucz2 dra
que le vecteur i* est constant le long de la géodésique. Les conditions d’orthogonalité
4
dx?
Gapi®i? = ggpi®*— =0
41 4 dt

entrainent alors .
Gopi®x? =7y, (y = const),
4

donc, en notation ,,classique‘

(5,7) i'x +i%y +i% - it =1y,
4 4 4 4
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le vecteur constant i* remplissant la condition de normalisation
4

ga’;iaiﬂ — 1)2 2)2 3)2 _ C2(i4)2 =1
44 4
Le vecteur a* (k = 1, 2, 3) dans E(x) de composantes
— I+
4 4
est évidement un vecteur unitaire dans E(x?).

Si nous introduisons dans E(x") les nouvelles coordonnées X, y, Z par les transfor-
mations orthogonales

X=a'x +a*y + a2z, j=Db'x +b%y + b3z, zZ=c'x+c*y+ 3z,
ol b*, c* (k =1,2,3) sont des vecteurs unitaires dans E(x’), orthogonaux I'un
a lautre et orthogonaux a a*, alors dans le systéme spatio-temporel {X, 7, Z, i}
la ,,restreinte* (5,7) sera décrite par la relation

c2i4
Y

t+
VIt @] I ey

X =

ou encore, plus court,

(5.8) X=uvt+a,
0
la signification des constantes v, « étant évidente. Dans le nouveau systéeme de Lorentz
0
1
= (X — vl),
V(= v?e?) 0
o
V=7, *z =12,
1 = 2
*t=————— (1 — Xv/c?)
V(@ = v?*e?) 0
0

la ,,restreinte* (5,8) aura la description
(5,9) *x = af/(1 — v?/c?) = const.
0

Dans ce nouveau systéme, la géodésique apparait comme une courbe plane (dans le
plan fixe (5,9)). Etant donné que Q — et donc P non plus — ne s’annule pas identi-
quement le long de la géodésique, le résultat précité entraine — compte tenu des
théorémes 12 et 13 — que la condition du théoréme 14 est bien nécessaire.

Pour démontrer qu’elle est aussi suffisante, supposons qu’il existe un systéme
inertial dans lequel le mouvement de la particule matérielle en question se fait dans
un plan fixe, mais qu’il n’existe pas de systéme inertial dans lequel la particule soit
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en repos ou dans lequel le mouvement soit rectiligne et non-uniforme. D’aprés les
théorémes 12 et 13, la géodésique n’est ni de la I¥ ni de la 11° catégorie. Faisons subir
le systeme ou le mouvement apparait plan, a une transformation orthogonale de
coordonnées de l'espace E, correspondant de fagon a obtenir que la géodésique

soit décrite par x = x = const. Alors, dans le systtme {x*} correspondant, la géodé-
0

sique sera décrite par les équations
x=x, y=y), z=1z0(), t=11).
0

Cela entraine avec (4,22),, que R = 0 en tous les points de la géodésique. C’est donc
bien une géodésique de la I11° catégorie au sens de notre définition.

Pe3rome

®OPMVYJIBI ®PEHE [J11 MUPOBOW JIMHUU
B MEXAHUKE MMWHKOBCKOI'O

OPAHTUIIEK HOXWYKA (Frantisek Nozi¢ka), IIpara

['aBHBIM pe3ylnbTaTOM paboTBI SBISETCS BLIBOJ HEKOTOPBIX YpPaBHEHWH st
MHPOBOH JIMHUYM B YETBIPEXMEPHOM NpPOCTpaHCTBe MHUHKOBCKOro, KOTOpbIEe, B He-
KOTOPOIi CTeNeHH, allaJlorMuHbl U3BeCTHBIM (opMysiaM DpeHe 1UIsi KPUBOH B YeTbI-
peXMepHOM npocTpaHcTBe PumMana.

ITycts
x=x(t), y=y(), z=1z201), teltyt

— ypaBHEHWs ABWKEHHUS MaTepUaslbHOM YACTULIBI C MacCOl MOKos 4 B IAHHOM CHCTe-
re Jlopenna {x, y, z, {}, 1 mycrb

x=x(t), y=yt), z=1z20), t=1(),
WJIH KOpoye

(1) x*=x1), a=12734

— OIKMCAaHWE COOTBETCTBEHHOM MHUPOBOM JIMHUM B YeThIpeXMEPHOM TMPOCTPAHCTBE
MMUHKOBCKOTO € HEONPEACJICHHBIM METPUYECKUM TEH30POM Gap> TAC

gi1=922=9s3=1, gaa=—¢%, gop =0 mma o + .
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ITapaMeTp T SIBJIAETCSI TaK HA3bIBAEMBIM ,,COOCTBEHHBIM BpPEeMEHEM'' MaTepualib-
HOIT YaCTHIIBI

Lo ()

Torna, B npeanosoxennn gocratounoit rmaakocty dyukumit x(1), y(t), z(1) B pac-
CMaTpHBACMOM MHTEpBaJe, B TOYKaX MHpoBoii uuu (1) CopaBeMBBI COOTHOIIIE-

HUS
d P . d P .
(2) — ==, — = +£1“
dt 1 2 di 2 net 1 e 3
d . ) R . d . R .
'—‘la='——Q-lz-i“—la, ——-la-—_—-——'la,
dt s uc 2 uc 4 dt 4 uc 3
rae i%, i, i%, i — BEKTOPBL B TOYKaX MUPOBOU JIMHUH (1), YAOBJIETBOPSIFOLLIUE YCJIO-
1 2 3 4
BUSIM
Gupl™? = = 7, Gupi®i® = g% = g = 1,
11 22 33 44

gopi®* =0 mmn s+ k (s,k=1,2734).
sk

IMputom i* = dx%/dt, W BekTOp i* MMEET HAMPABICHME W OPUCHTALIMIO BEKTOpa
1 2

X* = p(d?x*/dt?), T.e. BekTOpa Ccusbl MunkoBckoro. Bemnunust P, Q, R B ypaBHe-
uusix (2) cyTh CKaJIsIBI, ONpE/EIICHHBIE B TOYKAX MHPOBOI JIMHMH, [T KOTOPBIX

d2x* d2xP\ 112
P = #(ga,; Py dﬁ)
[ dx? dx® dx* P | dx® dx! dx* P [ dx! dx? dx*
dt dr dr | dtr dr dr [ dt dr dr
e d2x? d2x3 d2x* | d2x? d2x! d2x* [d"x‘ d2x? d2x*
Q—;Z_ di? de? de? 1 + d? de? de? ; +. de* de? de? |
d3x? @3x® d3x* | | d3x3 d3x! d3x* L dPx! d?x? dPx*
| | de? d7? de? 1 idr3 de? de? i L de? de? de
dx! dx2? dx3 2 /2
dr dr dr
1 |d2Zx! d?x? d%x3
—;; FE‘L‘-Z—dTZ WAP+0uQ@=0mma P =0;
d3x! d3x? d3x3
dr® di® dr?

320



dx' dx? dx3 dx*

dr dtr dr dr
d2x! d%x? d%x d3x*
ey | d e a
= Q7P | d3x! d3x? d3x3 dixt
de3 de® d? ded
d*x! d*x? d*x3 d*x*

dr* :1?4_ _d‘(4 dz*

s Q >0,

rae 3 — curHyM ompejeauTesisi B NpaBoii yactu, a R = 0 ans Q = 0.
Ckansipsl P, Q, R uHBapUaHTHBI OTHOCKTEJIbHO IpeoOpa3oBanmii JlopeHua obue-
ro BHJa U UMEIOT (pU3MYECKYIO Pa3MEPHOCTh CHUJIBL.

Ha ocuoBauuu ,,popmyn dpene (2) HETPYJHO MPHHATH K CJEAYIOLUUM PE3YyJb-
TaTaMm:

a) Ecau P = 0 6004b 0aHHOI MUPOBOL AUHUU, MO CYWECMBYyem maKas uHepyuaib-
HaA cucmema KOOpOUHAm, 8 KOMopOl MamepuavIHas 4acmuya Haxooumces 8 cocmos-
HUU NOKOA;

B) Ecau Q = 0 6004b dannoti muposoii aunuu, Ho P He pashaemcs moxcoecmeento
HYA0, MO CYWecmeyem makas UHepYudabHas cucmema, 8 KOmopoi mamepuaisHas
yacmuya 0BUNCeMcA pagHOMEPHO U NPAMOAUHEHHO;

¢) Ecau R = 0 80016 dannoii muposoii aunuu, Ho Q He pABHAEMCA MONCOeCMBEHHO

HYAI0, MO Cyujecmeyem Makas UHEPYUAIbHAA cucmema, 6 Komopoi MamepuaibHaA
yacmuya 08LMCemcs no NAOCKoU Kpueoti (Ho He no npAMoil).

Takum oOpa3om 3TH pe3ysibTaThl, cHOpMYJIMpPOBaHHbIE B paboTe Oojiee OCTpo
KaK HeOOXOJMMBbIE U JOCTATOYHBIC YCIOBHS IJISI COOTBETCTBEHHOTO THIIA ABMXKEHHS,
JAFOT HEKOTOPYIO OCHOBY MJISL KjacCH(pUKauWu MHPOBBIX JIMHUK B MeXaHHKe MuH-
KOBCKOTO.
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