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Czechoslovak Mathematical Journal, 18 (93) 1968, Praha

ZU EINIGEN FRAGEN DER GLEICHVERTEILUNG (mod 1)

TiBoR SALAT, Bratislava

(Eingegangen am 26. Januar 1967)

Es sei f| (x) eine reelle Funktion, in deren Definitionsbereich jede natiirliche Zahl
gehort. Es sei 0 < « < f < 1. Bezeichnen wir mit N(P; «, §) die Anzahl aller derje-
nigen natiirlichen x < P, fiir welche o < {f(x)} < B gilt (siche Definitionen und
Bezeichnungen, 6.). Die Funktion f(x) nennt man gleichverteilt (mod 1), wenn fiir
alle o, f; 0 < o < B < 1 die Beziehung

N(P; a, B) = P(B — «) + o(P) (P — +)
gilt. :

Anstatt ,,die Funktion f(x) ist gleichverteilt (mod 1)* sagen wir auch ,,die Folge
{a,}-1; a, = f(x), ist gleichverteilt (mod 1)*.

Die Definition der Gleichverteilung (mod 1) und die Hauptergebnisse iiber dieselbe
befinden sich in der Arbeit [1]. Dort ist auch das folgende Kriterium der Gleichver-
teilung (mod 1) bewiesen, das wir im weiteren benutzen werden:

Die Funktion f(x) ist dann und nur dann gleichverteilt (mod 1), wenn fiir jedes
m=123,...

1 & o
lim — Y "™ =0
P-w P x=1
gilt.
In der Arbeit [2] studiert man ausser anderem auch einige Fragen, die mit der
Gleichverteilung der Funktionen f,(x) = 4,9, ... . Zusammenhéngen, wobei ¢ eine
reelle Zahl und {q;};% eine Folge von natiirlichen Zahlen ist, welche die Bedingun-

gen g, > 1 und lim g, = + oo erfiillt. Diese Fragen kann man mit Hilfe der Cantor-
k-0

schen Entwicklungen der Zahlen

ad &t
(1) (=) + 5 —20
k=14193 --- G .
studieren, wobei g,(f) (i = 0,1, 2,...) ganze Zahlenmit 0 < &) < ¢q,(i = 1,2,3,...)
sind und wo fiir unendlich viele i &(t) < g; — 1 ist.
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Im ersten Teil dieser Arbeit verallgemeinern wir ein Ergebnis der Arbeit [2]. Im
zweiten Teil der Arbeit werden einige Ergebnisse iiber die Gleichverteilung (mod 1)
der Funktionen F,(x) = &,(f)/q, abgeleitet (siehe (1)).

DEFINITIONEN UND BEZEICHNUNGEN

1. Wenn A eine Menge von natiirlichen Zahlen ist, dann setzen wir bei natiirli-
chem n A(n) = ), 1. Weiter setzen wir

asn,acA

51(A)=liminfM, 65(A) = lim sup A ing 5(A)=1imM,

n n—o n n>wo N

sobald dieser Grenzwert existiert. Die Zahlen 6,(A4), 6,(4) und (4) nennt man die
untere asymptotische Dichte, die obere asymptotische Dichte und die asymptotische
Dichte der Menge A.

2. Wenn {g;}~, eine Folge von natiirlichen Zahlen ist, g, > 1 (k = 1,2,3,...),
dann zerféllt bei natiirlichem n das ganze Intervall <0, 1) in q,q, ... q, Intervalle
n-ter Ordnung

. k k+1
lf,")=< , ) (k=0,1,...,9:45 ... 4, — 1).
9192 ---9n 9192 --- 4n

Wenn

k & & &,
_ = —
9192 ---9n 41 919> 9192 --- 9n

ist, wo & (i =1,2,...,n) ganze Zahlen sind, 0 < ¢ < g; (i =1,2,...,,n), dann
sagen wir, dass das Intervall i zur Folge ¢4, ¢,, ..., &, gehort. Wenn t € i) ist und 1
die Cantorsche Entwicklung von ¢ ist, dann ist eo(f) = O und &((f) = ¢, (i = 1,2, ...

)

3. IM | bezeichnet das Lebesguesche Mass der Menge M und IM Ie bezeichnet das
dussere Lebesguesche Mass der Menge M.

4. Die Menge M < <0, 1) nennt man homogen in <0, 1), wenn eine solche Zahl
d e {0, 1) existiert, dass fiir jedes Intervall I = <0, 1) die Beziehung d = [M () I[/|1]
gilt.

5. In der ganzen Arbeit bedeutet {q,};~, eine folge von natiirlichen Zahlen,
g>1(k=12..).
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6. [u] ist der ganze Teil von u, {u} ist der Bruchteil von u, also u = [u] + {u}.

7. {a,};. bedeutet die Menge aller Haufungspunkte der Folge {a;}i- .

1

In der Arbeit [2] ist bewiesen, dass die Funktion f(x) dann und nur dann gleich-
verteilt (mod 1) ist, wenn die Zahl ¢ die Form

t= dg + Z —-—"—[Squ]

k=14,q4;3 ... gy

hat, wo a, eine ganze Zahl und 9, = {(p(k)} ist, wobei ¢(x) eine gleichverteilte
(mod 1) Funktion ist. Dabei wird

(i) limg, = +00.

k-

vorausgesetzt.
Wir zeigen jetzt, dass die Voraussetzung (i) durch die schwéchere Voraussetzung

(i1) 2 ;11— — o(P) (P—+ )

ersetzt werden kann (siehe den Satz 1,1).

Die Voraussetzung (ii) ist tatséchlich schwicher als die Voraussetzung (i). Es ist
vor allem ersichtlich, dass aus (i) die Voraussetzung (ii) folgt. Mit Hilfe einfacher
Beispiele kann man zeigen, dass im allgemeinen aus (ii) die Voraussetzung (i) nicht
folgt. Definieren wir z. B. g, = 2, wenn k ein Quadrat ist, anderenfalls q, = k + 1.
Fiir die so definierte Folge gilt dann (i) nicht. Durch eine einfache Abschitzung

bekommt man

= % + O(log P) = o(P),

also (ii) gilt.
Bemerkung 1,1. Unterziehen wir die Voraussetzung (ii) einer Analyse. Wir
zeigen, dass diese Voraussetzung der folgenden anschaulichen Bedingung gleichbe-

deutend ist:
(iii) Fiir jedes s =2,3,4,... ist &({n;q,=s})=0.
Tatséchlich, es gelte (iii) nicht. Dann existiert ein s = 2 mit

(2 6,(4) >0, A,={n;q,=s}.
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Aus (2) folgt das Vorhandensein einer positiven Zahl 7 so, dass fiir unendlich viele P
©) A(P) > nP

ist. Durch eine einfache Abschétzung bekommt man fiir jene P, fiir welche (3) gilt,
die Beziehung

1 P

P ¥=1q, P

s
und daraus folgt die Unméglichkeit von (ii).
Es gelte (iii). Es sei ¢ > 0. Wahlen wir eine natiirliche Zahl K > 1/e. Setzen wir

B = {n; q, < K}. Aus (iii) folgt leicht §(B) = 0. Durch eine einfache Abschitzung
bekommt man

1B(R) 1P B(P) , 1B(P)
P 2 P K P

II/\

P
1
Z__
k=14

"Ulr—

so dass
P

llmsup1 Yy — L

Pooo P x=1q,
ist. Daraus folgt leicht (ii).

Lemma 1,1. Es sei f(x) gleichverteilt (mod 1) und die fiir alle natiirlichen x
definierte Funktion (x) erfiille die Bedingung

0 ) = olp).

Dann ist auch die Funktion f(x) + y(x) gleichverteilt (mod 1).

Beweis. Auf Grund des am Anfang der Arbeit erwdhnten Weylschen Kriteriums
geniigt es zu beweisen, dass fiir jede natiirliche Zahl m

zp:eZRim(f(x)'l'lIl(x)) = 0(1) (p - +oo)
x=1

N =

gilt.

Durch eine einfache Umformung bekommt man

‘z e2ntm(f(x)+¢(x))| - = ‘Z e21um(f(x)+¢(x)) _ i e21:imf(x) + i eZnimf(x)
P %=1 P x=1 = =1
1 P
< = 2nimf(x) + = 2rimy(x) -1 .
- P ‘xz—:l l P le‘e l
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Der erste Summand auf der rechten Seite ist gleich o(1) wegen der Gleichverteilung
(mod 1) der Funktion f(x). Es geniigt also zu beweisen, dass auch der zweite Summand
gleich o(1) ist. Dazu benutzen wir die Abschitzung

v v
27i f e’™7 4z J e**|dz
u

u, v sind reelle Zahlen. So bekommen wir bei Benutzung der Voraussetzung ( j)

I_ixélleZnimW(x) 1] = g?xil‘”("” = o(1).

Je2mi — eZnivl _ <2 = 2nlo — uf,

Satz1,1.{q,};~ , erfiille die Bedingung (ii). Dannist die Funktion f,(x) = 14145 ... qx
dann und nur dann gleichverteilt (mod 1), wenn eine gleichverteilte (mod 1) Funk-
tion ¢(x) so existiert, dass t in der Form

(@) t=ap+Y _[Sad
k=14419;3 --- G

dargestellt werden kann, wo a, eine ganze Zahl und 9, = {o(k)} (k =1,2,3,...)
ist.

Beweis. 1. Setzen wir voraus, dass t auf die erwidhnte Weise dargestellt werden
kann. Dann ist bei k = 2
XA + & ,

dk dk

19143 --- Q-1 = Dy +

D, ganz,

C, = [9k+1qk+1] + .+ [9k+i‘Zk+i] + ...
dik+1 dk+1 - Dr+i
Durch eine einfache Abschitzung bekommt man
L —_—
4) 0<C,,<Z—2"—‘-“—i———1——=1.
i=1qg+1 -+ Gr+i
Durch eine einfache Umformung bekommt man daraus
C, — {9
(5) tqqu"'qk—1=Dk+9k+ *g—k—q—k}—.
. qx
Setzen wir

9(x) = Dxry + 9xs1s 0(x) = Cors = {Sas18xs1} > Y(x) = ;:—(El
x+1

Dann ist offensichtlich

()] <1, fi(x) = 19192 - 4 = 9(x) + V().
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Nach der Voraussetzung des Satzes ist die Funktion g(x) gleichverteilt (mod 1) und
die Funktion y(x) erfiillt die Voraussetzung (j) in Lemma 1,1. Aus Lemma 1,1 folgt
dann, dass auch f,(x) gleichverteilt (mod 1) ist.

2. Es sei f,(x) gleichverteilt (mod 1). Es gibt Zahlen ay, ay, ...; t;, t,, ..., so dass
folgende Beziehungen gelten:

a =1[t], t=ao+t, t ={t},
19y = a; + 1, a; [t1‘11] s t, = {H‘h} = {t‘h},

©
hqy = ag + Lyys G = [tqu] s ey = {tqu} = {t41¢12 Qk}, e
Bei natiirlichem x ist also

te={flx =1}, ax=[{flx = D} a.].

Aus dem Weylschen Kriterium kann man leicht herleiten, dass zusammen mit der
Funktion f,(x) auch die Funktion f(x — 1) (f(0) = 1) gleichverteilt (mod 1) ist.
So folgt aus (6), dass ¢ in der Form (4) dargestellt werden kann, wobei ¢(x) =
= f(x — 1) ist.

Jetzt beweisen wir ein dhnliches Ergebnis auch fiir' die Funktion F,(x) = &,(1)/q,.

Satz 1,2. {q,}i%, erfiille die Bedingung (ii). Dann ist die Funktion F(x) =
= ¢,(t)[g, dann und nur dann gleichverteilt (mod 1), wenn eine gleichverteilte
(mod 1) Funktion ¢(x) existiert, so dass t in der Form (4) dargestellt werden kann.

Beweis. 1. Setzen wir voraus, dass t auf die erwihnte Weise dargestellt werden
kann. Dann ist

F,(x) = [squ] — '9x . {gqu} .
9x qx
Setzen wir Y(x) = —{9,9,}/q,. Dann erfiillt die Funktion y(x) die Voraussetzung ()
in Lemma 1,1, und da die Funktion ¢(x) nach der Voraussetzung gleichverteilt
(mod 1) ist, folgt aus Lemma 1,1, dass auch die Funktion F,(x) gleichverteilt (mod 1)
ist.
2. Es sei F(x) gleichverteilt (mod 1). Aus (5) bekommt man

flx — 1) = qc— + (Fi(x) + D).
Wenn wir y/(x) = C,/q, setzen, stellen wir leicht mit Hilfe von (4') und der Voraus-
setzung des Satzes fest, dass y(x) die Bedingung (j) in Lemma 1,1 erfiillt. Mit F(x)
ist auch F,(x) + D, gleichverteilt (mod 1). Aus Lemma 1,1 folgt nun, dass f,(x — 1)
und natiirlich auch f(x) gleichverteilt (mod 1) ist. Nach dem Satze 1,1 kann man also ¢
in der Form (4) darstellen, wo ¢(x) eine gleichverteilte (mod 1) Funktion ist.
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2

Bezeichnen wir mit H = H(qy, 42, ---) bzw. H* = H*(q, g5, ...) die Menge aller
derjenigen ‘

t = Z 8"—(t) e <0, 1)
k=141q; ... 9x
(die Cantorsche Reihe von f), fiir welche {&(t)/qi} = <0, 1) ist baw. F(x) =
= ¢,(t)/q, gleichverteilt (mod 1) ist. Verschiedene Eigenschaften der Menge
H(qy, g5, -..) studiert man in der Arbeit [3]. Dort ist bewiesen, dass aus

(7 lim sup g, = +00

k=

die Gleichheit [H(qy, g2, ...)] = 1 folgt. Es ist offensichtlich immer

H*(qy, 4, -..) < H(4y, 425 ---) -

In der Arbeit [3] konstruiert man eine die Bedingung (7) erfiillende Folge {qi}i> 1
fiir welche H*(qy, g5, ...) = 0 ist.

Zuerst beweisen wir einige allgemeine Eigenschaften, welche die Menge
H*(q,, g5, ...) bei beliebiger ,,Grundfolge* {q;};=, hat.

Satz 2,1. Es sei {q,};-, eine beliebige Folge von natiirlichen Zahlen, q, > 1 (k =
=1,2,...). Dann ist H*(q,, q,, ...) eine homogene Borelsche G;,; — Menge von
erster Baireschen Kategorie in <0,1) ).

Zum Beweis des Satzes 2,1 benutzen wir die folgenden Hilfssétze.

Lemma 2,1. {r,};>, bedeute die Folge aller rationalen Zahlen des Intervalles
(0, 1); m, s seien natiirliche Zahlen. Bezeichnen wir mit M,(m, s) die Menge aller
derjenigen

0
t=Y —ﬂe@, 1),
1=14493 ... q

fiir welche die folgende Aussage richtig ist: wenn ps(t) die Anzahl aller 1 < s
bezeichnet, fiir welche (t)|q, < r, ist, dann ist

ps(t)€<<rk~%>.s, (rk+71n—).s>.

o o0

Q U NMm,s).

1m=1n=1s=n

Dann gilt

(8) H*(qy, 45, ...) =

TDs

Ly {0, 1) betrachten wir als einen metrischen Raum mit der euklidischen Metrik.
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Beweis von Lemma 2,1. Es sei t,e€ H*(qy, q,,...). Dann ist fiir jedes k =
=1,23,...

©) 5 ({n; 8_;@ < m}) .

Es seien k, m natiirliche Zahlen. Aus (9) folgt, dass fiir alle hinreichend grossen s
(fiir s = n)

|
ps(tO) _ rk < l ,
N m

also to € M, (m, s) gilt. Es ist also t, € M,(m, s) und wegen der Beliebigkeit von k, m
gehort t, zur rechten Seite von (8).

Es gehore t, zur rechten Seite von (8). Dann ist fiir jedes k = 1,2, 3, ...

toe N U NM(m,s).

m=1 n=1 s=n

5Gm%?<@>=mw=szg.

Zur Beendung des Beweises geniigt es zu zeigen, dass fiir jedes « e (0, 1)

5<{n; flg—t‘l) <a}) =q
gilt. t

Wiihlen wir zur Zahl o € (0, 1) zwei Folgen {a1}1%1, {«}}{%; von rationalen Zahlen
des Intervalles (0, 1) mit

Daraus folgt leicht

1"’
Goa, ofsa, gaso (=123 ),

Aus den Inklusionen

{n;s,.(to) < oc;} - {n;en(to) < a} - {n;s"(to_) <
qn qn . 4n
folgt nun leicht

(<o (s
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und durch den Grenziibergang I — + co bekommt man

5<{n;—£—"%ﬁ<oc}>=a.

Lemma 2,2. B sei eine messbare Menge, B < <0, 1). Es sei fiir jedesn = 1,2, 3, ...
die folgende Bedingung erfiillt: wenn k, k' zwei von den Zahlen 0,1, ..., 4,9, ...
... @y — 1 sind, dann ist |B " i®| = |B ni{’|. Behauptung: B ist homogen (in

<0, 1)).

Beweis von Lemma 2,2 — siehe [3].

Beweis des Satzes 2,1. Da die Menge Mk(m, s) bei festen k, m, s die Vereini-
gungsmenge einiger Intervalle der s-ten Ordnung ist, folgt aus (8) leicht, dass
H*(qy, g5, ...) eine G,,; — Menge in <0, 1) ist. :

Die Homogenitit der Menge H*(qy, ¢, -..) beweisen wir mit Hilfe von Lemma
2,2. Es sei n eine natiirliche Zahl und es seien k, k' beliebige zwei von den Zahlen
0,1,...,41q5 .- g, — 1. Setzen wir voraus, dass das Intervall i¥(i%’) zur Folge
€1y €25 +ves &y (815 &5, - .., £) gehort. Es sei te H* N il",

R . U
. =14495 ... 4
at)=¢ (1=1,23,..,n).

>

Dann gehort die Zahl

i &5 g
'=t+)y + 2+ 4+ .

& — & _ &1
1=14149,---91 491 9192 4192 --- 49

pon® e
9192 «-- Gu+1 4192 --- An+i

zum Intervall i¥’ und F,(x) unterscheidet sich von F(x) hdchstens fiir x < n.
Daher ist ¢ € H* und folglich # € H* n i*?. Wenn umgekehrt te H* n i ist,

so haben wir
r=t+) S Sy S U O
1=14493.-- 4
die Menge H* n i*” entsteht also aus H* n i%” durch eine Verschiebung um
’ o &L= &
|’=1 9192 --- 4i
Daraus folgt |[H* n i{| = |[H* A i*| und nach Lemma 2,2 ist H* = H*(q,, q,,...)
eine homogene Menge (in <0, 1)).
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. Jetzt beweisen wir, dass H* = H*(q,, qs, ) von erster Kategorie in (0, 1) ist.
Wegen (8) geniigt es zu beweisen, dass zu jeder natiirlichen Zahl k eine solche Zahl m
0 0
existiert, dass die Menge A4, ,, = U N M,(m, s) von erster Kategorie in (0, 1) ist.
n=1 s=n
Es sei also k eine natiirliche Zahl. Wahlen wir m so, dass r, + 1/m < 1ist. Es sei n
eine beliebige natiirliche Zahl. Es sei I ein Intervall, I < {0, 1). Wiéhlen wir j so
gross, dass das Intervall I ein gewisses Intervall ig-”) von j-ter Ordnung enthilt. Es
gehore i(") zur Folge &y, €, ..., ¢;. Wihlen wir eine natiirliche Zahl d so, dass j +
+d>nundd(j+d)>r + 1/m ist. Das Intervall i{” enthilt das Intervall i,
von (j + d)-ter Ordnung, welches zur Folge &y, ¢,,...,¢j, 0,0,...,0 (d Nullen)
gehort. Wenn ¢ e i), ist, dann haben wir £,(t)/q, < r,firl = j + 1,] +2,..,j +d,
und so

d 1

P'+d(t)
)z d, By € o
p”d() j+d j+d T m

daher ist t¢ ﬂ M,(m, s). Daraus folgt, dass dxe Menge ﬂ M(m, s) in <0, 1) (bei

beliebigem n) mrgendsdxcht ist. Die Menge U ﬂ M k(m s) 1st also von erster Katego-

n=1s=n

rie in €0, 1). Damit ist der Beweis des Satzes beendet.
Mit Hilfe des Satzes 1,2 beweisen wir jetzt das folgende Ergebnis iiber die Struktur
der Menge H*(q,, 45, -..)-

Satz 2,2. {q,}v>, erfiille die Bedingung (ii). Dann ist die Menge H*(qy, 45, --.)
beziiglich des Punktes 1/2 symmetrisch.

Beweis. Es sei t € H *(q 1 92, ) Auf Grund des Satzes 1,2 existiert eine gleich-
verteilte (mod 1) Funktion ¢(x) so, dass

s 3
(10) to=Y _Dhad
k=14193 ... 4k
ist, wobei 9, = {o(k)} (k = 1,2,3,...) ist.
Dann ist (10) die Cantorsche Reihe der Zahl t,. Die Entwicklung

i 4 —1 - [‘ngk]

(11) 1—1ty=
k=1 4193 --- G

ist die Cantorsche Reihe der Zahl 1 — ¢,. Das ist leicht einzusehen. Da 0 £ 9, < 1
(k=1,2,..) ist, haben wir [%q] < g — 1, also g, —1—[%q] 20 (k=
=1,2,3,...). Aus der Definition der Gleichverteilung (mod 1) der Funktion ¢(x)
folgt, dass fiir unendlich viele k 4 < 9, < 1 ist. Fiir diese k ist [9,q,] = [344] =
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2[3.2] =1, ¢ — 1 — [%4] £ qx — 2. Daraus folgt, dass (11) die Cantorsche
Reihe der Zahl 1 — t, ist.

Setzen wir jetzt 7, = ¢, — [%di)> % = (tx — 1)/gy. Dann gilt offenbar ¢,(1 — 9,) <
< 5 < gl — %) + 1 und so ist

(12) 1~9k——1—§9,"<1-—9k.
9k

Da die Folge {Sk}f=1 nach der Voraussetzung gleichverteilt (mod 1) ist, ist auch die
Folge {1 — 8,};>, gleichverteilt (mod 1), was aus der Definition der Gleichverteilung
(mod 1) sogleich einzusehen ist. Aus (12) und aus der Bedingung (ii) bekommen wir
nach Lemma 1,1, dass auch die Folge {9;};%, gleichverteilt (mod 1) ist. Wenn wir
jetzt die Entwicklung (11) beriicksichtigen, bekommen wir auf Grund des Satzes 1,2
1 — to € H*(qy, 43, ...). Damit ist der Beweis des Satzes beendet.

Es ist bekannt, dass jede messbare in <0, 1) homogene Menge das Mass 0 oder 1
hat (siehe [4]). Auf Grund des Satzes 2,1 ist also das Lebesguesche Mass von
H*(q,, g2, - ) gleich 0 oder 1. Der folgende Satz 16st vollstindig die Frage iiber die
Grosse des Lebesgueschen Masses dieser Menge.

Satz 2,3. a) Wenn {q,}>, die Bedingung (ii) erfiillt, dann ist |H*(qy, g2, -..)| = 1.
b) Wenn {q,}i>, die Bedingung (ii) nicht erfiillt, dann ist [H*(qy, 42, ---)] = 0.

Beweis. a) {g,}i%, erfiille die Bedingung (ii). Wie wir schon im Beweis des Satzes
1,2 gesehen haben, ist

(13) Fix + 1) = (£{(9) = Dyrs) = 1.

Ax+1

Nach einem Ergebnis der Arbeit [5] ist die Funktion ¢ M(x) fiir fast alle reellen ¢
gleichverteilt (mod 1), wenn M(x) bei natiirlichem x ganz ist und wenn fiir je zwei
natiirliche x; # x, auch M(x,) von M(x,) verschieden ist. Wenn wir M(x) = ¢,4; ...
... gy setzen, dann sehen wir sofort, das f,(x) infolge des erwdhnten Ergebnisses fiir
fast alle ¢ € €0, 1) gleichverteilt (mod 1) ist. Aus der Gleichheit (13) folgt dann auf
Grund von Lemma 1,1, dass auch die Funktion F(x) fiir fast alle ¢ € <0, 1) gleich-
verteilt (mod 1) ist, daher ist |H*(q;, g5, ...)| = 1.

b) {a,}i%, erfiille die Bedingung (ii) nicht. Dann gilt

: 11
™ limsup = ) —>0.

Pooo P ¥=1q,

Daraus folgt leicht, dass Y. 1/g, = + oo ist. Bezeichnen wir mit N,(0, t) die Anzahl
k=1
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aller I < n, fiir welche &,(f) = 0 ist (siche (1)). Aus den Ergebnissen der Arbeiten [6],
[7] folgt, dass im Falle )" 1/q, = + oo fiir fast alle ¢ € {0, 1) die Beziehung
k=1

(14) tim N0 _ 4

n-o 1

k=14
gilt.
Bezeichnen wir mit 4 die Menge aller ¢ € <0, 1), fiir welche (14) gilt. Dann geniigt
es auf Grund des vorhergehenden zu beweisen, dass H*(q;, 42, ...) < <0, 1) — Aist.
Es sei a € (0, 1), t€ H*(q4, 43, ...)- Auf Grund der ersichtlichen Inklusion

{n; e,(t) = 0} = {n; ﬁ < oc}
qn
bekommt man J,({n; &,(f) = 0}) < a; daraus folgt leicht

(15) ({n; e, (t)y =0}) =0.

Es gehore jetzt irgendein ¢ € <0, 1) gleichzeitig zu den Mengen A4, H *(q1> 925 ).
Fiir dieses ¢ gilt dann (14) und so existiert eine natiirliche Zahl n, derart, dass fiir
jedes n > nq die Ungleichung

N,(0,1) _ 1
(16) 1 75

k=1 (g

gilt. Weiter existiert auf Grund der Voraussetzung (*) eine positive reelle Zahl 7,
so dass fiir unendlich viele n (diese n bilden die Menge V)
121
(17) -y —>n>0
nK=1q,
gilt.
Fiir n € V, n > n, bekommt man mit Hilfe von (16), (17)

MO _ N,,(O,t).lz": 1. i >0.
n "1 nk=1gq

k=14

Daraus folgt 8,({n; &,(t) = 0}) > 0, was einen Widerspruch mit (15) ergibt. Es muss
also A n H*(qy, g2, -..) = 0 und daher H*(qy, 43, -..) = <0, 1) — A gelten. Damit
ist der Beweis des Satzes beendet.

Setzen wir K*(4y, 42, ...) = <0, 1) — H*(qy, g3, -..). Wenn die Folge {q.}i=, die
Bedingung (ii) erfiillt, dann folgt aus dem Satz 2,3 |[K*(qy, 43, ...)| = 0. Fiir eine
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geniigend weite Klasse von Grundfolgen {g,}i>; bestimmt der folgende Satz die
Grésse der Hausdorffschen Dimension der Menge K*(qy, 425 - --)-

Satz 2,4. {q,}%, erfiille fiir jedes ¢ > 0 die Bedingung V(e):

z ___g_"._,____e < +00.
n=1(414> - q)
Dann ist dim K*(q;, 4, ...) = 1.

Beweis. S(z) bezeichnet bei z € €0, 1) die Menge aller

t=Y _al) €<0, 1)
k=14193 --- 4k
mit z ¢ {&(t)/qi}r- Dann ist offenbar S(z) = K*(qy, g5, ...) und auf Grund des
Satzes 2,5 aus der Arbeit [8] gilt dim S(z) = 1. Daraus folgt dim K*(qy, ¢, ..-) = 1.

Bemerkung 2,1. Man kann sich leicht iiberzeugen, dass die Folge {q:}i-i,
g =k + 1 (k=1,2,...) die Bedingung (ii) und fiir jedes ¢ > 0 auch die Bedin-
gung V(s) erfiillt. Daher ist die Menge aller

{ = & gk(t)
- k=1 (k + 1)
(Fakultitreihe von ¢), fiir welche die Folge {&,(¢)/(k + 1)}, gleichverteilt (mod 1)

ist, eine Nullmenge, deren Hausdorffsche Dimension gleich 1 ist (das ist eine einfache
Folgerung der Sitze 2,3 und 2,4).

€0, 1)
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