
Czechoslovak Mathematical Journal

Tibor Šalát
Zu einigen Fragen der Gleichverteilung (mod 1)

Czechoslovak Mathematical Journal, Vol. 18 (1968), No. 3, 476–488

Persistent URL: http://dml.cz/dmlcz/100847

Terms of use:
© Institute of Mathematics AS CR, 1968

Institute of Mathematics of the Czech Academy of Sciences provides access to digitized documents
strictly for personal use. Each copy of any part of this document must contain these Terms of use.

This document has been digitized, optimized for electronic delivery and
stamped with digital signature within the project DML-CZ: The Czech Digital
Mathematics Library http://dml.cz

http://dml.cz/dmlcz/100847
http://dml.cz










Der erste Summand auf der rechten Seite ist gleich O(l) wegen der Gleichverteilung 
(mod 1) der Funktion f(x). Es genügt also zu beweisen, dass auch der zweite Summand 
gleich O(l) ist. Dazu benutzen wir die Abschätzung 

„Iniu - e2iciv\ = 27r/ je 2* '* dz < 2n f |e2" to |dz 
J U J U 

2%\v — u\ 

u, v sind reelle Zahlen. So bekommen wir bei Benutzung der Voraussetzung (j) 

ìs y2nÍ7mlf(x) 
l | = - 2 ^ Ш * ) l = 0(1). 

P X=l 

Satz 1,1. {qk}k= i erfülle die Bedingung (ii). Dann ist die Funktion ft(x) = tq1q2...qx 

dann und nur dann gleichverteilt (mod 1), wenn eine gleichverteilte (mod 1) Funk­
tion cp(x) so existiert, dass t in der Form 

(4) t = «o + S 
fc=i q1q2...qk 

dargestellt werden kann, wo a0 eine ganze Zahl und Sk = {(p(k)} (k = 1, 2, 3, ...) 
ist. 

Beweis. 1. Setzen wir voraus, dass t auf die erwähnte Weise dargestellt werden 
kann. Dann ist bei k > 2 

+„ „ „ n i L̂ fĉ fcJ , f̂c 
* q i q 2 - - - qfc-i = &k + ~ d + — . 

qfc qfc 
Dk ganz, 

r — L^fc+î fc+iJ , . L̂ fc+î fc + ü i 
Lfc h . . . -\ h 

qfc+l qfc+1 ••• qfc+i 

Durch eine einfache Abschätzung bekommt man 

(4') 
o < ck < £ Љ±Ì—L = i. 

í = 1 Чk+i ••• Qk+t 

Durch eine einfache Umformung bekommt man daraus 

(5) tq1q2...qk_1 = Dk + Sk + 

Setzen wir 

ÇҺ ~ {̂ fcqfc} 

qfc 

g(x) = Dx+1 + Sx+1, v(x) = Cx+1 - {9x+1qx+1} , \j/(x) 

Dann ist offensichtlich 

\v(x)\ < 1 , ft(x) = tq1q2... qx = g(x) + \//(x) . 
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Beweis von Lemma 2,1. Es sei t0 e H*(g1? q2, ...)• Dann ist für jedes k = 
= 1 2 3 

(,) »(H*MH 
Es seien k, m natürliche Zahlen. Aus (9) folgt, dass für alle hinreichend grossen s 
(für s = n) 

\Ps{to) J < i 
m 

also t0 G Mfc(m, s) gilt. Es ist also t0 e Mk(m, s) und wegen der Beliebigkeit von k, m 
gehört l0 zur rechten Seite von (8). 

Es gehöre t0 zur rechten Seite von (8). Dann ist für jedes k = 1, 2, 3, ... 

00 00 00 

to є П U П Mt(m, s) 
rø = 1 n~ 1 s-n 

Daraus folgt leicht 

ö(L;eM<rV\ = rk ( f e = 1 , 2 , 3 , . . . ) . 

Zur Beendung des Beweises genügt es zu zeigen, dass für jedes a e (0, 1) 

i(in;-&<*\\-* 
<ln ) , 

gilt. 
Wählen wir zur Zahl a e (0, 1) zwei Folgen {«i}"»i. {<}*-i von rationalen Zahlen 

des Intervalles (0, 1) mit 

a'z -> a , a'/ -> a , aj = a = aj (J = 1, 2, 3, ...) . 

Aus den Inklusionen 

n;^<4cф^<«}c:{„;£áío) 
qn J l Яn ) l Чn 

folgt nun leicht 

«^(KHH(Kf <•})-< 
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genügend weite Klasse von Grundfolgen {qk}k=i bestimmt der folgende Satz die 
Grösse der Hausdorffschen Dimension der Menge K*(qu g2,...). 

Satz 2,4. {qk}k=i erfülle für jedes e > 0 die Bedingung V(e)\ 

£ ?-- < + o o . 
» = i ( q 1 q 2 . . . q „ ) £ 

Dann ist dimK*(q!, q2, ...) = 1. 

Beweis. S(z) bezeichnet bei z e <0, 1> die Menge aller 

t-£ £k{t) e<0,l) 
fc=i q!q2 . . . qk 

mit z £ {^(O/qJfc- Dann ist offenbar S(z) <=: K*(qu q2,...) und auf Grund des 
Satzes 2,5 aus der Arbeit [8] gilt dim S(z) = 1. Daraus folgt dim K*(qi, q2, ...)-= 1. 

Bemerkung 2,1. Man kann sich leicht überzeugen, dass die Folge {qk}k=i, 
qk = fc + 1 (fe = 1, 2,...) die Bedingung (ii) und für jedes £ > 0 auch die Bedin­
gung V(e) erfüllt. Daher ist die Menge aller 

f==y ^ L e < 0 , l ) 
*=i (fe + 1)! ' 

(Fakultätreihe von f), für welche die Folge {sk(t)j(k + l)}r=i gleich verteilt (mod 1) 
ist, eine Nullmenge, deren Hausdorffsche Dimension gleich 1 ist (das ist eine einfache 
Folgerung der Sätze 2,3 und 2,4). 
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