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Czechoslovak Mathematical Journal, 18 (93) 1968, Praha 

ÜBER DIE REGELFLÄCHENPAARE 
MIT EINER NICHT ABWICKELBAREN QUASIFLEKNODALFLÄCHE 

JOSEF VALA, Brno 

(Eingegangen am 5. Mai 1967) 

Es wird die Klassifikation der Regelflächenpaare mit einer nicht abwickelbaren 
Quasifleknodalfläche durchgeführt. Man findet die geometrischen Eigenschaften 
verschiedener Typen der angeführten Flächenpaare. 

a) Betrachten wir im projektiven dreidimensionalen Raum P3 das Paar P der 
Regelflächen. Die Flächen des angeführten Paares seien durch die Geraden q(u), q(u) 
gebildet. Der gemeinsame Parameter nimmt alle Werte aus dem offenen Intervall I an. 
Setzen wir weiter voraus, daß die zum demselben Werte des Parameters u gehörigen 
Erzeugenden beider Regelflächen für alle Werte von uel windschief sind und daß 
die durch die Geraden q, q gebildeten Flächen im Intervall I keine Torsalerzeugenden 
haben. Die Quasifleknodalgeraden des Paares P für u = u0el schneiden die 
entsprechenden Geraden q(u0), q(u0) und die zu diesen Geraden nacheinanderfolgen-
den Erzeugenden der angeführten Regelflächen. Die Schnittpunkte der Quasifleknodal­
geraden des Paares P (für 'u = u0) mit den Geraden q(u0), q(u0) sind nach IVLEV 

die Quasifleknodalpunkte der Flächen des Paares P. Wenn wir alle Werte von uel 
betrachten, dann bilden die Quasifleknodalpunkte auf beiden Flächen die Quasi-
fleknodalkurven. Die Quasifleknodalgeraden längs des Paares der Quasifleknodal-
kurven bilden allgemein die Quasifleknodalfläche. 

Betrachten wir im Raum P3 vier linear unabhängige Punkte Bl9 B2, B3, B4. Jeder 
dieser Punkt sei eine Funktion des Parameters uel. Für das Paar B4(u), B3(u) der 
linear unabhängigen Punkte sei weiter die Relation 

(1) (ß4, B3, B4, B'3) # 0 

für alle Werte von uel erfüllt. Die Striche bedeuten Ableitungen nach u. Die Glei­
chung (1) ist die Bedingung, daß die Verbindungsgerade p(u) der Punkte B4(u), B3(u) 
im Intervall I nicht torsal ist. Die Geraden (B4, B3) bilden dann die Regelfläche #, 
die keine Torse ist. 

Setzen wir voraus, daß die Koordinaten der Punkte B4(u), B3(u) Funktionen des 
Parameters u der Differentialklasse C4 sind. Wenn die Relation B4 = Bu B3 = B2 

527 









Wenn dann für u = u0 e I die Gleichung Xx = 0 gilt, dann folgt aus der Gleichung 

(13): 

k2li\u\ = 0 , X2\i1u\ = 0 . 

Nach (11) schließen wir Xx = X2 = 0 aus, nach den Voraussetzungen muß man auch 
den Fall Xt = fi1 = 0 ausschließen. Es bleibt also nur die Bedingung u\ = u\ = 0. 
Dann gilt aber nach (10) c2 = 0, das ist nach (10a) unmöglich. Es gilt also X1 4= 0 
und ähnlich \i1 + 0 für alle Werte von w e I. 

Die Gleichungen (13) kann man in der Form 

- ) "4 + fe) « ? - « ? = 0 , -M* - fe") M* + f^A M| = 0 
MJ V^i/ V^i/ V î 

einführen. Wenn wir nun /lx = Lix = 1, X2 = X9 n2 = JA wählen, dann haben die 
eingeführten Gleichungen die Gestalt: 

(14) c2X - (c2 + 2ß12) \i = 2u\9 (c3 - 202i) X - c3/x = 2w| • 

Es existiert im allgemeinen eine Lösung der Gleichungen (14) für die Unbekannten 
X, ii. Unter Bezeichnung: 

(15) s = - c 2 - 2oci2 + c2ß±1, 8 = - c 3 + 2a21 + c3ß22 , 

--t = 021*2 - 012*3 + 2012021 , 

bekommen wir diese Lösung im Falle A 4= 0 in der Form: 

(16) 

X = -Ci + - [-ec3 + e(c2 + 20 i2)] , \i = - c 4 + - [ - < c 3 - 2021) + ec2] . 
A A 

Definition. Wir bezeichnen mit P2 das Paar der Flächen K(4, 1), P(3, 2), das im 
Intervall / die Quasifleknodalfläche <P und nur eine einzige Quasifleknodalfläche $ 
hat; ihre Erzeugenden sind für alle Werte von u von den entsprechenden Erzeugenden 
der Fläche <P verschieden. 

Die Lage der Geraden q, q ist nicht von den Größen cl9 c4 abhängig, die Größen 
cl9 c4 bestimmen aber die Lage der Punkte Al9 A2 auf den Geraden q, bzw. q. 
Wenn also die Flächen K(4, 1), K(2, 3) das P2-Paar bilden, dann kann man 

(17) c i = T [~ec3 + e(*2 + 20i2)] , c4 = - [-e(c3 - 202i) + äc2] 

A A 

wählen; es gilt dann: 

(18) u\ = u\ = 0 , 

die Geraden (Ai, A2) bilden die zweite Quasifleknodalfläche des Paares P2. 
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222 = "i [UlUl + ("!)' + UlUl\ > 
U2 

u1 

P21 = (u^ + u2u} + u2u2 \ \u\u\ + u\u%\ 

u 
.1 
2 [H 2^ + (M|)' + u\uX\ 

Wenn wir die Gleichung der Fläche # in der Form X = AY + vA2 betrachten, dann 
bekommen wir leicht die Differentialgleichung der Asymptotenkurven der Fläche $ : 

(28) 2v' + ß 1 2 + ( ß 2 2 - ß u ) v - ß2 1v2 = 0 . 

Nach (28) ist also die asymptotische Tangente der Fläche $ im Punkte Ax durch die 
Punkte 

(Ai9 A[ - iQl2A2) = (Al9 \u\ - i ß 1 2 ] A2 + utA4) 

bestimmt. Diese Tangente fällt mit der Geraden (Ai9 A4) nur dann zusammen, wenn 
u\ - i ß i 2 = 0 ist, d. h. nach (27), (10), wenn 

(29) c2u\-(c2 + 2ß12)u
3

2 = 0 

gilt. Ähnlich bekommen wir die asymptotische Tangente der Fläche $ im Punkte A2. 

(A2, - A 2 + iQ2lAt) - (A29 [-u\ + i ß 2 1 ] At - u3
2A3) . 

Diese Tangente fällt mit der Geraden (A2, A3) nur dann zusammen, wenn — u2 + 
+ i ß 2 i = 0 gilt; es gilt also in diesem Falle nach (27), (10): 

(30) (c3-2ß21)ul-c3u
3

2 = 0. 

Satz 4. Es existiert kein solches P2(4, 3)-Paar, daß seine Flächen R(4, 1), P(3, 2) 
asymptotische Tangenten der zugehörigen nicht abwickelbaren Fläche 0 wären. 

Beweis . Wenn ein solches Paar existiert, dann gilt nach (29), (30) 

ui c2 \ - - P 1 2 C3 

u2 c2 c3 — 2p21 

d. h. es gilt A = 0, das betrachtete Paar ist also kein P2(4, 3)-Paar. 

c) Betrachten wir alle Quergeraden der sich entsprechenden Erzeugenden der Flächen 
K(4, 1), R(3, 2) des Paares P(4, 3) (für alle Werte des Parameters u im Intervall I). 
Diese Quergeraden bilden allgemein eine dreiparametrische Schar K(4, 3), sie gehören 
also zu einem quasispeziellen Komplex (Kovancov [3]). Die Erzeugenden der 
angeführten Schar haben einen Inflexmittelpunkt auf der Fläche K(4, 1) und einen 
Inflexmittelpunkt auf der Fläche K(3, 2). 

Betrachten wir zuerst die Möglichkeit, daß dieK(4,3)-Schar zur Geradenkongruenz, 
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gilt. Die Parameter cu c4 bestimmen nur die Lage des Punktes A1 auf der Fläche 
R(4,1), bzw. die Lage des Punktes A2 auf der Fläche K(3, 2). Nach (10) ist diese Wahl 
immer möglich (c2 + 0). Es gilt dann Xu\ = \xu\ daraus folgt nach (10): 

(34) X = (c2 + 2jS12) x , fi = c2x . 

x ist der neue Parameter. Die Erzeugenden der Ex(4, 3)-Schar sind durch die Punkte 

(35) (A t + [c2 + 2ßl2] xA4, A2 + c2xA3) 

bestimmt. 

Wir bezeichnen mit Tx(4, 3) die Regelfläche, die zur Et(4, 3)-Schar für u = konst. 
gehört; ähnlich bezeichnen wir mit W2(4, 3) die Regelfläche, die für u = konst. zur 
E2(4, 3)-Schar gehört. Nach (35) sind die Flächen Wx(4, 3) und ähnlich auch die 
Flächen ^2(4,3) quadratisch. 

Die Erzeugenden einer Schar der Fläche Wx(4, 3), zu welchen auch die entspre­
chende Erzeugende der Fläche <P gehört, nennen wir konkordant, die Erzeugenden 
zweiter Schar der Fläche Wx(4, 3) nennen wir transversal. Nach (33), (35) ist auch 
(A l9 A2) (u = konst.) eine konkordante Gerade der Fläche 3^(4, 3). Ähnlich hat die 
Fläche T2(4, 3) eine Schar von transversalen und eine Schar von konkordanten 
Erzeugenden. 

Satz 5. Die Flächen !F1(4, 3) berühren längs der entsprechenden Geraden p dann 
und nur dann die Quasifleknodelfläche <£> des Paares P(4, 3), wenn die Fläche R(4, 1) 
durch die Asymptotentangenten der Fläche # gebildet wird. 

Beweis. Betrachten wir die Erzeugende p(u0) (u0 ei) der Fläche <P und auf dieser 
Erzeugenden liegenden Punkt A4 + vA3. Durch diesen Punkt geht die transversale 
Gerade der Fläche lF1(4, 3) und diese Gerade schneidet die Gerade (A l5 A2) im 
Punkte cr1Al + ö"2A2. Es gilt dann: 

(A4 + vA3, Ax + [c2 + 2ßl2~] xA4, A2 + c2%A3 , a1Ai + o2A2) = 0 . 

Daraus folgt: 
C2°"2 = °\{P1 + 2ßll) V • 

Wenn v der Parameter ist, dann ist die tranversale Schar der Geraden der Fläche 
^ ( 4 , 3) durch die Punkte 

(36) (A4 + vA3, ^2^i + [c2 + 2ß12] vA2) 

bestimmt. Die Fläche ^ ( 4 , 3) berührt die Fläche $ längs der Geraden p(u0), wenn 
für alle Werte von v 

(A4, A3, A4 + vA3, c2A, + [c2 + 2ß12] vA2) = 0 
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Die rechten Seiten der Gleichungen (38) setzen wir in die Gleichung (37) ein. Wir 
bekommen folgende Gleichung: 

(39) cpx(Al9 A2) + cp2(Al9 A3) + cp3(Al9 A4) + cp4(A29 A3) + cp5(A29 A4) + 

+ cp6(A39 A4) = 0 , cpi = cplu, x)9 i = 1, 2, 3, 4, 5, 6 . 

Die Punkte Al9 A2, A39 A4 sind linear unabhängig, die Relation (39) ist nur dann für 
alle Werte von w, x erfüllt, wenn cpt = 0, i = V 2, 3, 4, 5, 6, für alle Werte von u9 x 
gilt. 

Aus der Gleichung cp3 = 0 bekommen wir nach (10): 

(40) u\ = 0 , A = 0 . 

Dauraus folgt nach (21) unter Voraussetzung ß12ß21 =f= 0 : 

c2 = -ßi2(l - c)9 c3 = ß21(l + c). 
Die Gleichung cp4 = 0 ist nach (10) immer erfüllt. Aus der Gleichung cpx = 0 folgt 
dann 

(41) x[c2u3 + (c2 + 2ß12) u4] + u\ + u\ = 6>! . 

Ähnlich folgt aus der Gleichung cp2 = 0: 

(42) x2[-c2u
2

3] + x\ul-u2
2 + ^ \ + —u\ = &2. 

L C 2j 2̂ 

Bei Benützung der Relationen (41), (42) bekommen wir aus der Gleichung cp5 = 0 
die Relation c2 = — ß12, (c = 0), u\ + u\ = 0 und endlich auch die Gleichung 

(43) ct + c4 + ß1±- ß22 = 0. 

Aus der Gleichung cp6 = 0 bekommen wir bei der Benützung der angeführten Be­
dingungen schon keine weiteren Bedingungen. 

Für die Größen c2, c3 bekamen wir 

(44) c2 = -ß129 c3 = ß21: 

die Flächen K(4, l), K(3,2) werden durch die asymptotischen Tangenten der Fläche 3> 
gebildet Dann sind noch die Relationen: 

u\ = 0 , u\ = 0 9 u\ + u\ = 0 

erfüllt. Aus diesen Gleichungen bekommen wir nach (10), (44), (43) die folgenden 
Relationen: 

(45) ~ß[2 + 2a12 + iß12(ß22 + ßn) - 0, 

ß'2x -2a21 -iß21(ß22+ß11) = 09 

ß'2i - ßxx - % 2 - «ii) ~ \(ß\i ~ ßlx) = 0 . 
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Ähnlich bekommen wir durch die Vergleichung der Koeffizienten bei A2: 

(51) ß2 = du[u\ + §u\ + Sc2xul] + d# . 

Durch die Vergleichung der Koeffizienten bei A4 bekommen wir unter Benützung 
von (50): 

(52a) dx(c2 + 2ß12) = du{S[(c2 + 2ß12) xu\ — c2xu\ — u2~\ + 

+ [(c2 + 2ß12) x(u\ - MJ) + (c2 + 2ß12)
2 x2u\- (c'2 + 2j8'12) x - uf]} . 

Durch die Vergleichung der Koeffizienten bei A3 bekommen wir unter Benützung 
von (51): 

(52b) -9c2 dx = du[(c2 + 2ß12) xu\ + 9u\ + Sc2x + &c2xu\ -

— c2x(u\ + 9u\ + Sc2xul)~\ . 

Wenn wir aus der Gleichung (52a) dx berechnen. (c2 + 2ß12 + 0 nach (10a)) und in 
die Gleichung (52b) einsetzen, dann bekommen.wir 

(53) cß2{-Ax - u$} + ${x2c2(c2 + 2ß12) (c2 + ß12) + 

+ x[cf
2(c2 + 2ß12) - c2(c'2 + 2ß[2) + c2(c2 + 2ß12)(u\ - u2 + u\ - iij)] + 

+ [(c2 + 2/f12) u\ - c2uf]} = 0 . 

Diese Gleichung bestimmt auf jeder Erzeugenden der Fx(4, 3)-Schar zwei Brennpunkte; 
ein Brennpunkt (& = 0) liegt immer auf der Fläche R(4, l) der zweite Brennpunkt 
liegt im allgemeinen auf der Fläche K(4, 1) nicht. 

Satz 7. Die Et(4, 3)-Schar hat dann und nur dann eine zweifache Brennfläche 
R(4, l) , wenn folgende Bedingungen erfüllt sind: Die Kurve (A4) ist eine Fleknodal-
kurve der Fläche $, die Geraden (Au A4) sind die asymptotischen Tangenten der 
Fläche 0 längs der Kurve (AU). Für den Parameter c3, der die Lage der Geraden 
(A2, A3) bestimmt, gilt: 

(54) ßf
22 - ß[; - 2(a22 - a n ) - \(ß\2 - ß\,) + ^1 2(c3 - ß2i) = 0 . 

Unter der Voraussetzung, daß (A4) eine zweifache Fleknodalkurve der Fläche <P 
ist, hat die Et(4, 3)-Schar dann und nur dann eine zweifache Brennfläche R(4, l), 
wenn das P(4, 3)-Paar durch die asymptotischen Tangenten der Fläche 0 längs der 
Kurven (A4), (A3) gebildet wird. 

Beweis . Wenn die Relationen (53) für alle Werte von x, uel eine zweifache 
Wurzel 9 = 0 haben, dann gilt nach (10), (53) 

C2 = —ß12 , uf + u\ = 0 , W3 — u\ + u\ — u\ = 0 . 

Es ist klar, daß die Fläche P(4, 1) durch die asymptotischen Tangenten der Fläche 0 
längs der Kurve (A4) gebildet wird. Aus der dritten Relation folgt dann: 

(55) ct + c4 = ß 2 2 -ß1A. 
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Wir haben vorausgesetzt, daß u\ = 0 gilt. Wenn wir in diese Relation c1 + c4 = 
= ß22 — ß11 (nach (55)) einsetzen, dann bekommen wir: 

(56) ~ßf
12 + 2a i 2 + \ß12(ß22 + ßlx) = 0 . 

Bei Gültigkeit von (56) ist die Kurve (A4) eine Fleknodalkurve der Fläche 0. Wenn 
wir in die Gleichung u\ + u\ = 0 die Relation c± + c4 = ß22 — ßtl (nach der 
Gleichung (55)) und weiter c2 = — ß12 einsetzen und wenn wir die Relationen (10) 
benützen, dann bekommen wir (54). 

Wenn noch die Relation 

ßzi - j»ii - 2(a22 - a n ) - \(f22 - ß2
lt) = 0 

gilt, dann ist die Kurve (A4) (nach (6), bei Gültigkeit von (56)) im Intervall I eine zwei­
fache Fleknodalkurve der Fläche 0. Die Relation (54) ist dann nur im Falle c3 = ß21 

erfüllt; die Fläche R(3, 2) wird durch die asymptotischen Tangenten der Fläche $ 
längs der Kurve (A3) gebildet. 

Satz 8. Die Et(4, 3)-Schar hat die zweite Brennfläche in der Fläche R(3, 2), wenn 
das zugehörige Paar P(4, 3) das P0(4, 3)-Paar ist. 

Beweis. Aus der Gleichung (53) folgt in diesem Falle: 

A = 0 , u2 = 0 ; 

die Relation u\ = 0 setzen wir voraus. Das zugehörige Paar P(4, 3) ist das P0(4, 3)-
Paar. 

Im folgenden setzen wir voraus, daß das Paar P kein P0(4, 3)-Paar ist und daß für 
keinen Wert des Parameters u ei gleichzeitig A = 0, u\ = 0, u\ = 0 gilt. 

Satz 9. Die Fläche Q(4,1), die zum Paare P(4, 3) gehört, wird allgemein durch die 
kubischen Kurven kt gebildet, diese Kurven liegen auf den entsprechenden Flächen 
S\(4 , 3). 

Beweis. Aus der Gleichung (53) bekommen wir # und ersetzen es in die Gleichung 
(46). Wenn wir xl9 x2, x3, x4 die Koordinaten des beliebigen Punktes X in bezug 
zum Koordinatensystem mit den Ecken Al9 A2, A3, A4 sind, d. h. wenn 

X = x1A1 + x2A2 + x 3 ^ 3 + x4A4 

gilt, dann bekommen wir für die Koordinaten des Brennpunktes R folgende Rela­
tionen: 

(57) :*! = xA + w2 , 

x2 = x2c2(c2 + 2ß12)(c2 + ß12) + >c[c2(c2 + 2ß12) - c2(c2 + 2ß'12) + 

+ c2(c2 + 2ß12) (u\ - u
2 + u{- ut)] + [(c2 + 2ß12) u\ - c2u$] , 

x3
 z=z C2KX2 , 

x4 = [c2 + 2ß12] xxt . 
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Erzeugenden der Fläche R(4, 1) gleichzeitig asymptotische Tangenten der Flächen 
<P, $ sind. Die zum P2(*i) (4, 3)-, bzw. P2(t2) (4, 3)-Paare gehörige Fläche ß(4, 1) 
kann nicht durch die transversalen Geraden der entsprechenden Quadriken ,F1(4,3) 
gebildet werden. Die zum P2(t0) (4, 3)-Paare gehörige Fläche ß(4,1) wird durch die 
transversalen Geraden der entsprechenden Quadriken Wx(4,3)dann und nur dann 
gebildet, wenn die Fläche R(4,1) durch die asymptotischen Tangenten der Fläche <£ 
gebildet wird. 

Beweis. Wenn für alle Werte von ueI die Erzeugenden der Fläche ß(4, l) die 
transversalen Erzeugenden der Flächen !F1(4, 3) sind, dann gilt nach (47) 

(60) , _ _ _ _ _ , _ = 0 . 
c2 + 2ß12 dx 

& ist die Lösung der Gleichung (53). Aus der ersten Gleichung (60) bekommen wir 
dann: 

(61) , - 1 , tt-«2 + « » " + « o , 
c2 + 2ß12 Ax + u2 

Den Fall, daß A = u\ = u2 = 0 für alle Werte von ueI gilt, haben wir im Satze 8 
gelöst. Wir schließen wieder nun den Fall aus, daß für irgendeinen Wert u = u0 e I 
gleichzeitig A = u\ = u\ = 0 gilt. Aus der zweiten Gleichung (60) bekommen wir 
dann: 

(62) %2[9I2A] + x[m2u%\ + [9-dttJ - _ « 0 ] = 0 • 

Diese Relation muß für alle Werte von x erfüllt sein, es gilt also gleichzeitig: 

(63) 2I2A = 0 , %2u\ = 0 , « i n j - A^0 = 0 . 

Setzen wir nun voraus, daß P ein P2(4, 3)-Paar ist. Dann gilt A + 0 und man kann 
u2 = u\ = 0 wählen. Die Relationen (63) haben dann nach (58) folgende Gestalt: 

(64) c2 = - j8 1 2 , (c2 + 2ß12) u\ - c2u\ = 0 . 

AUS der ersten Gleichung folgt, daß die Fläche K(4, 1) durch die asymptotischen 
Tangenten der Fläche 0 gebildet wird, aus der zweiten Gleichung folgt dann, daß die 
Fläche i\(4, l) nach (29) durch die asymptotischen Tangenten der Fläche $ gebildet 
wird. Wenn c2 = — ß12 gilt, dann sind die Relationen (63) auch für A 4= 0, u\ = 
= u\ = u2 = u\ = 0, d. h. für P2(t0) (4, 3)-Paar erfüllt. Wenn P ein P2(tx) (4, 3)-Paar 
ist, dann kann man A + 0, u\ = u2 = u\ = 0, u\ 4= 0 wählen; die zweite Gleichung 
(64) ist nicht erfüllt. Ähnlich kann man den Fall des P2(f2) (4, 3)-Paares betrachten. 

Satz 12. Die zum Pi(4, 3)-Paare gehörige Fläche ß(4, 3) wird dann und nur dann 
durch die transversalen Geraden der Flächen !Pi(4,3) gebildet, wenn die Fi(4, 3)-
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Schar zur Fleknodalkongruenz der Fläche $ gehört und wenn (A4) die Fleknodal-
kurve der Fläche <P ist. 

Beweis. Setzen wir voraus, daß P ein Px(4, 3)-Paar ist, es gilt A = 0 (ul = 0 
haben wir schon vorausgesetzt). Wenn die Gleichungen (63) gelten, dann folgt 
c2 = — ß12, die Fläche K(4, l) wird durch die asymptotischen Tangenten der Fläche d> 
längs der Kurve (A4) gebildet. Weiter gilt $IX = 0. Aus dieser Gleichung bekommen 
wir dann nach (21) 

ul — ul + ui — ut — 0, 
d. h. nach (10) 

(65) cx +ct**ß22-ß11. 

Wenn wir aus der Gleichung (65) in die Gleichung u\ = 0 einsetzen (die Gültigkeit 
dieser Gleichung setzen wir immer voraus), bekommen wir: 

-ß\i + 2a12 + \ß12(ß22 + ß1±) = 0 . 

Die Kurve (A4) ist die Fleknodalkurve der Fläche $. 
Nach (53) gilt dann: 

s = _ u3
2 + u\ 

uí 
und nach (60) ist 

(66) v = u2 + ut 

Wenn wir c1 + c4 = ß22 - ßiu c2 = -ß12, c3 = ^21 (A = 0) in die Gleichung 
(66) einsetzen, dann bekommen wir nach (10): 

(67) v[ß'21 - 2a21 - iß21{ß22 + /Jn)] = ß'22 - ß[x - 2(a22 - a u ) -

- i(^22 ~ ßli) . 

Da (A4) die Fleknodalkurve der Fläche # ist, dann ist nach (6) die Kurve (A4 + 
+ vA3), wo v die Lösung der Gleichung (67) ist und u der Parameter ist, die Flekno­
dalkurve der Fläche <P. Die Erzeugenden 

(68) (A4 + v^3, - A ! + vA2) 

der Flächen ¥^(4, 3) (siehe (36)) bilden dann die Fläche ß(4, 1), wenn v die Lösung 
der Gleichung (67) ist. 

Es genügt nun zu beweisen, daß die nach (68) gegebenen Transversalerzeugenden 
der Flächen ^ ( 4 , 3) für alle reellen Werte von v asymptotische Tangenten der 
Fläche <P sind. Die Tangente der Fläche <P im Punkte A4 + vA3 ist noch durch den 
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R(3, 2) durch die asymptotischen Tangenten der Fläche $* längs der Kurve (A3) 
gebildet. Das folgt aus den letzten Gleichungen und aus den Gleichungen (79a), (79b). 
Im folgenden beschränken wir uns auf die Gleichung (79a). 

Wenn wir in diese Gleichung nach (76), (10) einsetzen, dann bekommen wir: 

(79) (1 - c) {-ij8?2(l + c)2 u\x2 + T[ij812(l + c) c4 - \ß'12(i + c) -

- Ü 8 1 2 M 1 + c) ~ i/»iac#] - 4} + (1 + c){~iß\2(l - c)2 u\x2 + 
+ t[i]812(l -c)c1+ iß'12(\ - c) + ißX2ßxx(i - c) - ±j812c'] + i} = 0 ; 

cl9 c4 ist die Lösung der Gleichungen u\ = u2 = 0, wenn c2 = — j812(l — c), c3 = 
= j821(l + c) gilt. Nach (10) gilt also: 

(80) 

ißX2cx(i - c) + ij812c4(l + c) - j812(l - c) + /?12c' + 2a12 + ßlxß12(l - c) = 0 , 

ij821c-.(l - c) + i/J21c4(l + c) + j821(l + c) + /?21c' - 2a21 - j821j822(l + c) = 0 . 

Die Gleichung (79) ist für x quadratisch, im Intervall I können also höchstens zwei 
nicht abwickelbare Flächen (A3, A4) ohne Torsalgeraden existieren, daß die Flä­
chen JR(4, 1), R(3, 2) des Paares P0(4, 3) durch ihre asymptotischen Tangenten gebildet 
werden. 

Für die Vereinfachung der folgenden Betrachtungen setzen wir voraus, daß eine 
dieser Flächen die Fläche 0 ist. Dann gilt c = 0. Bei Benützung von (80) bekommen 
wir für die zweite Wurzel der Gleichung (79): 

(81) -ißUul + u\) x + /T12 - 2a12 - ißx2(ß22 + ßlx) = 0 . 

Wenn auch die zweite Wurzel gleich Null ist (T = 0), dann ist (A4) nach (6) die 
Fleknodalkurve der Fläche <P. 

Finden wir noch die geometrischen Eigenschaften des Falles, daß die Koeffizien­
ten bei T, T° in der Gleichung (81) für alle Werte von u e I gleich Null sind. Dann gilt: 

ß'12 - 2a12 - \ß12(ß22 + ßlt) = 0 , u\ + u\ = 0 . 

Aus der Gleichung u\ = 0 folgt dann: 

c1 + c4 = ß22 - ßlx . 

Die Fläche <P ist nach dem Satze 6 eine Quadrik und die Flächen R(4, 1), R(3, 2) 
werden durch die Paare der Erzeugenden der zweiten Schar (d. h. einer anderen Schar, 
als die Fläche <P) der Quadrik gebildet. 

f) Wir werden nun die geometrischen Eingenschaften der Inflexmittelpunkte der 
dreiparametrischen K(4, 3)-Schar betrachten. 

Setzen wir ein bewegliches Koordinatensystem mit den Eckpunkten Al9 A2, A3, A4 

nach (9) voraus. Es gilt also: 

Aj = c1A4 + c2A3 + 2A4 , A2 = c3A4 + c4A3 - 2A3 . 
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längs der Kurve (A3) sind die Geraden (A3, A2). Wenn die Gleichung der Fläche <P 
die Form (4) hat, dann hat die Differentialgleichung der angeführten Riccatischen 
Scharen der Kurven die folgende Form: 

(85) v' - \c2 + 25(u) v - ic3v2 = 0 . 

Wir setzen voraus, daß 5 = 5(u) die Funktion der Differentialklasse C1 ist. 
Die Tangenten der gegebenen Riccatischen Schar (85) (d. h. 5 ist eine gegebene 

Funktion des Parameters u) längs der Erzeugenden der Fläche <P bilden eine Quadrik 
W(4, 3). Ihre Erzeugenden, die die Tangenten der Fläche # sind, nennen wir transver­
sale Erzeugenden der Fläche W(4, 3). Die Erzeugenden zweiter Schar sind die kon-
kordanten Erzeugenden der Fläche W(4, 3). 

Betrachten wir noch die geometrischen Eigenschaften der Transformation (82). 
Die konkordanten Geraden der zum System (85) gehörigen Quadriken gehören bei 
der gegebenen Funktion 5 = 5(u) und für alle Werte von u ei zur T(4,3)-Schar. 
Die Erzeugenden der Fläche # schließen wir aus. Für die angeführten Erzeugenden 
der T(4, 3)-Schar gilt dann: 

(A1? A2, A4 + vA3, A4 + vA3 + v'A3) = 0 . 

v' genügt der Differentialgleichung (85). Nach (84) bekommen wir dann leicht: 

v\2ß - 25] = 0. 

Wenn wir also in den Gleichungen (83) ß = ß(u) wählen, dann bekommen wir eine 
zweiparametrische Schar der Geraden (Al9 A2); die Geraden dieser Schar sind die 
konkordanten Geraden, die zur Riccatischen Schar 

(86) v' - \c2 + 2ß(u) v - ic3v
2 = 0 

gehören. 

Satz 16. Die Quadrik Wx(4, 3) wird immer durch die konkordanten Geraden der 
Schar (86) dann und nur dann gebildet, wenn die Fläche R(4,1) durch die asympto­
tischen Tangenten der Fläche $ längs der Kurve (A4) gebildet wird. 

Beweis. Wenn die Gerade (Al9 A2) die Fläche R(4, 1) berührt, dann gilt: 

(Au A2, A4, <Ux) = 0 . 

Es gilt also co\ = 0. Nach (84) bekommen wir dann: 

W12 + Q(C2 + ßn) + c2 + 2oc12 - c2ßlt = 0 . 

Diese Relation hängt von Q nur in dem Falle nicht ab, wenn c2 = —ßu &&, d. h. 
wenn (A4, A^) die asymptotische Tangente der Fläche # im Punkte der Kurve (A4) 
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Diese Geraden gehören nach (95) auch zum angeführten linearen Komplex. Unter 
den im Satze angeführten Voraussetzungen gehört K(4, 3) zum linearen Komplex. 
Nach dem Satze 3 bilden die Flächen P(4,1), P(3, 2) ein P0(4, 3)-Paar. 

g) Setzen wir voraus, daß T(4, 3) nicht zum linearen Komplex gehört. Wir werden 
die nicht auf den Flächen P(4, 1), R(39 2) liegenden Inflexmittelpunkte der Erzeugen­
den der T(4, 3)-Schar suchen. 

Betrachten wir den Punkt M im Räume P3 

(96) M = A1 + tA2 

und setzen wir voraus, daß dieser Punkt nicht auf den Flächen P(4, 1), K(3, 2) liegt. 
Wir betrachten weiter alle durch M gehenden Erzeugenden der T(4, 3)-Schar. Diese 
Geraden gehören allgemein zur Kegelfläche. Mit Hilfe der Gleichungen (84) be­
kommen wir leicht die Bedingung, daß der Punkt M fest ist. 

(97) At dß = du[-t2Q21 - t(a2Z + a14) - Q12~\ , 
2t dQ = du[t2Q21 — t(a23 — a14) — ß1 2] , 

dt - t2[i(c3 - 2ß21)\ du + t[-i(2ß + Q - 2ß22) - i(2ß - Q + 2j8n)] du + 
+ [-i(c2 + 2ß12)]du=0. 

Die Tangentenebene LT des Komplexkegels im Punkte M längs der gegebenen 
Erzeugenden der T(4, 3)-Schar (u = u0, Q = QÖ9 ß = ß0) ist durch die Punkte Al9 Al9 

dA! bestimmt; die Differentialrichtung ist durch die Gleichungen (97) gegeben. 
Dann folgt nach (84) 

(98) I7 = Q12(Al9 A29 A3) - tQ21(Al9 A2, A4) . 

Wenn M der Inflexmittelpunkt der betrachteten Geraden (Al9 A2) ist, dann gilt 
für die angeführte Tangentenebene: 

(99) dII = xI7, x - X(w, ß,t, Q, du) . 

Aus den Gleichungen (98) folgt dann: 

(100) dIT = (Al9 A29 A3) {dQ12 + Ql2[a>[ + co\ + co\\ - tco\Q21} + 

+ (Al9 A29 A4) {-dt Q21 - t dQ21 + <o%Ql2 - tQ21[co[ + co2
2 + cot]} + 

+ (Al9 A3, A4) {-co\Q12 - tco\Q21} + (A2, A3, A4) {co\Q12 + tco\Q2t} . 

Die Koeffizienten der Glieder (Al9 A39 A4)9 (Al9 A3, A4) sind unter den Vorausset-
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zungen der Gültigkeit der Gleichungen (97) Null gleich. Es bleibt nach (99) nur eine 
Bedingung: 

(101) t2Q21{c2Q21 - Q12(c3 - 2ß21)} + 
+ t{Q21[-iß12(a23 + a14) - \(c2 + ß12)(a23 - a14)] + 

+ Q21\2ßß'12 + Q(C'2 + ß[2) - e'] + 

+ ®l2[iß2l(a23 + «14) + KC3 ~ ß2l)(a23 ~ «14)] ~ 

- QuYWn + Q(C'3 - ß'n) - £'] + QnQnißii - /»ll)} + 
+ ß 1 2{-ß 2 1 (c 2 + 2jS12) + c3Q12] = 0. 

Satz 18. Setzen wir voraus, daß das P-Paar ein P0(4, 3)-Paar ist und die ent­
sprechende T(4, 3)-Schar nicht zum linearen Komplex gehört. Betrachten wir weiter 
nur solche Erzeugenden der T(4, 3)-Schar, die eine endliche Zahl von Inflexmittel-
punkten haben. Die Inflexmittelpunkte dieser Erzeugenden liegen nur in den ent­
sprechenden Punkten der Flächen R(4, l), P(3, 2). 

Beweis. Betrachten wir den Fall, daß die Koeffizienten bei dem quadratischen und 
bei dem absoluten Gliede der Gleichung (101) für alle Werte von ß, Q, UEI gleich 
Null sind. Unter der Voraussetzung, daß der Koeffizient bei dem linearen Gliede nicht 
Null gleich ist, dann hat die Gleichung (101) keine endliche Lösung t + 0. Die 
Inflexmittelpunkte der entsprechenden Geraden liegen nur auf den Flächen R(4, 1), 
P(3,2). 

Setzen wir iQ21 = 0 für alle Werte der Parameter ß,Q,u ei voraus. Nach (84) gilt 
dann c3 = 0. Diesen Fall schließen wir aus. Der Koeffizient des quadratischen Gliedes 
in der Gleichung (101) ist nur in dem Falle 

(102a) c2Q21 ~ Q12(c3 - 2ß21) = 0 

für alle Werte von ß, Q,uel Null gleich. Wenn wir in die Gleichung (102a) für 
-̂ i2> -̂ 21 n a c n (84a) einsetzen, dann bekommen wir: 

c2[2ßß21 + Q(C3 - ß21) + c3 - 2a21 - c3ß22] -

- (c3 - 2ß21) \2ßß12 + Q(C2 + ß12) + c2 + 2a12 + c2ßlt~\ = 0 . 

Diese Gleichung gilt im Falle ß12ß21 + 0 dann und nur dann für alle Werte von 
ß, Q,U e I, wenn die Relationen (24) gelten. Das angeführte Paar ist ein P0(4, 3)-Paar. 

Betrachten wir den Fall, daß das absolute Glied in der Gleichung (101) gleich 
Null ist. Wenn Q12 = 0 für alle Werte von ß,Q,ueI gilt, dann gilt c2 = 0. Diesen 
Fall schließen wir aus. Es gilt also: 

(102b) ~Q21(c2 + 2ß12) + c3Q12 = 0 . 

Die Gleichung (102b) gilt im Falle ß\2ß2\ 4= 0 dann und nur dann für alle Werte von 
ß,Q,u e I, wenn die Gleichungen (24) gelten. 
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