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UBER DIE REGELFLACHENPAARE
MIT EINER NICHT ABWICKELBAREN QUASIFLEKNODALFLACHE

Joser VALA, Brno

(Eingegangen am 5. Mai 1967)

Es wird die Klassifikation der Regelflichenpaare mit einer nicht abwickelbaren
Quasifleknodalfiiche durchgefithrt. Man findet die geometrischen Eigenschaften
verschiedener Typen der angefiihrten Fliachenpaare.

a) Betrachten wir im projektiven dreidimensionalen Raum P; das Paar P der
Regelfldchen. Die Flachen des angefiihrten Paares seien durch die Geraden q(u), g(u)
gebildet. Der gemeinsame Parameter nimmt alle Werte aus dem offenen Intervall I an.
Setzen wir weiter voraus, dal die zum demselben Werte des Parameters u gehorigen
Erzeugenden beider Regelflichen fiir alle Werte von u € I windschief sind und daf
die durch die Geraden g, g gebildeten Flichen im Intervall I keine Torsalerzeugenden
haben. Die Quasifleknodalgeraden des Paares P fiir u = uy el schneiden die
entsprechenden Geraden q(u,), g(u,) und die zu diesen Geraden nacheinanderfolgen-
den Erzeugenden der angefiihrten Regelflachen. Die Schnittpunkte der Quasifleknodal-
geraden des Paares P (fiir 'u = u,) mit den Geraden q(u,), g(uo) sind nach IVLEV
die Quasifleknodalpunkte der Flichen des Paares P. Wenn wir alle Werte von u € I
betrachten, dann bilden die Quasifleknodalpunkte auf beiden Fliachen die Quasi-
fleknodalkurven. Die Quasifleknodalgeraden lings des Paares der Quasifleknodal-
kurven bilden allgemein die Quasifleknodalfliche.

Betrachten wir im Raum Pj vier linear unabhéngige Punkte By, B,, B3, B,. Jeder
dieser Punkt sei eine Funktion des Parameters u € I. Fiir das Paar B,(u), By(u) der
linear unabhéngigen Punkte sei weiter die Relation

1) (B4, By, By, B3) # 0

fiir alle Werte von u eI erfiillt. Die Striche bedeuten Ableitungen nach u. Die Glei-
chung (1) ist die Bedingung, daB die Verbindungsgerade p(u) der Punkte By(u), B;(u)
im Intervall I nicht torsal ist. Die Geraden (B4, B;) bilden dann die Regelfliche &,
die keine Torse ist.

Setzen wir voraus, daB die Koordinaten der Punkte B,(u), B;(1) Funktionen des
Parameters u der Differentialklasse C* sind. Wenn die Relation B} = B,, B; = B,

527



gelten, dann kann man nach M. BARNER [1] voraussetzen, dafl das System der
Differentialgleichungen

(2 dB; = [B11By + B1,B, + %;,B; + a;;B,] du,
dB, = [ﬂ21Bl + B3,B, + 03,B;5 + oc21B4] du,
dB; = B, du,
dB, = B, du

erfiillt ist. Die Koeffizienten «; 4, Bix i, k = 1, 2, sind Funktionen des Parameters u
der Differentialklasse C2.

Die Fliche ¢ = (B,, B;) sei die Quasifleknodalfldiche des Paares P, (B,(u)) sei
die Quasifleknodalkurve des Paares P. (B,(u)) liege auf der Fliche, die durch die
Geraden g(u) erzeugt wird. (Bs(u)) sei auch die Quasifleknodalkurve des Paares P.
(B;(u)) liege auf der Fliche, die durch die Geraden g(u) erzeugt wird. Fiir die Erzeu-
genden der Flichen des Paares P gilt dann:

q = (By, ¢1By + ¢,B;s + ¢sBy + ¢6B,), § = (Bs, ¢3By + 4By + ¢7B; + cgB,).

Nach der Definition der Quasifieknodalgeraden bekommen wir ‘dann:

p.gq=0, p.g=0, p.gd =0, p.g =0.

Daraus folgt c¢s = ¢; = 0; die Gerade g ist die Tangente der Fliche ¢ immer im
entsprechenden Punkte B,, die Gerade g ist die Tangente der Fliche ¢ immer im
entsprechenden Punkte B;. Man kann noch die Koordinaten der Geraden ¢, § so
umnormen, daBl ¢5; = —cg = +2 gilt. Diese Umnormung ist immer mdglich, es
gilt ¢5 . cg =+ O fiir alle Werte des Parameters u € I. Unter der Voraussetzung c¢s = 0
fiir u = uo €1 fallt namlich die Gerade g(u,) mit der Geraden p(u,) zusammen, sie
schneidet aber dann die Gerade g(u,) und das ist nach den Voraussetzungen fiir die
Geraden g(u), g(u) unmdglich. Dasselbe gilt fiir den Fall ¢cg = 0.

Setzen wir voraus, daB die angefiihrte Umnormung durchgefiihrt ist. Es gilt dann:
(3a) q = (B4, ¢,Bs + ¢,Bs + 2B)),
(3b) q= (B:” c3By + ¢4B; — 2B2) .

Setzen wir voraus, daB cy, c,, c3, ¢, Funktionen des Parameters u € I der Differen-
tialklasse C? sind. (Diese Voraussetzung gilt in den Abschnitten f), g) nicht.)
Die Gleichung der Fldche @ sei in der Form

4 X =B, + vB;,
wo der Parameter v alle reellen Werte annimmt.
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Die Differentialgleichung der Asymptotenkurven der Fldche @ ist:

(5) 20" + By + U(ﬁzz - ﬂu) — v*B,; = 0.

Wenn fiir u = u, €I die Relation ¢, = — B, gilt, dann ist die Gerade g(u,) die
asymptotische Tangente der Fliche & im Punkte B,(u,). Wenn fiir u = u, €I die
Relation ¢; = B,; gilt, dann ist die Gerade g(u,) die asymptotische Tangente der
Fliche ¢ im Punkte Bs(u;).

Die Gleichung der Fleknodalkurven der Flache & ist der Gestalt:

(6) o2 — 312 + %ﬁn(ﬂz: + Bu) + ”[(“22 - OC11) - %(ﬁlzz - ﬂ’u) +
+ i(ﬁ%z - ﬁ%l)] + 02[‘“21 + 4p5 — %521(522 + ﬂu)] =0.

Das Paar der Kurven (B,(u)), (Bs(u)) ist auf der Fliche @ im Intervall I im Sinne
von Terracini [5] konjugiert, wenn fiir alle Werte von u € I die Relation f8;, . f,; + 0
und

(7 Bai[—asz + 3812 — 3B11B12] = Bio[oar — 3821 + 1B21B22]

gilt.
Die Riccatische Schar (R-Schar) der Kurven der Fliche & hat die Differential-
gleichung:
v+ ou) + 2 Bu)v + y(u)v* =0;

o(u), B(u), y(u) sind die gegebenen Funktionen des Parameters u. Die R-Scharen
sind entweder allgemein, oder quadratisch, oder schichtbildend (MAYER [4], Barner
[1]). Die asymptotische Schar gehért auch zu den R-Scharen.

Das Paar der Kurven (B,), (B) ist unter Voraussetzung 8,85, + 0 (u €I) auf der
Fliache @ zum Paare von zwei asymptotischen Kurven apolar, wenn

(8) B12B21(B22 — B11) — B21Bia + BiaBar =0
gilt. Diese Relation folgt aus der Gleichung (5).

b) Betrachten wir ein neues Koordinatesystem mit den Eckpunkten
) A; =2B; + c,B; + ¢,B,, A, = —2B, + ¢4B; + ¢3B,,

Ay =By, A,=B,.
Es gilt nach (9):
(Al’ A2, As, A4) = _4(31, Bz, B3, B4) .

Die Punkte A4, 4,, A3, A, sind also fiir alle Werte von u € I linear unabhéingig.

Die durch die Geraden (4;, 4,) gebildeten Regelflichen fiir u € I bezeichnen wir
mit R(i, k) (i, k = 1,2, 3, 4). Es gilt also & = R(4, 3). Das Paar P wird durch die
Flichen R(4, 1), R(3, 2) gebildet.
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Nach den angefiihrten Voraussetzungen haben die Flichen R(4, 1), R(3, 2) im
Intervall I keine Torsalerzeugende, es gilt:

(9&) (A4a Al, dA4’ dAl) * 0 ’ (A3a AZ’ dAB’ dAZ) * 0 s

fiir alle Werte von u eI
Durch die Differentiation des Systems (9) bekommen wir bei Beniitzung der
Gleichungen (2):

(10) dA; = ¥4, = vk dud,; i,k=1,2,34;
o] =3(cy + 2B11)du, o = —3(c, + 2By,)du,

0] = [C'z + 2000, — %Cz(cl + 2ﬂ11) + 554(02 + 2ﬂ12)] du,
o} = [cf + 2ay; — Jei(ey + 2B11) + 3es(es + 2B12)] du,
(D; = ‘%("'3 - 2.321) du, wg = ""%(64 - 2.322) du,

a)g = [C:t — 205, — %Cz(cs - 2ﬂ21) + %‘34(64 - 2ﬂ22)] du,
w; = [c5 = 2051 — dei(es — 2B21) + 3cs(cs — 2B32)] du,
oy =0, o= —3du, o =1ic,du, o}f=1ic;du,
o) =idu, 0i=0, o0}=—-%c,du, of= —ic du.

Die Flichen R(4, 1), R(3, 2) haben nach den Voraussetzungen im Intervall I keine
Torsalerzeugenden, es gilt also nach (9a), (10) fiir alle Werte von u € I:

(10a) cy.(c2 +2B12) 0, c3.(c5 —2B,1) *0.
Setzen wir voraus, dafB3 die Geraden
(11) p(u) = (AA4; + Aody, Ay + poAs), A= Au), w=pu), i=12,

die Quasifleknodalgeraden des Paares P der Flichen R(4, 1), R(3, 2) fiir alle Werte
von u e I sind. Weiter setzen wir voraus, da sie von den entsprechenden Geraden p(u)
verschieden sind. Es gilt fiir den festen Wert des Parameters u (u = uy €I):

(12) q.p=0, g.p=0, ¢.p=0, g .p=0.

Wenn u alle Werte aus dem Intervall I annimmt, dann bilden die Geraden p im allge-
meinen eine weitere Quasifleknodalfliche ®. Wir werden die Bedingungen der Existenz
und die Eigenschaften der Fliche & betrachten. Die ersten zwei Gleichungen sind
offenbar nach (11) erfiillt, aus den weiteren Gleichungen folgt nach (3), (10):

(13) _}*2#1“2 + '11”2“% - '11.111“? =0, _11#1“‘2t - '11#2“; + /12.“1“; =0.

Setzen wir voraus, daB das Paar P eine Quasifleknodalfliche & hat. Diese kann
auch zerfallen.
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Wenn dann fiir u = u, €I die Gleichung 4, = 0 gilt, dann folgt aus der Gleichung

(13):

Aapqug =0, Aypgu; = 0.

Nach (11) schlieBen wir A; = 1, = 0 aus, nach den Voraussetzungen muB man auch
den Fall A, = pu; = 0 ausschlieBen. Es bleibt also nur die Bedingung u} = uj = 0.
Dann gilt aber nach (10) ¢, = 0, das ist nach (10a) unméglich. Es gilt also 4; # 0
und dhnlich p; # O fiir alle Werte von u e I.

Die Gleichungen (13) kann man in der Form

_ (ﬁ)u;’; + (’fl)uf —ul=0, —ul —(ﬁ)ug + (&)“; =0
Ay 1y Hy A

einfilhren. Wenn wir nun A; = yu; = 1, 4, = 4, u, = u wihlen, dann haben die
eingefiihrten Gleichungen die Gestalt:

(14) €A — (Cz + 2B12)ﬂ = 2ui, (Cs - 2ﬁ21) A= cap = 2u3.

Es existiert im allgemeinen eine Losung der Gleichungen (14) fiir die Unbekannten
A, p. Unter Bezeichnung:

(15) e= —cy — 204, + CB11, &= —C + 20,1 + ¢35z,
4 = Bi1¢; — B1acs + 2B12B21 5

bekommen wir diese Losung im Falle 4 # 0in der Form:

(16)

1 _ 1 _
A= —cy + " [—ecs + &(cy + 2B12)], p= —cq + 5 [—e(cs — 2B,y) + Eca] .

Definition. Wir bezeichnen mit P, das Paar der Flichen R(4, 1), R(3, 2), das im
Intervall I die Quasifleknodalfliche & und nur eine einzige Quasifleknodalfliche &
hat; ihre Erzeugenden sind fiir alle Werte von u von den entsprechenden Erzeugenden
der Flache @ verschieden.

Die Lage der Geraden g, g ist nicht von den Gro8en ¢y, ¢, abhéngig, die Grofen
¢y, ¢4 bestimmen aber die Lage der Punkte A, A, auf den Geraden g, bzw. g.
Wenn also die Flichen R(4, 1), R(2, 3) das P,-Paar bilden, dann kann man

(17) €4 = i [_3‘33 + 5("2 + 2312)] s €4 = i [—3(03 - 2321) + écz]

wihlen; es gilt dann:
(19) W= b =0,
die Geraden (A4, A,) bilden die zweite Quasifleknodalfliche des Paares P,.
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Betrachten wir den Fall, daB fiir u = u, € I die Losung der Gleichungen (14) nicht
existiert. In diesem Falle existiert fiir u = u, keine Quasifleknodalgerade des Paares
der Flachen R(4, 1), R(3, 2), die von der Geraden p(u,) verschieden ist.

Definition. Mit P, bezeichnen wir das Paar der Flachen R(4, 1), R(3, 2), das im I
nur eine Quasifieknodalfliche hat.

Nach den Gleichungen (14) bekommen wir fiir das Paar P, die folgende Bedingung:
(19) 4=0.
Weiter gilt fiir alle Werte von u e I wenigstens eine der folgenden Ungleichheiten:
(20) —ecy + &(c, + 2B12) 0, —elcs — 2B,y) + &c, + 0.

Aus der Gleichung (19) bekommen wir nach (15) unter Voraussetzung fy,8,; #+ 0:

(2] ;= =Pl —¢), c3=P(1+c).

Es gilt ¢ = ¢(u); ¢ + +1 fir keinen Wert des Parameters u e I. Im Falle ¢ = 1 ist
nimlich die entsprechende Gerade der Fliche R(4,1) die Torsalerzeugende, nach a)
ist es aber unmoglich. Ahnlich kann nicht ¢ = —1 gelten.

Wenn wir fiir ¢,, c; aus den Gleichungen (21) in die Relationen (20) einsetzen,
dann bekommen wir nur eine Bedingung:

(22) ﬁZl[ﬁiz(l —¢) — 20y, — ﬁlzﬂu(l -] -
= Bua[=Baa(1 + ) + 220 + fafa(l + )] # 0.

Wenn die Kurven (4,), (43) im Intervall I die asymptotischen Kurven der Fliche
@ nicht beriihren, dann bezeichnen wir das P; — Paar mit P,. Die Gleichungen (21)
und die Ungleichung (22) bestimmen also das Paar P;.

Definition. Mit P(4, 3) bezeichnen wir das Paar P, welches durch die Tangenten der
Flache @ lings der Kurven (4,), (4;) gebildet wird. Das P(4, 3)-Paar, welches P,
bzw. P,-Paar ist, bezeichnen wir mit P,(4, 3), bzw. P,(4, 3).

Satz 1. Alle Py(4, 3)-Paare bilden allgemein eine Paarenmenge, die von einer
beliebigen Funktion ¢ = c(u) abhdngt. Wenn die Flichen R(4,1), R(3,2) ein P,(4,3)-
Paar bilden, dann ist das Doppelverhdltnis der Tangente der Kurve (A,), der zu
der Kurve (A4) konjugierten Tangente der Fliche &, der Erzeugenden der Fldche &
und der Erzeugenden der Fliche R(4, 1) fiir alle Werte von u el immer dem ent-
sprechenden Doppelverhdltnis der Tangente der Kurve (A;), der zu der Kurve (A4s)
konjugierten Tangente der Fliche ®, der Erzeugenden der Fliche R(3,2) und der
Erzeugenden der Fliche ® gleich.
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Beweis. Die Lage der Erzeugenden der Flichen R(4, 1), R(3, 2) hangt nur von den
Funktionen c,, ¢; ab. Nach (21) hingt die Lage der entsprechenden Geraden des
P,(4, 3)-Paares nur von der Funktion ¢ = c(u) ab. (Bei der Giiltigkeit von (22).)

Wir werden weiter voraussetzen, daB die Fliachen R(4, 1), R(3, 2) ein P,(4, 3)-Paar
bilden. Auf der Fliche @ ist zu der Tangente (4,4, A3) die Tangente (44, —2B1,45 +
+ 2A}) konjugiert. Ahnlich ist auf der Fldche & zur Tangente (4;, A3) die Tangente
(A3, 28,144 — 24%) konjugiert. Fiir das Doppelverhiltnis D der Tangente der
Kurve (A4,), der zu dieser Geraden auf der Fliche & konjugierten Tangente, der
Erzeugenden der Fliche & und der Erzeugenden der Fliche R(4, 1) gilt im Falle
u=ugel

(232) p=t2b
C2

Im Falle u = u, eI gilt dhnlich fiir das Doppelverhiltnis D der Tangente der Kurve
(A3), der zu dieser Geraden auf der Fliche ® konjugierten Tangente, der Erzeugenden
der Fliche R(3, 2) und der Erzeugenden der Fliche @:

C3
c3 — 2By

Die Relation D = D ist fiir alle Werte von u € I nur dann erfiillt, wenn fiir u € I die
Relation 4 = 0 gilt.

Betrachten wir im folgenden den Fall, daB die Gleichungen (14) im Intervall I un-
endlich viele Lsungen haben. Zu dem gegebenen P(4, 3)-Paar existieren dann unen-
dlich viele verschiedene Quasifleknodalflichen. Dann gilt:

(23b) D=

(203) A = 0, —803 + E(CZ + 2ﬁ12) = 0, _‘e(c3 - 2ﬂ21) + ECZ = 0 .
Diese Relation kann man unter Voraussetzung f,,8,; =+ 0 in die Form

(24) 4=0, ﬂZl[ﬂ,IZ(l - C) — 20045 — ﬁ12511(1 - C)] -

- /312[—/321(1 + C) + 205, + ﬁ21ﬁ22(1 + c):l =0
iiberfiihren.

Definition. Wir bezeichnen mit Po(4, 3) ein P(4, 3)-Paar, fiir welches die Relationen
(20a) fiir alle Werte von u eI gelten. Im Falle By, . B,; + 0 bezeichnen wir ein
solches Paar mit P(4, 3).

Satz 2. Es existiert allgemein nur ein Py(4, 3)-Paar. Das Py(4, 3)-Paar ist durch
die asymptotischen Tangenten der Fliche ® nur dann gebildet, wenn die Kurven
(A4), (A3) im Sinne von Terracini konjugiert sind. Das Py(4, 3)-Paar existiert nicht,
wenn die Kurven (Ay), (A3) apolar zum Paar der Asymptotenkurven der Fliche ®
sind und nicht im Sinne von Terracini konjugiert sind.
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Beweis. Die zweite Relation (24) ist fiir ¢ linear. Wenn ¢ = 0 gilt, dann sind die
Geraden ¢, g nach(21),(3),(4),(5) asymptotische Tangenten der Fliche . Zur Erfiillung
der Relation (24) ist dann die Bedingung (7) fiir alle Werte von u € I notwendig.
Wenn die Bedingung (7) fiir irgendeinen Wert u = u, e I nicht erfiillt ist, aber fiir
alle Werte von u € I die Relation (8) gilt, dann ist die zweite Relation (24) fiir u = u,
nicht erfiillt, das P0(4, 3)—Paar existiert dann nicht. Wenn aber das Paar der Kurven
(A44), (43) im Intervall I im Sinne von Terracini konjugiert ist und wenn auf der
Fliche @ zwei im Intervall I zum Paare der Kurven (4,), (4;) apolare Asymptoten-
kurven existieren, dann ist die zweite Gleichung (24) fiir alle Werte von c erfiillt.

Satz 3. Setzen wir voraus, daf die Kurven (Ay), (As) im Intervall I im Sinne von
Terracini konjugiert sind und daf8 sie zum Paare der Asymptotenkurven der
Fliche @ apolar sind. Es existieren dann unendlich viele P0(4, 3)-Paare, aber es
existiert kein P,(4, 3)-Paar.

Beweis. Bei den angefiihrten Voraussetzungen ist die Relation (22) nicht erfiillt.
Aus dem Beweise des Satzes 2 folgt dann die Behauptung des Satzes 3.

Im folgenden werden wir die P,-Paare betrachten. Weiter werden wir voraussetzen,
daB die Fliche & durch die Geraden (4,, 4,) gebildet wird, es gilt dann uj = 0,
4
u;, = 0.

Wenn die Fliche & fiir u = u, eI eine Torsalgerade hat, dann gilt fiir u = u:
(Al’ A25 uTAM ugA3) = 0 .

Das ist in folgenden Fillen moglich: u = 0, u3 = 0, uf = u3 = 0. A4, ist im ersten
Falle der Kuspidalpunkt der Fliche &, 4, ist im zweiten Falle der Kuspidalpunkt
der Fliche @, im dritten Falle gilt fiir u = uq:

(25) d(Ab Az) = (w} + (og) (A1, Az) s

d. h. die Gerade (4,, 4,) ist stazionir.

Definition. Mit P,(t,) (4, 3)-Paar bezeichnen wir ein P,(4, 3)-Paar, das die Quasi-
fleknodaltorse @ hat. Die Kehlkurve der angefiihrten Torse liegt in diesem Falle
auf der Fliche R(4, 1). Ahnlich hat das P,(t,) (4, 3)-Paar die Quasifleknodaltorse & mit
der Kehlkurve auf der Fliche R(3, 2). Wir bezeichnen weiter mit P,(t,) (4, 3) das
P,(4, 3)-Paar der Flichen R(4, 1), R(3, 2), die zu einem speziellen linearen Komplex
gehoren.

Setzen wir im folgenden voraus, daB fiir alle Werte von u € I

wW=ut=u}=0

gilt. Wenn u3 nicht fiir alle Werte von u €I gleich Null ist, dann haben wir ein
P,(t,) (4, 3)-Paar. Wenn wir aus den Gleichungen (17) fiir ¢,, ¢, in die Gleichung
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u$ = 0 einsetzen, dann bekommen wir die Differentialgleichung, die die Beziehung
zwischen den GroBen c,, c; gibt. Wenn ¢, die gegebene Funktion des Parameters
u ist, dann ist diese Differentialgleichung fiir ¢; von zweiter Ordnung. Diese Ordnung
ist nur in dem Falle niedriger, wenn ¢, + 28, = 0 gilt. Dann aber gilt nach (10):
dA,; = w}A,, die Fliche & und auch die Fliache R(4, 1) ist ein Kegel, das ist aber
nach (10a) unmaglich.

Ahnlich kann man auch die P,(t,) (4, 3)-Paare betrachten.

Setzen wir im folgenden voraus, daB fiir alle Werte von u € I

W=ut=ut=ul=0
gilt. Dann gilt
d(4,, 4,) = (0] + ©3) (44, 4,),

d. h. die Gerade p ist fest. Das angefiihrte Paar ist ein P,(t,) (4, 3)-Paar.

Definition. Im folgenden werden wir mit P,(4,3) ein solches Paar P,(4, 3) be-
zeichnen, zu dem die einzige gehdrende Fliche @ im Intervall I keine Torsalerzeu-
gende hat.

Betrachten wir also das P,(4,3)-Paar und die zu ihm gehdrende Fliche & mit den
Erzeugenden (4,, 4,), es gilt dann fiir u I

u?=u‘2‘=0, u§=i=0, u‘f=i=0.

Wir werden nun die Gleichung der Asymptotenkurven der Fliche & suchen.
Die Differentialgleichungen der Leitkurven der Fliche @ sind der Gestalt:

(26) Al = P 1Ay + P4, + Q1147 + 04,45,
5= Py1A; + PyA4; + Q147 + Q5,45

Nach (2), (9), (10) bekommen wir dann:

(27) Qi1

1 '
L fudut + @ty + utad].
1

1
Q12 = — [uiu3 + ufui],
us
2
u
Py, = ujui + (ui) + ufui — o lwwd + (u1) + uiui] —
TH 1
— Ll + utd],
Uz

114 3 4
Qs = — [uzuy + uzus],
Uy
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1
Q22 = = [usu3 + (u3) + u3ui],
2
1
Py = (u;)' + uiui + u%ué - u—i [u;u‘; + u;u‘;] —
Uy

1
u
- é [u3u3 + (u3) + u3ui].

Wenn wir die Gleichung der Fliche @ in der Form X = A, + #4, betrachten, dann
bekommen wir leicht die Differentialgleichung der Asymptotenkurven der Fliche &:

(28) 20" + 0., + (sz _ Q“)E _ QZlﬁz =0.

Nach (28) ist also die asymptotische Tangente der Fliche @ im Punkte 4, durch die
Punkte

(An Al — %leAz) = (Al’ [“i - ‘}.‘Qu] A4, + “?A‘t)

bestimmt. Diese Tangente fillt mit der Geraden (4,, A,) nur dann zusammen, wenn
u} — 3Q,, = 0ist, d. h. nach (27), (10), wenn

(29) cput — (c3 + 2B12)u3 =0
gilt. Ahnlich bekommen wir die asymptotische Tangente der Fliche & im Punkte A4,.
(A2, =45 +30514)) = (4, [—u3 + 10,,] 4, — u34;).

Diese Tangente fillt mit der Geraden (4,, A3) nur dann zusammen, wenn —uj +
+ 1Q,; = 0 gilt; es gilt also in diesem Falle nach (27), (10):

(30) (5'3 - 2ﬁ21) uj — cu3 =0.
Satz 4. Es existiert kein solches P,(4, 3)-Paar, daf seine Flichen R(4, 1), R(3, 2)
asymptotische Tangenten der zugehdrigen nicht abwickelbaren Fliche ® wiren.

Beweis. Wenn ein solches Paar existiert, dann gilt nach (29), (30)

4
uy _ ¢ + 2By C3

3 - - ’
Uz C2 c3 — 25,

d. h. es gilt 4 = 0, das betrachtete Paar ist also kein P2(4, 3)—Paar.

¢) Betrachten wiralleQuergeraden der sich entsprechenden Erzeugenden der Flichen
R(4, 1), R(3, 2) des Paares P(4, 3) (fiir alle Werte des Parameters u im Intervall I).
Diese Quergeraden bilden allgemein eine dreiparametrische Schar K(4, 3), sie gehdren
also zu einem quasispeziellen Komplex (Kovancov [3]). Die Erzeugenden der
angefiihrten Schar haben einen Inflexmittelpunkt auf der Fliche R(4, 1) und einen
Inflexmittelpunkt auf der Fliche R(3, 2).

Betrachten wir zuerst die M6glichkeit, daB die K(4, 3)-Schar zur Geradenkongruenz,
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bzw. zur Regelfliche gehort. Wenn wir mit r die Erzeugenden der K(4, 3)-Schar
bezeichnen, dann gilt:
r=(A4; + 244, A + p43);
u, A, u sind die Parameter.
Wenn die Geraden r zur Kongruenz, bzw. zur Regelfliche gehoren, dann sind die
Kleinschen Punkte r, or[du, dr[dA, or|op fiir alle Werte der Parameter linear ab-
hingig. Wir bekommen leicht:

or

52 = _(Az’ A4) - #(As, A4) >
or

a = (Al’ A3) - }'(A3’ A4) ’

or
» = (Ay, A) [u3 + pul — lu;] + (4, 43) [—ui + pu? — 3] +
+ 04(4y, 4,) + 02(A1s 43) + 03(As, Ay) + 04(A3,44) -

Die Koeffizienten ¢4, 05, 03, 04 Werden wir nicht im folgenden brauchen. Die Glieder
mit (Ay, As), (4, 4;) sind nur im Ausdruck fiir or/ou. Es gilt also fiir alle Werte
von u, A, 1
(31) uy + pus — Juy =0, —ud+ pu? —2ui=0.

Setzen wir voraus, daB R(4, 1), R(3, 2) entweder ein P,(4, 3), oder ein P,(4, 3), oder
ein Py(4, 3)-Paar bilden. Nach (31) gilt dann u3 = u = 0, d. h.nach (10) ¢, = ¢3 =
= 0. Das ist aber nach den Voraussetzungen (10a) unméglich.

Im folgenden werden wir also voraussetzen, daB K(4, 3) nicht zur Kongruenz oder
Regelfliche gehort.

In der K(4, 3)-Schar existiert allgemein eine zweiparametrische Schar E,(4, 3) der
Geraden, die die Fliche R(4, 1) beriihren. Die Fliche ¢ gehort auch zur E, (4, 3)-Schar.
Ahnlich existiert inder K(4, 3)-Schar allgemein eine zweiparametrische ScharE,(4, 3) der
Geraden, die die Fliche R(3, 2) beriihren. Die Fliche ® gehort auch zur E,(4, 3)-Schar.

Wenn die Gerade

r=(A; + de s + 143)
zur E,(4,3)-Schar gehort, dann gilt:
(32) (Ay, Ay pyAy + Ay, A[2,A; + A4,]) = 0.
Aus dieser Gleichung bekommen wir folgende Bedingung:
Al + Au3] — poAui = 0.
Wenn wir nun A, = u, = 1, 4, = A, pz = p wihlen, dann hat die angefiihrte
Bedingung die Gestalt: u3 + Auj — pu? = 0. Wir wihlen noch die Parameter ¢y, ¢,
so, daB3
(33) wt =0
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gilt. Die Parameter c,, ¢, bestimmen nur die Lage des Punktes 4, auf der Flache
R(4, 1), bzw. die Lage des Punktes A4, auf der Fliche R(3, 2). Nach (10) ist diese Wahl
immer mdglich ('c2 + 0). Es gilt dann Ju} = pu? daraus folgt nach (10):

(34) A=(cs +2Ba)%, p=cyx.
x ist der neue Parameter. Die Erzeugenden der E, (4, 3)-Schar sind durch die Punkte

(35) (A1 + [cz + 2By,] %Ay, Ay + c;%4;)
bestimmt.

Wir bezeichnen mit ¥,(4, 3) die Regelfldche, die zur E,(4, 3)-Schar fiir u = konst.
gehort; dhnlich bezeichnen wir mit ¥,(4, 3) die Regelfliche, die fiir u = konst. zur
E,(4, 3)-Schar gehort. Nach (35) sind die Flichen ¥,(4,3) und éhnlich auch die
Flichen ¥,(4,3) quadratisch.

Die Erzeugenden einer Schar der Fliche ¥,(4, 3), zu welchen auch die entspre-
chende Erzeugende der Fliche & gehort, nennen wir konkordant, die Erzeugenden
zweiter Schar der Fliche ¥,(4, 3) nennen wir transversal. Nach (33), (35) ist auch
(A4, A;) (u = konst.) eine konkordante Gerade der Fliche ¥,(4, 3). Ahnlich hat die
Fliche ¥,(4,3) eine Schar von transversalen und eine Schar von konkordanten
Erzeugenden.

Satz 5. Die Flichen ¥,(4, 3) beriihren lidngs der entsprechenden Geraden p dann
und nur dann die Quasifleknodel fliche ® des Paares P(4, 3), wenndie Fliche R(4, 1)
durch die Asymptotentangenten der Fldche ¢ gebildet wird.

Beweis. Betrachten wir die Erzeugende p(u,) (4, € I) der Fliche ¢ und auf dieser
Erzeugenden liegenden Punkt 4, + vA4;. Durch diesen Punkt geht die transversale
Gerade der Fliche ¥,(4,3) und diese Gerade schneidet die Gerade (4,, 4,) im
Punkte 6,4, + 0,4,. Es gilt dann:

(Ag + vA3, Ay + [c2 + 2P| XAy, Ay + %Ay, 014, + 0,4,) =0.

Daraus folgt:
€05 = o4(cy + 2B45) 0.

Wenn v der Parameter ist, dann ist die tranversale Schar der Geraden der Fliche
¥,(4, 3) durch die Punkte

(36) (A4 + vAs, c24; + [c2 + 2B,,] v4,)

bestimmt. Die Fliche ¥,(4, 3) beriihrt die Fliche & lings der Geraden p(u,), wenn
fiir alle Werte von v '

(A4, Az, Ay + vd3, ¢4 + [02 + 2ﬂ12] UAz) =0
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gilt. Nach (10) gilt diese Relation nur dann, wenn ¢, + f;, = 0 gilt. Die Erzeugende
der Fliche R(4,1) fiir u = u,ist eine asymptotische Tangente der Fliche @. Wenn die
Flichen ¥,(4, 3) fiir alls Werte von u die Fliche & lings der entsprechenden Erzeu-
genden beriihren, dann wird die Fliche R(4, 1) durch die Tangenten der Asymptoten-
kurven der Flache ¢ langs der Kurve (4,) gebildet.

Ein dhnlicher Satz gilt auch fiir die Flichen ¥,(4, 3).

Es ist klar, daB fiir alle Werte von u € I die Flichen ¥,(4, 3) und ¥,(4, 3) die
Flache & liangs der entsprechenden Erzeugenden p dann und nur dann beriihren,
wenn das P(4, 3)-Paar durch die Tangenten der Asymptotenkurven der Fliche &
lings der Kurven (4,), (45) gebildet wird.

Wir werden nun den Fall betrachten, daB3 die E 1(4, 3)—Schar zu einer Regelfliche
gehort.

Satz 6. Die E1(4,3)-Schar gehort zu einer Regelfiiche dann und nur dann, wenn
die Fliche @ eine Quadrik ist und wenn die Flichen R(4,1), R(3,2) durch die Erzeu-
genden derselben Schar dieser Quadrik gebildet werden.

Beweis. Sei m eine Erzeugende der E,(4, 3)-Schar. Wenn die E,(4, 3)-Schar zer-
fallt, dann sind die Pliickerischen Koordinaten der Punkte m, 6m/6u, 6m/6x linear
abhingig. Es gilt dann:

(37) gﬁ=am+9ﬁﬂ,a=@@m%i=hp
ou ox

(Die geometrischen Punkte m, dm/dx fallen nicht zusammen.)
Nach (35) bekommen wir:

(38) m = (Ay, Ay) + cox(Ay, As) — [y + 2B12] % (A, Ay) —
- Cz[cz + zﬂxz] %Z(As, Ay),
om
_6; = CZ(AI, As) - [Cz + 2ﬂ12] (Az, A4) - 202[02 + Zﬁlz] ”(As» A4) s
om 1 2 2 1
i (Ag, Ay) [ui + ui + cymui + (c; + 2Byo) xus] +

+ (Ay, A3) [u3 + cynul + cynul + cy(cy + 2By,) #Pul + chx] +
+ (A1, Ay) [uz + cyxuy — (cz + 2By2) xuz] +

+ (A3, A3) [eynul — (5 + 2By2) xui] +

+ (4, 4y) [—ui — (cz + 2B12) #u3 — (c2 + 2B12) nuy —

= caes + 2B15) xPul — (c3 + 2B15) %] +

+ (Aa’ A4) [—‘?2"“‘1t - (02 + zﬁlz) w3 — Cz("z + 2ﬁ12) wuj —
= cx(c; + 2By,) %Puf — ch(cy, + 2By5) #* — c5(ch + 2B15) %*] .
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Die rechten Seiten der Gleichungen (38) setzen wir in die Gleichung (37) ein. Wir
bekommen folgende Gleichung:

(39) §01(A1a Az) + ‘Pz(Ap A3) + (03(1‘11, A4) + (P«t(Az’ As) + (Ps(Azs A4) +
+ 06(A3, 44) =0, @; = @iu, %), i=1,2,3,4,56.

Die Punkte A;, A,, A3, A, sind linear unabhingig, die Relation (39) ist nur dann fiir
alle Werte von u, x erfiillt, wenn ¢; = 0, i = 1, 2, 3,4, 5, 6, fiir alle Werte von u, »
gilt.

Aus der Gleichung @3 = 0 bekommen wir nach (10) :

(40) ut=0, 4=0.
Dauraus folgt nach (21) unter Voraussetzung By,8,; + 0:
Cy = “/312(1 - C), Cc3 = ﬂn(l + c) .

Die Gleichung ¢, = 0 ist nach (10) immer erfiillt. Aus der Gleichung ¢, = 0 folgt
dann

(41) ([cud + (cz + 2B1a)us] + ui +uj =0,
Ahnlich folgt aus der Gleichung ¢, = 0:
(42) W[ —cui] + x [ug —ul + -6—3] + 1 u3 =0,.

C2 C2
Bei Beniitzung der Relationen (41), (42) bekommen wir aus der Gleichung @5 = 0
die Relation ¢, = —By,, (¢ =0), uj + u3 = 0 und endlich auch die Gleichung
(43) ¢y + ¢4+ By — By =0.

Aus der Gleichung ¢¢ = 0 bekommen wir bei der Beniitzung der angefiihrten Be-
dingungen schon keine weiteren Bedingungen. :
Fiir die GroBen c,, ¢; bekamen wir

(44) ¢y = =Pz, €3=Par:

die Flichen R(4, 1), R(3, 2) werden durch die asymptotischen Tangenten der Fliache &
gebildet. Dann sind noch die Relationen:

4 3
u=0, ui=0, ut+u3=0

erfiillt. Aus diesen Gleichungen bekommen wir nach (10), (44), (43) die folgenden
Relationen:

(45) —Biz + 20y, + 3B12(B2z + B11) =0,
Ba1 — 20y, — 3P21(Baz + B11) =0,
ﬁi’“ - 5’11 - 2(0522 - ot“) - %(ﬁ%z - ﬁfl) =0.
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Bei der Erfiillung der Relationen (45) sind die Koeffizienten der Fleknodalform der
Flidche @ nach (6) Null gleich, die Fléche @ ist also eine Quadrik. Auf der Quadrik @
liegen zwei Kurven (4,), (4s), die im Intervall I keinen gemeinsamen Punkt haben.
Die Fliche R(4, 1), wird durch die Erzeugenden der zweiten Schar dieser Fliche lings
der Kurve (4,) gebildet. Durch die Erzeugenden derselben Schar, wie die Fliche
R(4, 1), wird dhnlich auch die Fliche R(3, 2) langs der Kurve (4;) gebildet.

d) Betrachten wir ein P(4, 3)-Paar und die zugehdrige E,(4, 3)-Schar. Die Fliche
R(4, 1) ist eine Brennfliche der E,(4, 3)-Schar, die zweite Brennfliche bezeichnen wir
mit (4, 1).

Fiir den Punkt R der Erzeugenden der E,(4, 3)-Schar gilt nach (35):

(46) R = A, + [c; + 2By, | #Ay + A4, + c,#A4;] ;

u, ¥ sind die Parameter, die die Erzeugende der E1(4, 3)—Schar bestimmen; der
Parameter 9 bestimmt also dann die Lage des Punktes R auf dieser Erzeugenden.
Wir werden die Beziehung des Parameters 9 in der Gleichung (46) und des Para-
meters v in der Gleichung (36) betrachten. Der Punkt R liegt auf der Transversalge-
raden der Fliche ¥,(4, 3), die durch den Punkt 4, + vA; nur in dem Falle geht, wenn
die Punkte

Ay + vA5, Ay + (cp + 2By5)v4,, R

linear abhéngig sind. Dann bekommen wir:
1

(47) 8 =—(cs +2B15)0.
2

Wenn R der Brennpunkt der E,(4, 3)-Schar ist, dann existiert die Differentialrich-
tung auf der E,(4, 3)-Schar, fiir welche

(48) dR = 0,[4; + (c; + 2B12) xA,] + O,[A4, + c,x45],
0; = 0u, % 9,du,dx,d9), i=1,2,
gilt. Nach (46), (10) bekommen wir dann (immer unter der Voraussetzung u; = 0):

(49) Ay dulu] + (c; + 2By,) xul + Juy] + Ay{du[uf + ul + c,xud] + d9} +
+ As{du[(c, + 2B,,) xui + u3 + 9chx + Scxu3] + Yy dx + % A9} +
+ A {dulu} + (5 + 2B12) % + (cz + 2By2) xus + Sus + Ycxus] +
+ du(c, + 2B12)} = O,[A; + (c; + 2B15) #A4] + O,[A; + cy%A4,5] .

Durch die Vergleichung der Koeffizienten bei 4, in der Gleichung (49) bekommen
Wwir:

(50) 0, = dulu} + (c; + 2B15) xul + ui].
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Ahnlich bekommen wir durch die Vergleichung der Koeffizienten bei A,:
(51) @, = du[u} + 9u} + Yeul] + d9.
Durch die Vergleichung der Koeffizienten bei 4, bekommen wir unter Beniitzung
von (50):
(52a) dx(c, + 2B1,) = du{S[(c, + 2By2) 2up — coxul — u3i] +
+ [(Cz + 2ﬁ12) %(”} = “i) + (Cz + 2B12)2 )uy — (0’2 + 2/3'12) ® — Uﬂ} .
Durch die Vergleichung der Koeffizienten bei 4; bekommen wir unter Beniitzung
von (51):
(52b) —9¢, dx = du[(c, + 2By,) xui + Juj + 9chx + Scpnud —
— cx(ul + ul + Ycxu3)].
Wenn wir aus der Gleichung (52a) dx berechnen (¢, + 28, = 0 nach (10a)) und in
die Gleichung (52b) einsetzen, dann bekommen wir
(53) 9 {—Ax — uz} + 9{xcy(c; + 2By2) (e, + Bia) +
+ #[cs(c, + 2B12) — calch + 2B1,) + cxcs + 2B1,) (3 — ud + ul — uz)] +
+ [(cz + 2B12) uj — coui]} =0.
Diese Gleichung bestimmt auf jeder Erzeugenden der E 1(4, 3)-Schar zwei Brennpunkte;

ein Brennpunkt (9 = 0) liegt immer auf der Fliche R(4, 1) der zweite Brennpunkt
liegt im allgemeinen auf der Fliche R(4, 1) nicht.

Satz 7. Die E,(4, 3)-Schar hat dann und nur dann eine zweifache Brennfliche
R(4, 1), wenn folgende Bedingungen erfiillt sind: Die Kurve (4,) ist eine Fleknodal-
kurve der Fliche ®, die Geraden (A;, A,) sind die asymptotischen Tangenten der
Fliche & lings der Kurve (Ay). Fiir den Parameter c;, der die Lage der Geraden
(A3, A3) bestimmt, gilt:

(54) Bos — Bi1 — 2(0‘22 - “11) - %(ﬁ%z - /3%1) + ﬂ12(03 - ﬂ21) =0.

Unter der Voraussetzung, daf (A,) eine zweifache Fleknodalkurve der Fliche ®
ist, hat die E,(4, 3)-Schar dann und nur dann eine zweifache Brennfliche R(4, 1),
wenn das P(4, 3)-Paar durch die asymptotischen Tangenten der Fliche ® lings der
Kurven (Ay), (A3) gebildet wird.

Beweis. Wenn die Relationen (53) fiir alle Werte von x, u €I eine zweifache
Waurzel § = 0 haben, dann gilt nach (10), (53)

— 3 4 _ 3 2 1 4 __
¢y = =P, Uy +ui =0, u3 —u; +u; —uy;=0.

Es ist klar, daB die Fliche R(4, 1) durch die asymptotischen Tangenten der Fliche &
lings der Kurve (4,) gebildet wird. Aus der dritten Relation folgt dann: .

(55) : ¢y + ¢s= B2z — By~
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Wir haben vorausgesetzt, daB uj = 0 gilt. Wenn wir in diese Relation ¢, + ¢, =
= B,, — By1 (nach (55)) einsetzen, dann bekommen wir:

(56) — P2 + 204, + %ﬁu(ﬁzz + ﬁu) =0.

Bei Giiltigkeit von (56) ist die Kurve (4,) eine Fleknodalkurve der Fliche &. Wenn
wir in die Gleichung u} + u} = 0 die Relation ¢, + ¢, = 5, — Bq4 (nach der
Gleichung (55)) und weiter ¢, = —f3, einsetzen und wenn wir die Relationen (10)
beniitzen, dann bekommen wir (54).

Wenn noch die Relation

Brz — P11 — 2("‘22 - “11) - %(ﬁg_z - ﬂfl) =0
gilt, dann ist die Kurve (4,) (nach (6), bei Giiltigkeit von (56)) im Intervall I eine zwei-
fache Fleknodalkurve der Fliche . Die Relation (54) ist dann nur im Falle ¢; = B,
erfiillt; die Flache R(3, 2) wird durch die asymptotischen Tangenten der Fliche @
lings der Kurve (4;) gebildet.

Satz 8. Die E (4, 3)-Schar hat die zweite Brennfliche in der Fliche R(3, 2), wenn
das zugehdrige Paar P(4, 3) das Py(4, 3)-Paar ist.

Beweis. Aus der Gleichung (53) folgt in diesem Falle:
A=0, uj=0;

die Relation uj = 0 setzen wir voraus. Das zugehdrige Paar P(4, 3) ist das P(4, 3)-
Paar.

Im folgenden setzen wir voraus, da3 das Paar P kein P0(4, 3)—Paar ist und daB fiir
keinen Wert des Parameters u € I gleichzeitig 4 = 0, u} = 0, uj = 0 gilt.

Satz 9. Die Fliche Q(4,1), die zum Paare P(4, 3) gehért, wird allgemein durch die
kubischen Kurven k, gebildet, diese Kurven liegen auf den entsprechenden Flichen
¥,(4,3).

Beweis. Aus der Gleichung (53) bekommen wir 9 und ersetzen es in die Gleichung
(46). Wenn wir x,, X5, X3, X4 die Koordinaten des beliebigen Punktes X in bezug
zum Koordinatensystem mit den Ecken A, 4,, 43, A, sind, d. h. wenn

X = x4, + x4, + x34;5 + X444
gilt, dann bekommen wir fiir die Koordinaten des Brennpunktes R folgende Rela-
tionen:

(57) xy =4 + u3,

w2cy(cs + 2B12) (2 + Pua) + x[cr(cs + 2B12) — ea(ch + 2B1,) +
+ Cz(cz + 2B12) (ug —uj + uj — ui)] + [(Cz + 2ﬁ12) uy — Czui'] s
X3 = Ca%X3

[c; + 2By2] %x, .

X2

X4
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Bei dem konstanten Werte von u ( ist der Parameter), bildet der Punkt R allgemein
eine kubische Kurve k,. Die Kurve k, liegt nach ¢) auf der entsprechenden Quadrik
¥,(4, 3) der E(4, 3)-Schar.

Wir bezeichnen mit:

Il

(58) Ay = cy(c, + 2B4,) (Cz + ﬂlZ) R
Ay = [eh(es + 2B12) — calch + 2B15) + ca(ea + 2By5) (U3 — ul + uj — uﬁ)] ,
Wy = [(c; + 2B12) u3 — cout].

It

Die Kurve k, zerfillt, wenn die Determinante aus den Koeffizienten bei %3, 2, ',
x° in der Gleichung (57) fiir irgendeinen Wert von u eI gleich Null ist. Diese Bedin-
gung ist A, = 0, oder

(59) Ay [u3]? + 42U, — usA,4=0.

Satz 10. Unter der Voraussetzung, daf8 P ein P,(4, 3)-Paar ist, zerfallen die ent-
sprechenden Kurven ky fiir alle Werte von u € I, wenn die Fliche R(4, 1) durch die
asymptotischen Tangenten der Fldche ® lings der Kurve (A4) oder durch die asym-
ptotischen Tangenten der Fliche & lings der Kurve (A,) gebildet wird. (Léngs der
Kurve (A4,) beriihrt die Fliche R(4, 1) die Fliche ®). Wenn P das P,(4, 3)-Paar ist,
dann zerfallen die Kurven k, fiir alle Werte von u € I, wenn die Fliche R(4, 1) durch
die asymptotischen Tangenten der Fliche ® lings der Kurve (4,) gebildet wird.

Beweis. Nach den Voraussetzungen gilt ¢, = 0, ¢, + 28,, + 0 fiir alle Werte
von u. Unter der Voraussetzung U, = 0 gilt dann ¢, = —f,, die Fliche R(4, 1)
wird durch die asymptotischen Tangenten der Fliche & lings der Kurve (4,) ge-
bildet. Wenn P ein P,(4, 3)-Paar ist, dann kann man u% = 0 wihlen (u} = 0 setzen
wir immer voraus) und nach (59) bekommen wir unter Voraussetzung 4 # 0 die
folgende Relation:

Ay =0, d. h (c2 +2ﬁ12)u§ —czu‘}=0.

Das ist nach (29) die Bedingung, daB die Geraden (4, 4,) asymptotische Tangenten
der Fliche & sind.

Im Falle der P,(to) (4, 3)-Paare kann man u} = u3 = uj = u} = 0 wihlen und
die angefiihrte Bedingung ist immer erfiillt. -

Wenn P ein P,(4,3)-Paar ist,dann gilt 4 = 0 und A, = 0 ist die einzige Bedingung
des Zerfallens der Kurven k,. Es gilt also ¢, = —f,.

Betrachten wir nun den Fall, daB die Fliche Q(4,1) durch die transversalen Er-
zeugenden der Flichen ¥,(4, 3) gebildet wird.

Satz 11. Die zum Paare P,(4, 3) gehérige Fliche Q(4, 1) wird dann und nur dann
durch die transversalen Erzeugenden der Flichen ¥,(4,3) gebildet, wenn die
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Erzeugenden der Fliche R(4, 1) gleichzeitig asymptotische Tangenten der Flichen
@, @ sind. Die zum P,(t) (4, 3)-, bzw. P,(t,) (4, 3)-Paare gehirige Fliche Q(4,1)
kann nicht durch die transversalen Geraden der entsprechenden Quadriken ¥(4,3)
gebildet werden. Die zum P,(t,) (4, 3)-Paare gehérige Fliche Q(4, 1) wird durch die
transversalen Geraden der entsprechenden Quadriken ¥(4,3)dann und nur dann
gebildet, wenn die Fliche R(4, 1) durch die asymptotischen Tangenten der Fldche ®
gebildet wird.

Beweis. Wenn fiir alle Werte von u el die Erzeugenden der Fliche Q(4, 1) die
transversalen Erzeugenden der Flichen ¥,(4, 3) sind, dann gilt nach (47)

(60) b= 2 , »_,
Cy + 2ﬁ 12 ox
9 ist die Losung der Gleichung (53). Aus der ersten Gleichung (60) bekommen wir
dann:

(61) v =

1 Wyn? + Wy + Ay
Cz+2ﬂ12’ A%+u; '

Den Fall, daB 4 = u} = u} = 0 fiir alle Werte von u e I gilt, haben wir im Satze 8
gelost. Wir schlieBen wieder nun den Fall aus, daB fiir irgendeinen Wert u = ug, el
gleichzeitig 4 = u3 = u} = 0 gilt. Aus der zweiten Gleichung (60) bekommen wir
dann:

(62) P[] + #[29Wyu5] + [Wyus — 4U,] = 0.
Diese Relation muB fiir alle Werte von x erfiillt sein, es gilt also gleichzeitig:
(63) WA =0, Wus =0, Wus — 4%, =0.

Setzen wir nun voraus, daf3 P ein P2(4, 3)-Paar ist. Dann gilt 4 & 0 und man kann
u3 = u; = 0 wihlen. Die Relationen (63) haben dann nach (58) folgende Gestalt:

(64) Cy; = '—ﬂlz N (CZ + 2ﬁ12) ug - Czu: = 0.

Aus der ersten Gleichung folgt, daB die Fliche R(4, 1) durch die asymptotischen
Tangenten der Flache ¢ gebildet wird, aus der zweiten Gleichung folgt dann, daB die
Fliche R(4, 1) nach (29) durch die asymptotischen Tangenten der Fliche & gebildet
wird. Wenn ¢, = —f;, gilt, dann sind die Relationen (63) auch fiir 4 + 0, u} =
= u3 = u3 = ui = 0, d. h.fiir P,(t,) (4, 3)-Paar erfiillt. Wenn P ein P,(t,) (4, 3)-Paar
ist, dann kann man 4 # 0, 3 = u% = u$} = 0, u3 + 0 wihlen; die zweite Gleichung
(64) ist nicht erfiillt. Ahnlich kann man den Fall des P,(t,) (4, 3)-Paares betrachten.

Satz 12. Die zum P,(4, 3)-Paare gehdrige Fliche Q(4, 3) wird dann und nur dann
durch die transversalen Geraden der Flichen ¥ (4,3) gebildet, wenn die E,(4, 3)-
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Schar zur Fleknodalkongruenz der Fliche ® gehért und wenn (Ay) die Fleknodal-
kurve der Fliche & ist.

Beweis. Setzen wir voraus, daB P ein P,(4, 3)-Paar ist, es gilt 4 = 0 (ui =0
haben wir schon vorausgesetzt). Wenn die Gleichungen (63) gelten, dann folgt
¢, = —Py,, die Fliche R(4, 1) wird durch die asymptotischen Tangenten der Fliche &
langs der Kurve (4,) gebildet. Weiter gilt 2, = 0. Aus dieser Gleichung bekommen
wir dann nach (21)

uy —ui+u;—uj=0,
d. h. nach (10)

(65) ¢y + ¢4 = Baz — P11 .

Wenn wir aus der Gleichung (65) in die Gleichung u3 = 0 einsetzen (die Giiltigkeit
dieser Gleichung setzen wir immer voraus), bekommen wir:

—Bia + 2045 + 1P12(B22 + Bi) =0.

Die Kurve (4,) ist die Fleknodalkurve der Fliche .
Nach (53) gilt dann:

9= _ uj + uf
us
und nach (60) ist
3 4
(66) o= 2t
uz

Wenn wir ¢; + ¢4 = 22 — B11» €2 = —B12, €3 = P2y (4 = 0) in die Gleichung
(66) einsetzen, dann bekommen wir nach (10):

(67) U[ﬁh = 205y — Jz‘ﬁzx(ﬂzz + ﬂu)] = Pr2 — Bi1 = 2(0622 - Otu) -
— 3(B22 — B1) - '

Da (A4,) die Fleknodalkurve der Fliche & ist, dann ist nach (6) die Kurve (4, +
+ vA43), wo v die Losung der Gleichung (67) ist und u der Parameter ist, die Flekno-
dalkurve der Flache @. Die Erzeugenden

(68) (A4 + v4;, —A4; + v4,)

der Flichen ¥,(4, 3) (siche (36)) bilden dann die Fliche Q(4, 1), wenn v die Lésung
der Gleichung (67) ist.

Es geniigt nun zu beweisen, daB die nach (68) gegebenen Transversalerzeugenden
der Fldchen 9’1(4, 3) fiir alle reellen Werte von v asymptotische Tangenten der
Flache @ sind. Die Tangente der Fliche ¢ im Punkte A, + vA4; ist noch durch den
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Punkt A} + vA} + v'A; bestimmt. Wenn dieser Punkt auf der Geraden (68) liegt,
dann gilt:

v = v?us — o(ui — uj) — uj.

Das ist nach (10), (5), (65) die Gleichung der Asymptotenkurven der Fliche ®, die
Transversalgeraden der Flichen ¥,(4,3) sind also asymptotische Tangenten der
Fliche @, die E,(4, 3)-Schar gehort zur Fleknodalkongruenz der Fliache .

Satz 13. Die Fliche @ und ihre zwei Kurven (A,), (A;) seien gegeben. Die Kurven
(A4), (43) sollen im Intervalll keine gemeinsamen Punkte haben. Betrachten wir alle
Flichen R(3,2) mit folgenden Eigenschaften: Die Flichen R(4, 1), R(3, 2) bilden
ein P,(4,3)-Paar. Die Brennflichen der entsprechenden E,(4,3)-Schar werden
durch die Transversalgeraden der Flichen ‘1’1(4, 3) gebildet. Die Erzeugenden der
erwdhnten Brennflichen sind von den entsprechenden Erzeugenden der Fldche
R(3, 2) verschieden. Dann finden wir alle diese Flichen R(3, 2) allgemein durch die
Ldsung der Riccatischen Differentialgleichung. Wenn (A,) die Fleknodalkurve der
Fliche @ ist, dann existiert hichstens eine solche Fliche, die entsprechende E (4, 3)-
Schar gehért zur parabolischen Kongruenz. Wenn aber (A4) eine zweifache Flek-
nodalkurve der Fliche ® ist, dann existiert keine solche Fliche R(3, 2).

Beweis. Nach den Voraussetzungen und nach dem Satze 11 kann man
us =ui =0, uy+u;=0, ¢c;=—PB,, 4+0

wihlen. Nach (15), (17) gilt dann:

(69) ¢y = L [—ecs + Bis]s o= % [—e(cs — 2851) — 812l

4= —Pys(es — ﬂ21)-

Wenn wir die Ausdriicke (69) in die Gleichung u} + u} = 0 einsetzen, dann be-
kommen wir nach (10), (15)

(70)

- 1312‘7’3[26 - ﬂlZ(BZZ - .311)] + Cgﬁiz + c3{ﬂ22p12[28 - ﬂm(ﬁzz - ﬂu)] +

+ [=2¢B1, — eB1a(Baz + Br1) — 2B1a(t22 — yy) — 283,851 + 2B126']} +

+ {20‘21/312[28 - ﬁu(ﬁn - ﬂu)] - ﬁzx[‘zﬁﬂ’lz — 2ef,5812 — 2ﬂ%2(°‘22 - °‘11) -
— BiaBay + 262 + 2B1,6']} = 0.

NG

&, ¢ sind die Funktionen von c,, u; (70) ist die Riccatische Differentialgleichung der
Verénderlichen c¢;. Diese Gleichung ist eine gewohnliche quadratische Gleichung,
wenn

(71) 2¢ — B12(B2z — B11) = 0
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8ilt. Nach (15) folgt dann:
2815 — 4y — Bys(Brz + B1r) =03
(44) ist die Fleknodalkurve der Fliche ®. Die Gleichung (70) hat dann die Gestalt:
(72) 3By + ‘33[@;2 - 511) - 2("‘22 - 0‘11) - %(ﬂgz - ﬂ%1) = 2B1,B51] —
= B2al(Ba2 — Bi1) — 2022 — a11) = 3(B22 = Biy) — Bi2B2i] = 0.
Die Wurzel der Gleichung (72) sind ¢; = 51,
—c3Bia = [(By2 — Bi1) — 2(azs — oqy) — (B3, — Bi1) — BiaBae] -

Die erste Wurzel schlieBen wir aus, bei der Giiltigkeit von ¢c; = f,4 gilt 4 = Ound P
ist kein P,(4, 3)-Paar. Dasselbe gilt auch im Falle

(73) B2 — B — 2(“22 - “11) - %(ﬁ%z - 331) =0.

Dann ist (4,) eine zweifache Fleknodalkurve der Fliche .

Wenn c; =+ f,, die zweite Wurzel der Gleichung (72) ist, dann gehort die E,(4, 3)-
Schar nach dem Satze 7 (54) zur parabolischen Kongruenz, die Fokalfliche dieser
Kongruenz ist die Fliche R(4, 1).

Satz 14. Setzen wir voraus, daf R(4, 1), R(3, 2) ein P,(4, 3)-Paar bilden und daf
die Fliche R(4, 1) gleichzeitig durch die asymptotischen Tangenten der Flichen ®, ®
gebildet wird. Weiter sei (A,) die Fleknodalkurve der Fliche R(4, 1). Dann ist die
Kurve (4,) der Fliche & auch fleknodal.

Beweis. Wie im Satze 13 kann man u} =u} =0, u3 +u}t =0, ¢, = —f;,,
A4 + 0 wihlen.
Setzen wir voraus, daB die Fliche & die Gleichung

x=A, + 04,
hat. Unter unseren Voraussetzungen bekommt man nach (27), (17), (15):
(74) 4P, — 205, + le(sz + Qu) = -2 + ﬁlZ(ﬁZZ - ﬁu) =
= 4oy, — 21, + ﬂlz(lgzz + ﬁu) .
Wenn (4,) die Fleknodalkurve der Fliche @ ist, dann ist (4,) = (A,) nach (74), (6)
die Fleknodalkurve der Fliche .

e) Wir haben die zum Paare der Flachen R(4, 1), R(3, 2) gehorende E,(4, 3)-Schar
betrachtet. Ahnlich kann man die E,(4, 3)-Schar betrachten.

Wenn P das P0(4, 3)-Paar ist, dann kann man u3 = u% = 0, 4 = 0 wihlen und es
gilt dann (siehe (35))

(A, Az, Ay + [cy + 2B12] #Ag, d[A; + c3%A5]) = 0
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fiir aile Werte von x und fiir alle Werte von u € I. Die E (4, 3)-Schar und die E,(4, 3)-
Schar fallen in eine Schar zusammen. Diese Schar bezeichnen wir mit E(4, 3).

Betrachten wir nun das P0(4, 3)-Paar. Weiter sstzen wir voraus, dall die Punkte
Ay, A, so gewihlt sind, daB uj = u3 = 0, 4 = 0 gilt. Die Erzeugenden der E,(4, 3)-
Schar haben wir im ¢) betrachtet. In der Gleichung (32) setzen wir 1, = p, = 1,
Ay = T4, 4 = T, ein. Leicht bekommen wir dann die Bedingung fiir die Erzeugenden
der E(4, 3)-Schar:

2=22 dh 1, =1, 1,=r1wi.
Setzen wir voraus, daB v = 1(u) der Differentialklasse C" ist.
Die Erzeugenden der E(4, 3)-Schar sind durch die Punkte

(A + tuidy, A5 + tuid,)
bestimmt.
Wir wihlen ein neues Koordinatensystem mit den Ecken in den Punkten

(75) AT =4,, A5 =A4,, A} =As+ wid,, Aj=A,+ wid,.
Weiter wihlen wir folgende Bezeichnung:

dAF = ¥ Af = u"* dudf, i, k=1,2,3,4.
Dann bekommen wir nach (10):

4
(76) oi* =0}, 0i*=0, oi*=o0}, o*=o; - wiuidu,

43

0i* =0, o¥*=o0, 0¥=o0), o¥*=o0)-1wldu,

Il

o3 + (tu}) du + twiuj du — wi(u} + wwiud)du,

0y* =0, ¥

2 4
03 = 0 + wiuldu, o3 = o,

w* = wy + (tu3) du + tuguj du — wwi(uf + wiuf) du,

0i* =0, =0, of=o}+toduldu.

In den Gleichungen (75) setzten wir voraus, dafl ¢ eine gegebene Funktion des Para-
meters u ist.

Satz 15. In der K(4, 3)-Schar, die zum Py(4, 3)-Paar gehdrt, existieren hchstens
zwei Fldchen ®* mit folgenden Eigenschaften: Die Flichen ®* haben im Intervall I
keine Torsalerzeugenden. Die Flichen R(4, 1), R(3, 2) werden durch die asymptoti-
schen Tangenten der beliebigen Fliche ®* lings ihrer Kurven (4%), (A3) gebildet.
Diese zwei Flichen fallen dann zusammen, wenn diese zwei Kurven (A4}), (43%)
Fleknodalkurven der erwdhnten Fldche ®* sind.
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Beweis. Die Differentialgleichungen der Leitkurven der Fliche & haben die
Gestalt:

Ay = oAy + o245 + B AL + Bi245,
Ay = 0y Ay + 0545 + Br1A44 + BrrA45

(siehe auch (2)). Daraus folgt nach (10):
1 1

(77) Bra = —[uaui + wis], for = 5 [u3uz + u3us].
3 4

In der E(4, 3)-Schar betrachten wir eine Regelfliche &* und setzen wir voraus, daBl
sie im I keine Torsalerzeugende hat. Dann folgt nach (76) fiir alle Werte von u € I:
ui*ug* + 0. Fiir die Kurven (4}), (43) kann man dhnliche Differentialgleichung wie
fiir die Kurven (4,), (45) einfithren, man muB noch * zufiigen.

Wir bekommen leicht die Bedingung, daB die Fliche R(4, 1) durch die asymptoti-
schen Tangenten der Fliche & lings der Kurvé (4,) gebildet wird:

(s Ay = 3B1245) = (44, 4)), © = O(u).
Dann bekommen wir nach (77)
(78a) wgui —ulud =0,

Ahnlich hat die Bedingung, daB die Fliche R(3, 2) durch die asymptotischen Tangen-
ten der Fliche @ lings der Kurve (4;) gebildet wird, folgende Gestalt:

(78b) uuy —uduy; =0,

Leicht bekommen wir die Bedingung, daB R(4, 1) durch die asymptotischen Tangen-
ten der Fliche ®* lings der Kurve (4%) gebildet wird.

(79a) ugtuz* — ugtui* = 0.
Die Fliche R(3, 2) wird durch die asymptotischen Tangenten der Fliche &* lings der
Kurve (A%) gebildet, wenn
(79b) ut*u* - ulrul* =
gilt. Fiir die P(4, 3)-Paare gelten die Relationen (21), aus den Gleichungen (76)
bekommen wir leicht nach (10):
ui* = “% = —%ﬂu(l + C)’ uy* = ui = %ﬂu(l -0,
3* “; = “Jz“ﬂzx(l - C) , “g* = “g = %ﬂn(] + C)‘

Uz
Wenn die Flache R(4, 1) durch die asymptotischen Tangenten der Fliche ¢* lings
der Kurve (4%) gebildet wird, dann (im Falle des P(4, 3)-Paares) wird die Fliche

Il
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R(3, 2) durch die asymptotischen Tangenten der Fliche &* lings der Kurve (4%)
gebildet. Das folgt aus den letzten Gleichungen und aus den Gleichungzn (79a), (79b).
Im folgenden beschrinken wir uns auf die Gleichung (79a).

Wenn wir in diese Gleichung nach (76), (10) einsetzen, dann bekommen wir:

(79) (1 — o) {=3B1(1 + )? u3r® + [4B1x(1 + ¢) ¢y — 4B75(1 + ) —
— 3B12Baa(1 + ) = 3B12¢] — 4} + (1 + o) {—4B1,(1 — o)* uie® +
+ T[%ﬁu(l - C) ¢y + %‘Bllz(l -+ -ZLﬁllﬂll(l - C) - %ﬂxzc'] + “%} =0;
¢y, ¢4 ist die Lésung der Gleichungen uj = uj = 0, wenn ¢, = —f,,(1 — ¢), ¢; =
= B,(1 + ¢) gilt. Nach (10) gilt also:
(80)
‘2LB1251(1 —c) + %51204(1 +¢) - ﬁiz(l - C) + Bia¢ + 2004, + ﬂn.sz(l —¢)=0,
%.32101(1 -c)+ ‘%ﬁnc‘s(l +¢) + ol + ¢) + By’ — 20, — BaiBaa(1 + ¢)=0.
Die Gleichung (79) ist fiir T quadratisch, im Intervall I kénnen also hdchstens zwei
nicht abwickelbare Flichen (A3, A%) ohne Torsalgsraden existieren, daB die Fli-
chen R(4, 1), R(3, 2) des Paares P((4, 3) durch ihre asymptotischen Tangenten gebildet
werden.
Fiir die Vereinfachung der folgenden Betrachtungen setzen wir voraus, daf} eine

dieser Flichen die Fliche @ ist. Dann gilt ¢ = 0. Bei Beniitzung von (80) bekommen
wir fiir die zweite Wurzel der Gleichung (79):

(81) _%ﬂ%z(“g + u‘{)-r + Bia — 20y, — 3B12(Brz + B11) = 0.

Wenn auch die zweite Wurzel gleich Null ist (r = 0), dann ist (4,) nach (6) die
Fleknodalkurve der Fliche &.

Finden wir noch die geometrischen Eigenschaften des Falles, daf die Koeffizien-
ten bei 7, 1% in der Gleichung (81) fiir alle Werte von u € I gleich Null sind. Dann gilt:

Piz — 204, — ‘zLﬁlz(ﬁzz + ﬁn) =0, “g + “‘; =0.
Aus der Gleichung u3 = 0 folgt dann:
® ¢y + s =P — Pyy-

Die Fliche & ist nach dem Satze 6 eine Quadrik und die Flichen R(4, 1), R(3, 2)
werden durch die Paare der Erzeugenden der zweiten Schar (d. h. einer anderen Schar,
als die Fldche @) der Quadrik gebildet.

f) Wir werden nun die geometrischen Eingenschaften der Inflaxmittelpunkte der
dreiparametrischen K(4, 3)-Schar betrachten. '

Setzen wir ein bewegliches Koordinatensystem mit den Eckpunkten A4,, 4,, A5, A4
nach (9) voraus. Es gilt also:

Ay = ¢ As + A5 + 245, Ay = c3A4 + c A5 — 245
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Die geometrische Bedeutung der Kurven (4,), (45) und der Fliche ¢ = (4,, 43) sei
dieselbe wie in den Abschnitten a)—e). ¢, = ¢,(u), ¢; = c;(u) seien die gegebenen
Funktionen der Differentialklasse C2. Es ist also das Paar der Flichen R(4, 1), R(3, 2)
gegeben. Die Fliche @ ist eine Quasifieknodalfliche dieses Paares. ¢y, ¢, seien die
Parameter. Dann gehoren die zu allen Werten der Parameter ¢,, ¢, entsprechenden
Geraden (4,, A,) zur K(4, 3)-Schar. Zur K(4, 3)-Schar gehdren noch die Erzeugenden
der Fliache @ und weiter alle Geraden, die immer durch einen Punkt A, gehen und die
die ensprechende (d. h. fiir denselben Wert des Parameters u) Erzeugende der Flache
R(3, 2) durchschneiden. Ahnlich gehdren zur K(4, 3)-Schar die Geraden, die immer
durch einen Punkt A5 gehen und die die entsprechende Erzeugende der Fliche R(4, 1)
durchschneiden. Die dreiparametrische Schar der Geraden (A4,, A,) bezeichnen wir
mit T(4, 3).
Wir transformieren nun die Parameter ¢, ¢4:

(82) c;=2—-0, ca=2f+0.
Die neuen Parameter sind f8, ¢. Nach (9) bekommen wir dann:
(83) A, = (28 — 0) Ay + c2A;5 + 245, A, = (2f + 0) A5 + c3A, — 245

Daraus folgt:
d4; = ofA,, i,k=1,2,3,4,
(84) ol = %du[ZB -0+ 2/3;1] , o= —%du(cz +2B12) w} =duQ,,,
a)‘; = 2df — do + a,,du,
b = 3du(c; — 2B5)), @2 = —3du[2B + o — 2B2s]
wy =2df +do + ay3du, i =duQ,,,
0} =0, of = —1du, o) =1402p+o)du, o}=1c;du,

wi =1du, w;=0, o= —tc, du, wi = ——-;-(Zﬁ —o)du.
Wir haben folgende Bezeichnung gebraucht:

(843) Q= 28B4, +Q(Cz +ﬁ1_2)+6'2 + 200, — 2F1s
‘ Q= 2BBy + Q(Cs = B21) + ¢ — 205, — ¢3P22 5
dis 2000y — %(2/3 - Q)Z - Bu(zﬁ - Q) + fc3(02 + zﬂlz)’
ays = =20, + 328 + @) — B22(28 + o) — tey(es — 2B1) -
In diessm Abschnitt und im Abschnitt g) haben ¥, i, k = 1,2, 3, 4, eine andere
Form, als in den vorangehenden Abschnitten.
Betrachten wir die Riccatischen Scharen der Kurven der Regelfliche @ mit folgen-

den Eigsnschaften: Die Tangenten der Kurven jeder solchen Schar lings der Kurve
(A4) sind die Geraden (A4, A,); die Tangenten der Kurven jeder solchen Schar

I
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lings der Kurve (4,) sind die Geraden (43, A,). Wenn die Gleichung der Fliche &
die Form (4) hat, dann hat die Differentialgleichung der angefiihrten Riccatischen
Scharen der Kurven die folgende Form:

(85) V' =3, + 28(u) v — Jev* = 0.

Wir setzen voraus, daB § = 3(u) die Funktion der Differentialklasse C" ist.

Die Tangenten der gegebenen Riccatischen Schar (85) (d. h. J ist eine gegebene
Funktion des Parameters u) langs der Erzeugenden der Fliche ¢ bilden eine Quadrik
S”(4, 3). Thre Erzeugenden, die die Tangenten der Flache & sind, nennen wir transver-
sale Erzeugenden der Fliche Y’(4, 3). Die Erzeugenden zweiter Schar sind die kon-
kordanten Erzeugenden der Fliche (4, 3).

Betrachten wir noch die geometrischen Eigenschaften der Transformation (82).
Die konkordanten Geraden der zum System (85) gehorigen Quadriken gehoren bei
der gegebenen Funktion § = 3(u) und fiir alle Werte von u €I zur T(4,3)-Schar.
Die Erzeugenden der Fliche @ schlieBen wir aus. Fiir die angefiihrten Erzeugenden
der T(4, 3)-Schar gilt dann:

(A1, Agy Ay + vA5, Ay + vA% + 0'Ay) = 0.
v’ geniigt der Differentialgleichung (85). Nach (84) bekommen wir dann leicht:
v[2p — 23] =0.

Wenn wir also in den Gleichungen (83) f = B(u) wihlen, dann bekommen wir eine
zweiparametrische Schar der Geraden (A 1» A,); die Geraden dieser Schar sind die
konkordanten Geraden, die zur Riccatischen Schar

(86) v — ey + 2B(u) v — deav* =0

gehoren.

Satz 16. Die Quadrik ¥,(4, 3) wird immer durch die konkordanten Geraden der
Schar (86) dann und nur dann gebildet, wenn die Fliche R(4, 1) durch die asympto-
tischen Tangenten der Fliche ® lings der Kurve (4,) gebildet wird.

Beweis. Wenn die Gerade (4;, 4,) die Fliche R(4, 1) beriihrt, dann gilt:
(Ay, Ay, Ay dAy) = 0.
Es gilt also wj = 0. Nach (84) bekommen wir dann:
2BBy12 + aca + Bia) + ¢4 + 2045 — ¢y = 0.

Diese Relation hingt von ¢ nur in dem Falle nicht ab, wenn ¢, = —f;, gilt, d. h.
wenn (A,, 4,) die asymptotische Tangente der Fliche & im Punkte der Kurve (44)
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ist. Wenn wir die Giiltigkeit dieser Relation fiir alle Werte von u € I voraussetzen,
dann gilt fiir g:

(87) 2BB15 — Bi2 + 205 + B1afi1 = 0.

Aus der Relation (87) kann man f berechnen. Die GroBe f bestimmt die gesuchte
Riccatische Schar (86) auf der Fliche &.
Die Giiltigkeit des Satzes 16 folgt auch aus dem Satze 5.

Satz 17. Setzen wir voraus, da R(4,1), R(3,2) ein Py(4, 3)-Paar bilden. Die
Kurven (A,), (A;) seien im I im Sinne von Terracini konjugiert. Die Kurven (4,),
(A5) seien weiter zu zwei Asymptotenkurven der Fliche @ apolar. Bei der Giiltigkeit
dieser Bedingungen gehort die T(4, 3)-Schar zum linearen Komplex.

Beweis. Im Kleinschen Raum Pj betrachten wir ein bewegliches Koordinaten-
system mit den Ecken (4,, 4,), (41, 43), (41, 4s), (42, 43), (4,, As), (43, A,). Wenn
T(4, 3) zum linearen Komplex gehért, dann liegen die Kleinschen Bilder der Geraden
(Al, A,) in einer Hyperebene des Raumes Ps.

Wenn wir mit

F=24(A4y, Ay) + 25(4y, As) + A3(Ay, Ag) + A4(A,, 43) + As(A2, Ag) + Ag(As, Ay)

den Pol dieser Hyperebene in bezug zur Kleinschen Quadrik bezeichnen, dann gilt
}’6 = 0 und

(88) di =T .7, I =1I(u,p, 0, du,dp,do).

Die Bedingung (88) ist bei Beniitzung von den Gleichungen (84) dann erfiillt, wenn
folgende Relationen gelten:

(89a) dA; + A[$du(2B — @ + 2B11) — 1 du(2B + 0 — 2B5,)] — ¥A, du —
—4lsdu — Tl =0,

(89b)  di, + A,[2dB + do + ays du] + 2, du[28 + Byi] — derhs du +
+ 34, du(cs — 2,,) — TA, =0,

(89¢)  diy + A du @,y + fcsd, du + AsByy du + $As du(ecy — 2,,) — T'A3 = 0,
(89d) dA, — A, du Q,, — 34, du(c, + 2By,) + ABay du — $Asc,du — 'y = 0,

(8%) dis — A,[2dB — do + ay4 du] — 3453 du(c, + 2By,) + deshy du +
+ s du[—2ﬁ + ﬁzz] —Tis =0,

(89F)  —1,[2dB — do + ayadu] + Ay du Q;, — A, du Q,; +
+ 25[2dB + do + azsdu] = 0.

(11, A, haben eine andere Bedeutung als im Abschnitt c))
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u, B, o sind die unabhingigen Parameter, aus der Gleichung (89f) folgt dann
1.2 = }-5 = 0,

(%0) IaQyy — 242y = 0.

Aus der Gleichung (89¢) bekommen wir bei Beniitzung der Gleichung (90) die Rela-
tion 4, = 0 und

(913) —%13(02 + 2ﬂ12) + %2463 =0.
Ahnlich bekommen wir aus der Gleichung (89b) die folgende Relation:
(91b) —1chs + $A4(cs — 2ﬁ21) =0.

Wenn A; = A, = 15 = 0 gilt, dann ist die Gleichung (89a) erfiillt. Die Gleichungen
(91) haben allgemein die Losung A3 = 0, 4, = 0. Dann gilt aber 4; = 0 fiir i =
=1,2,3,4,5, 6. Diese Losung schlieBen wir aus. Eine andere Losung bekommen
wir nur dann, wenn 4 = 0 gilt. Die Losung der Gleichungen (91) ist dann: unter
Vorausetzung f,6,1 + 0

'13 BZI
92 b3 _ Par
( ) '14 ﬁlZ

Wenn wir die angefiihrten Relationen beniitzen, dann folgt aus den Gleichungen
(894), (89c¢):

(93) Ay + Ay duPyy — Ihy = 0, ddy + A3 dupy, — Ay = 0.
Durch AusschlieBen der GroBe I" aus den Gleichungen (93) bekommen wir:

(94) —d(ﬁ) + 56— pr)du=0.

) A
Aus der Gleichung (94) folgt nach (92) die Bedingung (8). Wenn die T(4, 3)-Schar zum
linearen Komplex gehort, dann sind die Kurven (A4,), (4;) zum Paare der Asympto-
tenkurven der Flache @ apolar.

Es gilt noch die Bedingung (90). Wenn wir die Gleichungen (8), (21) beniitzen,
dann folgt aus der Gleichung (90) die Relation (7), d. h. die Relation der Konjugiert-
heit der Kurven (A4,), (4;) auf der Fliche ¢ im Sinne von Terracini. Unter den im
Satze angefiihrten Voraussetzungen gehort die T(4, 3)-Schar zum linearen Komplex.
Das sekundire Bild dieses Komplexes im Kleinschen Raum Pj ist nach (92) der Punkt

(95) F = B21(A41, As) + PB12(42, 45) .

Zu der K(4, 3)-Schar gehdren auBler der T(4, 3)-Schar die Erzeugenden der Fléche &
und die Geraden

(A4) AZ + -Q-ZA3) H (A39 Al + §1A4) ’ éi = éi(u’ ﬁ’ Q) s i= 1: 2.
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Diese Geraden gehdren nach (95) auch zum angefiihrten linearen Komplex. Unter
den im Satze angefiihrten Voraussetzungen gehort K(4, 3) zum linearen Komplex.
Nach dem Satze 3 bilden die Flichen R(4, 1), R(3, 2) ein Py(4, 3)-Paar.

g) Setzen wir voraus, daB T(4, 3) nicht zum linearen Komplex gehért. Wir werden
die nicht auf den Flichen R(4, 1), R(3, 2) liegenden Inflexmittelpunkte der Erzeugen-
den der T(4, 3)-Schar suchen.

Betrachten wir den Punkt M im Raume P;

(96) M= A, + t4,

und setzen wir voraus, daB dieser Punkt nicht auf den Flichen R(4, 1), R(3, 2) liegt.
Wir betrachten weiter alle durch M gehenden Erzeugenden der T/(4, 3)-Schar. Diese
Geraden gehoren allgemein zur Kegelfliche. Mit Hilfe der Gleichungen (84) be-
kommen wir leicht die Bedingung, daf3 der Punkt M fest ist.

(97) 4t dﬂ = du[—-tZQ“ - t(az3 + a14) - 912} >
2tdo = du[?Q,, — Hazs — ay4) — Q4,],

dt — 12[‘}(03 - 2521)] du + t[—%(Zﬁ +0 - 2ﬂ22) - %(25 -0+ 2.311)] du +
+ [__%(02 + 2ﬁ12)] du = 0.

Die Tangentenebene IT des Komplexkegels im Punkte M lings der gegebenen
Erzeugenden der T(4, 3)-Schar (u = ug, @ = 0o, B = Bo) ist durch die Punkte 4,, 4,,
dA,; bestimmt; die Differentialrichtung ist durch die Gleichungen (97) gegeben.
Dann folgt nach (84)

(98) IT = Qy5(Ay, A, A3) — 1251(44, 45, 4,) .

Wenn M der Inflexmittelpunkt der betrachteten Geraden (4, 4,) ist, dann gilt
fiir die angefiihrte Tangentenebene:

(99) dIl = xIT, x = x(u, B, t, ¢, du).
Aus den Gleichungen (98) folgt dann:

(100) dIT = (A;, 4,, 43) {dQ;, + i, [0] + 0} + 3] — 10324} +
+ (Ay, Ay, Ag) {—dt Qpy — 1dQy, + 030, ~ th[w} + o) + wﬂ} +
+ (Ay, A3, Ag) {— 03245 — tw;.Q“} + (4, 4,, Ay) {w‘Ile + “"2921} .

Die Koeffizienten der Glieder (41, 43, 44), (A2, 43, A4) sind unter den Vorausset-
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zungen der Giiltigkeit der Gleichungen (97) Null gleich. Es bleibt nach (99) nur eine
Bedingung:

(101) 2Q2;1{c2251 — Qus(c5 — 2B21)} +
+ t{Q5,[—3B15(azs + a1s) — Hez + Bi2) (a23 — ara)] +
+ 921[2ﬁﬁ’12 + Q(Clz + ﬁllz) - 31] +
+ 912[%321(‘123 + 014) + ‘%(03 - ﬂzl) (azs - ‘114)] -
— Q15[2BB51 + ocs — Ba1) = &1 + R12251(B22 — Bi)} +
+ Q1,{—Q51(c2 + 2B12) + 32125 = 0.

Satz 18. Setzen wir voraus, daf das P-Paar ein Py(4, 3)-Paar ist und die ent-
sprechende T(4, 3)-Schar nicht zum linearen Komplex gehort. Betrachten wir weiter
nur solche Erzeugenden der T(4, 3)-Schar, die eine endliche Zahl von Inflexmittel-
punkten haben. Die Inflexmittelpunkte dieser Erzeugenden liegen nur in den ent-
sprechenden Punkten der Flichen R(4, 1), R(3, 2).

Beweis. Betrachten wir den Fall, daB3 die Koeffizienten bei dem quadratischen und
bei dem absoluten Gliede der Gleichung (101) fiir alle Werte von S, ¢, u €I gleich
Null sind. Unter der Voraussetzung, daB der Koeffizient bei dem linearen Gliede nicht
Null gleich ist, dann hat die Gleichung (101) keine endliche Losung t % 0. Die
Inflexmittelpunkte der entsprechenden Geraden liegen nur auf den Flichen R(4, l),
R(3,2).

Setzen wir ©,, = O fiir alle Werte der Parameter S, ¢, u € I voraus. Nach (84) gilt
dann ¢; = 0. Diesen Fall schlieBen wir aus. Der Koeffizient des quadratischen Gliedes
in der Gleichung (101) ist nur in dem Falle

(102a) €321 — Qia(es — 2p21) =0

fir alle Werte von B, ¢, u €I Null gleich. Wenn wir in die Gleichung (102a) fiir
Qy,, 2, nach (84a) einsetzen, dann bekommen wir:

2[2BB2y + o(es = Ba1) + €3 — 2021 — €3B25] —
— (c3 — 2B21) [2BB12 + alcz + P1s) + €3 + 2055 + €381,] = 0.
Diese Gleichung gilt im Falle f,,f,; * 0 dann und nur dann fiir alle Werte von
B, 0, u € I, wenn die Relationen (24) gelten. Das angefiihrte Paar ist ein Py(4, 3)-Paar.
Betrachten wir den Fall, daB das absolute Glied in der Gleichung (101) gleich

Null ist. Wenn Q,, = O fiir alle Werte von g, o, u el gllt dann gilt ¢, = 0. Diesen
Fall schlieBen wir aus. Es gilt also:

(102b) ' —Q254(cs + 2»312_) + ¢3Qy, =0.

Die Gleichung (102b) gilt im Falle f1,821 =+ 0 dann und nur dann fiir alle Werte von
B, 0, u €I, wenn die Gleichungen (24) gelten.
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Satz 19. Wenn R(4, 1), R(3, 2) ein Po(4, 3)-Paar bilden und wenn die T(4, 3)-Schar
zum linearen Komplex nicht gehort, dann gehort die T(4,3) Schar zum Komplex der
projektiven Bewegung; R(4, 1), R(3, 2) sind die Grundflichen dieses Komplexes.

§Beweis. Den Komplex der projektiven Bewegung kann man auf zwei Arten in
eine einparametrische Menge von Geradenbiischeln zerlegen. Die Scheitel dieser Bii-
schel sind immer auf einer Fokalfliche der Kongruenz Wvon C. Segre, und die Ebenen
dieser Biischel hiillen immer die zweite Fokalfléche dieser Kongruenz um. (Kovancov
[2].) Die angefiihrten Fokalflichen sind die Grundfiichen des Komplexes der pro-
jektiven Bewegung.

Wenn die Gerade (4,, 4,) gleichzeitig die Flachen R(4, 1), R(3, 2) beriihrt, dann
gilt nach (83), (84) 2,, = Q,, = 0,d. h.
2BB1s + olc, + Bi2) + ¢ + 205 — ¢34 =0,
2BB21 + e(cs — Bay) + ¢ — 2021 — €3Ba2 = 0.
Wenn diese Gleichungen fiir $, ¢ unendlich viele L8sungen haben, dann gilt besonders
4 = 0. Im Falle 1,851 + 0gilt ¢, = —B;,(1 — ¢), c5 = B,,(1 + ¢) und,
(103)  2BB1z + 0B12¢ — Bia(l — ) + Byac’ + 2045 + Byafis(1 — ¢) =0,
2By + @Ba1c + Bos(1 + ¢) + Bayc’ — 2051 — Bryfaa(l +¢) =0,

Wenn das angefiihrte Paar ein P(4, 3)-Paar ist, dann sind die beiden Gleichungen
(103) nach (24) linear abhingig.
Fiir die asymptotischen Kurven der Fliche R(4, 1) gilt

(4,,d4,,d%4,, 4,) = 0.

Durch Einsetzen aus der Relation (84), wo wi =0, (4, 4,, 43, A,) * 0 gilt,
bekommen wir dann:

(104a) olo) + oto] =0.

Ahnlich kann man die Gleichung der asymptotischen Kurven der Fliche R(3, 2)

einfiihren. Es gilt: .
(43, d4,,d%4,, 45) = 0.

Aus dieser Gleichung bekommen wir bei der Giltigkeit w3 = 0, (4, 45, 43, As) + 0
die folgende Gleichung:

(104b) 0307 + w3ws = 0.

Wenn wir niun in die Gleichungen (104a), (104b) aus den Relationen (84) einsetzen,
bekommen wir in den beiden Fillen (bei der Giiltigkeit der Gleichungen (103)):

—(1+¢)[2dp+do + aysdu] + (1 —c)[2dB —de + ay,du] =0, du=0.
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Die asymptotischen Kurven der Flichen R(4, 1), R(3, 2) entsprechen einander. Die
dem betrachteten Paare entsprechende E(4, 3)-Schar gehért zur Kongruenz W von
C. Segre. Der weitere Teil des Beweises ist offenbar.

Satz 20. Betrachten wir die Erzeugenden der E,(4,3) und E,(4, 3)-Scharen die
zur gegebenen Py(4, 3) oder P,(4, 3)-Paar gehdren und nicht auf den Quasiflekno-
dalflichen des Paares liegen. Alle diese Geraden haben in der T(4 ,3)-Schar héchstens
einen Inflexmittelpunkt, der nicht auf den Fldchen R(4, 1), R(3, 2) liegt.

Beweis. Fiir die Erzeugenden der E,(4, 3)-Schar des P,(4, 3) oder Py(4, 3)-Paares,
die nicht auf den Quasifleknodalflichen liegen, gilt 2, = 0, 2,; % 0. In der Glei-
chung (101) ist das absolute Glied gleich Null, der Koeffizient bei dem quadratischen
Gliede ist nicht gleich Null, es existiert hochstens eine endliche Losung ¢ = 0. Ein
ahnlicher Satz gilt fiir die E,(4, 3)-Schar.

Die speziellen Eigenschaften des P,(4, 3)-Paares und des Py(4, 3)-Paares fiir ¢ = 0
sind in der Behandlung [6] angefiihrt.
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