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:= 1 > дс(х, х) = 0. Поэтому х не принадлежит к М6(х), т.е. я Ф у. Теперь 
докажем, что для каждой вершины и справедливо дс(х, и) + дс(и, х) = дс(х, х). 
Определим фунцию / на множестве У(0) так: для произвольной вершины V е 
в У(0) имеет место: /(г?) = дв(х, у). Прямо из определения этой функции выте­
кает следующее: если и, м! — смежные вершины, то \/(и) — /(м)\ = 1, а из 
V0 Ф х вытекает: Оо(г;0) содержит хотя бы одну такую вершину V!, для которой 
справедливо: Д ^ ) = Д^о) + 1 ( в противном случае V0 принадлежало бы 
к Мс(х), что противоречит предположению, что О есть Я-граф). Если VI Ф х, 
то существует V1 е Ос^1) такое, что Дг?2) = 1 + Д ^ ) = 2 + Д^0)« Продолжая 
это рассуждение, мы получим следующую последовательность V0,V1,... и за­
кончим этот процесс только тогда, когда для некоторого натурального к имеет 
место V], = х; Д%) = к + Ду0) = Дх). Отсюда следует, что #с(*;0, х) ^ А:. 
Значит: ^6(V0, х) ^ /с; д6(х, V0) + ^о(г0, х) й /(*) = ес(х, 5с). Однако, очевидно, 
что сумма д0(х, V0) + дс^0, х) не может быть меньше, чем до(х, х). Следова­
тельно, для всех х е У(0) справедливо: дс(х, V) + дс^, х) = до(х, х). Из этого 
сразу же вытекает, что х имеет наибольшее расстояние от х и что для всех 
V Ф х, д0(х, V) < д0(х, х). То есть: Ме(х) = {х}, что и нужно было еще доказать. 

Замечание 2. Прямо из теоремы 2 следует, что Я-граф имеет четное число 
вершин. 

Теорема 3. Пусть О — произвольный 8-граф их — его вершина, тогда имеет 
место х = х. 

Доказательство. Теорема является прямым следствием теоремы 2. 
Условимся пару вершин х, х называть противоположными вершинами 

5-графа. 

Теорема 4. Пусть О — произвольный 8-граф и пусть а" — его диаметр, тогда 
произвольные две противоположные вершины и только такие две вершины имеют 
расстояние й. 

Доказательство. Пусть V, и; такая пара вершин, для которой имеет место: 
^о(V, м) = й. Из факта, что О — -ь'-граф и из теоремы 2 следует: и> = д; V = н\ 
Значит, ос(г), д) = й. Пусть и — произвольная вершина из 00^). Справедливо: 
дв(и, V) = 1 и согласно теореме 2 д0(и, д) = Л — 1; и Ф V (а то бы кроме V, и и 
принадлежало к М0(д), что невозможно). Из этого следует, что окрестность 
вершины д содержит вершину I, для которой справедливо д0(и, I) = 1 + 
+ дс(и, V) = й. Поскольку & — диаметр, то должно быть I = и. Следователь­
но, из д0{о, V) == а* вытекает, что для всех вершин и из окрестности имеет место: 
дс(и, и) = й. Аналогично рассуждая об окрестностях других вершин, найдем 
(так как О — связняй граф), что для каждой вершины хе У(0) справедливо: 
#е(хэ х) = й, что и нужно было доказать. 

608 





888 Оо(х), также имеет место ^^(x, у) = й что является противоречием, потому 
Что У не может принадлежать к Ма(х), если С — 5-граф и х Ф у. Это доказы­
вает лемму. 

Определим на множестве всех нами исследованных графов бинарную опера­
цию умножения так: Пусть Р, О — два графа; У(Р) = {ии и2,..., ит}, V(0) = 
= { !̂, и>2,..., %}. О графз Я будем говорить, что он является произведением 
графов Р, О (записываем Я = Г х О), если V(Н) = {̂ ,7-}; * = 1, 2, ..., т; } = 
= 1, 2,..., п и имзет мзсго: вершина р ^ в Я соединена ребром с вершиной V^^8 

тогда и только тогда, когда I = г и и^ соединена в (7 ребром с и>5, или когда 
; = 5 И и1 соединена в Р рзбром с вершиной иг. Очевидно, таким образом опре­
деленная операция коммутативна и ассоциативна. Поэтому будем писать 
Р х Р = Р2; Р х Р2 = Р3;... положим также Р1 = Р. Если С1 — граф, содер­
жащий две взршины и соединяющее их ребро, то для произвольного натураль­
ного числа справедливо: Сп — граф га-мерного куба. 

Прямо из опрздзлзния произведения Я = Р х О следует: подграф Р}. (где 
} — определенно выбранное число из {1, 2, ...,п} графа Я, содержащий все 
вершины V^^ вмзсте с соединяющими их ребрами, изоморфный Р и аналогично 
подграф 01 (при определенно выбранном г е{1, 2,...», т}), содержащий все 
вершины V^^ вместе с соединяющими их ребрами, изоморфный О. О ребрах 
из Р^ (соотв. из О;) будем говорить так, что они параллельны Р (соотв. С). 
Очевидна справедливость следующего утверждения: 

Лемма 3. Произвольное ребро из Н = Р х О параллельно или Р, или О. 

Теорема 7. Всякий 8-граф с диаметром 1 изоморфен С1, а всякий 8-граф с диа­
метром 2 изоморфен С2. 

Доказательство. Граф. с диманетром 1 — полный граф, имеющий наиме­
нее две взршдны. Если этот граф должен быть 5-графом, то должен быть 
четным графом (смотри лемму 1), а таким является лишь граф С1. 

Известно, что каждый летный граф с диаметром 2 можно построить следую­
щим путем: к данным двум непустым классам вершин X, У прибавим ребра 
так, чтобы имзло мзсто: каждые две вершины, принадлежащие к различным 
классам 6 {X, У}, соединены ребром й никакие две вершины из того самого 
класса ве соединены ребром. В таком-то графе две различные вершины, при­
надлежащие к одному и тому самому классу разбиения {X, У}, имеют расстоя­
ние 2. Если же это должзн быть 5-граф, то должно быть \Х\ = | У\ = 2 (смотри 
теорему 4). Значит: всякий 5-граф с диаметром 2 изоморфен С2. Итак, доказа­
тельство окончено. 

Лемма 4. Пусть Н = Р х О и пусть V(Р) = {щ}9 У(С) = {и^}, У(Н) = {ои), 
где / = 1, 2,..., т; } = 1, 2,..., п; тогда для произвольной пары вершин V^^, V^^8 

из У(Н) имеет место: ^н(V^^, V^$$) = дР(и19 иг) + ^^(\V^, и>5). 
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