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ASYMPTOTISCHE EIGENSCHAFTEN PERTURBIERTER ITERIERTER
DIFFERENTIALGLEICHUNGEN

ZpeNEK HustY, Brno

(Eingelangt am 24. Februar 1969)

VORBEMERKUNGEN

In dieser Arbeit werden alle Bezeichnungen und Begriffe, die in [1] eingefiihrt
wurden, verwendet. Der Begriff und die Eigenschaften der iterierten Gleichungen
sind in der Arbeit [2] angefiihrt. Die Transformation von Gleichungen resp. von per-
turbierten iterierten Gleichungen ist in der Arbeit [1] resp. [3] beschrieben. Die
Eigenschaften der Polynome mit der Dimension ¢, y, @, F sind in [1; §2] abgeleitet.
Die Symbole O[f(x)], o[f(x)] sind z. B. in [4; 0.2,1—0.2,2] definiert und ihre
Eigenschaften sind in [4; 0.2,3], [5; 1] angefiihrt. Mit dem Symbol I wird das Inter-
vall {x,, ) bezeichnet. In der ganzen Arbeit betrachten wir nur Gleichungen mit
Dimension, siehe [1; 1.2].

1. DIE TRANSFORMATION DER GLEICHUNGEN #-TER ORDNUNG
Es sei die Gleichung
n n )
(@  29(x)+ Y <) a(x) 20 9(x) = 0, aje Co(l). i=1,2..n
i=1\1i ~
gegeben und es sei

" 3 _
() u"(x) + P Ay(x)u(x) =0

die die Gleichung (a) begleitende Gleichung mit 4, = a, — a} — aj.

Ist a;€ C,_(I), i = 1,2, so nennt man die Gleichung

200 + 3, (”) iy, a2) 209(x) = 0

i
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die iterierte Gleichung, wo f7(ay, a,) das iterierte Polynom der Elemente a,, a, der
Dimension i darstellt, siche [2; S. 48 —49].

Setzt man

1(z; a1, az) = z(x) + z": (”) fi(ay, a5) 27 0(x),
i=1\1

so 14Bt sich die iterierte Gleichung in der Form
1)) I(z;ay,a,) =0

schreiben.
Die Gleichung

() I(Z;aa;) + ) (n> px)Z" (x) =0, p;eCo(l), i=1,2,...,n
i=1\1

nennen wir die perturbierte iterierte Gleichung.

1.1. In der ganzen Arbeit setzen wir voraus, dal die Koordinaten des Bildes
(@) {H(x), h(x)} € O,(I) (siehe [1; 3,1.3 und 3,1.6]) folgende Eigenschaften besitzen:

(1.1,1) h>0, H>0, H >0 in I, limH(x)= .

X~ 0

Das Bild (3) {H(x), h(x)} € 0,(I) kann man in der Normalform
@ ¥I() Jﬂ-i (’:) GO YU ) =0, ted = H(l)
.schreiben mit
L12)  af) = [H'(x)]-ik;i0 (;) a(9) B0 L] a0 = 1,

i=12..,n, x=H_),
siehe [1; (3.1,4)].
Das Polynom @7, ist durch die Formel

T (11,3) 2 0) = 3 <i - k) @i=J(n) 2;-1(0)

i=k\j — k

definiert, wo = H"[H', { = I'[h gesetzt wird, siche [1; (2,3.2)].
Das Polynom xk(C) entspricht der Gleichung

(1.1,4) Xk(C1 + Cz) =v2k (f) Xk—v(CI) XV(CZ) s

=0

siehe [1; (2,2.4)]-
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Ist
n—1
1.1,5 {=
(1.19) 5
-s0 setzt man

n,i n—1 n,i
(11,6) ik ('7’ - 2 > = (p; k(r’)

Gilt ferner

1
(1.1,7) N =-n+ —i, 4,,
2 n+1
so ist
— iy — k) i- k
(11,8) 4)n i (’,’) g—l)(i.._)‘ nt k— QFn Wiy k(Az)

(n — k) 0=0
siehe [1; (2.3,11)].
Wenn

(1.1,9) {=—a,—" ; Ly

gilt, so ist @,(f) = 0, so daB das Bild (a) halbkanonisch ist, siche [1; 3.2,1].

Gilt gleichzeitig (1.1,9), (1.1,7), so ist a@,(f) = 0, a,() = 0, so daB das Bild (&) ka-
nonisch ist, siehe [1; 3.3,1].

1.2. Es gilt die Formel

(12,0) O Uy + ) = z ( - ") 2(C3) B, L)

die mit Hilfe von (1.1,3), (1.1,4) bewiesen werden kann.
Gilt (1.1,9), (1.1,7), so ist

i [ N]Er 0 e

Die Formel (1.2,2) wird mit Hilfe von (1.2,1), (1.1,6) und (1.1,8) bewiesen.

1.3. Die Gleichung (u) sei in I nichtoszillatorisch. Dann gibt es ein x; = X, und
eine Losung u,(x) von (u) derart, daB

(1.3,1) uy)(x) > 0 fiir x=x,, J‘m[uz(x)'_}‘2 dx < o

X1

gilt.
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Die Funktion
(1.3.2) uy(¥) = () j “Tua(9)]- ds

ist eine Hauptlgsung von (u) und gilt u,(x) > 0 fiir x > x,, [ [uy(x)] "2 dx = co.
Die zweigliedrige Folge

(1.3,3) uy(x), uy(x)
bezeichnen wir als eine normierte Hauptbasis von (u) im Intervall {x;, c). Es gilt
(1.3,4) Wlug, u,] =1.

Im Folgenden setzen wir x; = X,.

1.4. Es sei a;e C,_(I), i = 1,2 und es sei (1.3,3) eine normierte Hauptbasis der
Gleichung (u) im Intervall I. Setzen wir

(141 H(x) = Z"j% h(x) = exp{— 'E)al(s) ds} [T

so gilt (1.1,1), (1.1,7), (1.1,9). Das Bild der iterierten Gleichung (Y) mit den Koordina-
ten (1.4,1) ist kanonisch und hat die Normalform Y["](z) = 0. Siehe [1; Bem. 3,3,4)],

[3; Abs. (1.1)—(1.5)].

1.5. Es gelten die Voraussetzungen vom Abs. 1.4. Dann hat das Bild der Gleichung
(p) mit den Koordinaten (1.4,1) die Normalform

() YU(r) + Z ( )Q(t)Y[" ) =0, ted,

wobei

(1.5,1) J = (tg, ©), to = H(x,),

sy o= g [())(° ’j)]pkzn'“ ( )xv(—al)-
P4 x = H_ (1) 2,

gilt.

Zum Beweis ziehen wir die Gleichung (p) in der Gestalt

zo +z( )[f (an az) + p] 2 = 0
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heran, aus der wegen (1.1,2)
Qi(t) = (H’)_iz (/i) [fk'I (al’ az) + Pk] (p'il'-ik(’?a C) , i=1,2,..,n,
k=0

folay,a;) =1, po=0, x=H_,t)
hervorgeht. Gilt (1.4,1), so gilt (1.5,1) und geméB dem Abs. 1.4 ist

i

5 <,i>f,;'(a,, a) X, ) =0, i=12..,n,

so daB die Gleichung
(15.3) 0= ()'y (;) B0y = 1,2,
=1

erfiillt ist. Setzen wir in (1.5,3) die Formeln (1.1,9), (1.1,7) ein, so gilt vermdge
(1.2,2) die Gleichung (1.5,2). '

2. PERTURBIERTE GLEICHUNGEN

Es wird eine Gleichung von der Form
(1)  z®(x) +‘_il <’l’) a(x) 2 (x) = 0, a,eCo(l), i=1,2..,n
und eine perturbierte Gleichung
¢2) 209 + 5, () [ + p) 2°7%) = 0.
px)eCo(l), i=1,2,....,n
betrachtet. Es bilden die Funktionen

(2.3) z(x), k=1,2..n

ein Hauptsystem der Gleichung (2.1) und es sei W(x) bzw. W(x) die Wronskische
Determinante der Funktionen (2.3) bzw. das algebraische Komplement des Elementes

z{"""(x) in der Determinante W(x).

Lemma. Es sollen derartige positive Funktionen Py(x), s = 1,2, ..., n existieren,
dap fiir allei,k = 1,2,...,n

(2.4) - %’3 [4(9] = O[P(x)], s=12..n

gilt.
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Ist

2.5) f 1P| Px) dx < @, s =1,2,...m,
so hat die Gleichung (2.2) das Hauptsystem

(2.6) ZP(x) = z{"(x) + g:lz(i”(x) O[x(x)]
k=1,2,...,n; 1=0,1,...,n — 1

mit

(27) 9= 75 (%) Into) P .

Siehe [5; 8].

3. PERTURBIERTE ITERIERTE GLEICHUNGEN

3.0. Es sei

(p) I1(Z; ay, ay) + ;"1 (") pi(x) Z("—i)(x) =0

i

eine perturbierte iterierte Gleichung, wo aj(x)e C,_(I), a{ = 0(1), j =1,2;
s=0,1,..,n—1—j,p;eCy(ly),i=1,2,.., nist
Es bilden ferner die Funktionen

(3.0,1) zi(x) = exp {—f ay(s) ds} WA, k=1,2,...,n

X0

ein Hauptsystem der iterierten Gleichung

(a) In(z§ ai, az) =0,
(3.0,2) (%), ua(x)

eine Basis der Gleichung

(1) w(x) + —— Ax) u(x) = 0

n+1

mit A, = a, — a| — a} darstellt.
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3.1. Es sei W(x) die Wronskische Determingpte der Funktionen (3.0,1) und es
sei W{x) das Komplement des Elementes 20=(x) in der Determinante W(x).
Dann gelten folgende Formeln: »

(3.1.1) W(x) = cexp {—nral(S) ds}, 0+cek,,

X0

(3-1.2)  Wx) = c;exp {——(n - J)J ay(s) ds} Wiyt 0% ceE,
X0
i=1,2,...,n.
Siehe [2; S. 31], [6; (3, 8)].
3.2. Es sollen derartige positive Funktionen o(x), y(x) existieren, dafs
(.21) ux) = O[p(]]. () = O[U()].
wo u(x) die allgemeine Lésung von (u) ist. Dann gilt

(3:22) (u)? = O[¢""* (o + Y]

J . .
Beweis. Nach [7; L. 1.4] ist (u")? =Y O(p" /™) O(y’ %) =
n=0

o R 0 e R

Dann ist

wiu)® = 3 (7)) 2(ug) = 0l o + ¥y ).
Y

s=0\S

L0[0* (o + ¥)] = 200[<p’+"“"((p + 9] =0[p" (o + ).

3.3. Es gilt

(3.3) exp{ral(t)dt}[exp{_fal(t)dt}](k)ka(—ax), k=12 n.

X0 0

Siche [1; (2.2,2)].
3.4. Es gelte die Voraussetzung vom Abs. 3.2. Pann ist fir alle i,k < 1 5
G4l W) W) [a)]" = 0 [(p“"“’ (1 + %)]
s=1,2,...,p0°
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Beweis. GemiB dem Abs. 3.1—3.3 und der Formel (3.0,1) gilt

* . . x (n—s
W IWz" ™ = (c;fc) exp {f ay dt} u’”’ug_‘[exp {— f ay(t) dt} u';"‘u’g“l] _
X0

x0

n—

= el (" A (7R = o).

j=0
n—s ]’b j

"‘(n ]~ s) O[(pn—l—f((p +¥)] = 0(e*" V) 0 [,;o (n ]— S) (I " ;>] B

=0 [(pz("_l) (1 + £>n~ ] .
®

3.5. Lemma. Es gelte die Voraussetzung vom Abs. 3.2. Gilt (2.5), wo
(3.5.1) P(x) = (@ + ¥)P, s=1,2...n,
=9, ¥=0qy
gesetzt wird, so hat die Gleichung (p) das Hauptsystem
2(x) = #°69) + 32009 O[]
k=12...,n; 1=0,1,...,n—1,

wo (3.0,1), (2.7), (3.5,1) gilt.
Das Lemma folgt aus Abs. 2 (Lemma) und 3.4.

4. PERTURBIERTE ITERIERTE GLEICHUNGEN
IM NICHTOSZILLATORISCHEN FALL

Im Teil 4 iibernehmen wir die Bezeichnungen und die Voraussetzungen vom Abs.
3.0. Ferner setzen wir voraus, daB die Gleichung (u) nichtoszillatorisch ist und dag
die Funktionen (3.0,2) eine normierte Hauptbasis der Gleichung (u) bilden, so daB

die Formeln des Abs. 1.3 gelten.

4.1. Die zweigliedrige Funktionenfolge

(4.1,1) Hx) = 28 ) = 2,x)

z4(x) ’
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hat unter Beriicksichtigung von (3.0,1) dieselbe Eigenschaften wie die Funktionen
(1.4,1). Es gelten folgende Beziehungen

(412) Hx) = w(9)fus(x). HEE() = (o) wa(x)
n(x) = ~2 i ()us(x)

GemiB dem Abs. 1.5 schlieBen wir, daB das Bild der Gleichung (p) mit den Koordi-
naten (4.1,1) die Normalform (p) hat, wo (1.5,1), (1.5,2) gilt.

4.2. Lemma. Es sei
2,1) f ) ( )ﬂ*[gi(z)[ dt < 0.

Dann hat die Gleichung (p) ein Hauptsystem von der Gestalt

tk—-s 1
1+o01)), s=0,1,.., k-1
5] /(k— _1)'[ ()]
(4.2,2) Y¥I(r) =
o), s=kk+1,...,n-1,
k=1,2,...,n

Siche [8].

4.3. Es sei (p) das Bild der Gleichung (p) der Koordinaten (4.1,1). Es sollen
derartige positive Funktionen ®(x), ¥(x) existieren, daf

@3.1) us(s) wss) = O[B(], ui(x) o) = O[]

ist. Gilt (2.5), wo

(4.3.2) P(x)=0"Y o+ ¥+ 1), s=12,..,n

gesetzt wird, so hat die Gleichung (p) das Hauptsysiem (4.2,2).
Es geniigt zu beweisen, daB (4‘2,1) gilt. Es ist

f 1) 0,(9)| dr = f "] HQ |e[HE]| d

Nach (1.5,2), (4.1,2) ist

9 = 3, (1) e 1 leaeal = 5 () by

BN e
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i

=i;"l ki ag‘, "1“2) lpk‘ |u1 ull' k- 00(1) = Z Zn z |Pkl (uluz)“" .

Jugus|i 2 0(1) zk;lpkl (Dk—lii ;;00 [(l —; k) (D,,q,i—-k—-a] -
=k:il|pk| @"‘lé‘;{O[(tﬁ 97 =k:"21 kal 45"_1:;:(0 (n ; k) '
(@ + By =k§||pk( SIO[(® + ¥ + 1) = o[kzil[pkl P,

wo (4.3,2) zu nehmen ist. Ferner gilt unter Beachtung der Voraussetzung (2.5)

f o[z (0] Pi(t)] dt = o[ J 1(0)] P(1) dt:| — (1),

X0

so daB [ S(x) dx < oo und (4.2,1) gilt.

4.4. Lemma. Es sollen derartige positive Funktionen ®(x), ¥(x) existieren, dafs
(4.3,1) gilt, wo die Funktionen (3.0,2) eine normierte Hauptbasis der Gleichung (u)
bilden. Gilt (2.5), wo wir (4.3,2) einsetzen, so hat die Gleichung (p) das Haupt-
system

Z(x) =z(x)[1 + o(1)], k=1,2,...,n,
wo (3.0,1) zu nehmen ist.
Beweis. Es sei (p) das Bild der Gleichung (p) der Koordinaten (4.1,1), so daB
Z(x) = h(x) L[H(x)], k=1,2,...,n

gilt, wo Y,(#), k = 1,2, ..., n unabhingige Losungen der Gleichung (p) darstellen.
GemiB dem Abs. 4.3 gilt (4.2,2), so daB

Z(x) = h(x) [HX)T1 1+ o(1)], k=1,2,....n

ist. Aus (4.1,1), (4.1,2), (3.0,1) folgt hH*"! = z,

4.5. Das geordnete Paar von unabhingigen Losungen

- (45,1) iy(x), 15(x)

nennt man eine Hauptbasis der Gleichung (u) im Intervall I, falls &7; + Oin I, i = 1,2
ist und #,(x) eine Hauptlosung darstellt. Da die Formeln

dy(x) =cyuy(x), 0*cieEy, iy(x) =uyx)[c; +0(1)], 0+cyeE,

(siehe z. B. [4; Abs. 3.1—3.2)] gelten, bleibt Lemma 4.4 unveréindert, falls wir statt
der normierten Basis (3.0,2) eine beliebige Hauptbasis der Gleichung (u) verwenden.
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5. HAUPTSATZ

Es seien die Gleichungen
®)  Z9(x)+ Y (") b(x)Z"9(x) =0, byeCy), i=12...n,
i=1\1

(2) I(z;a,a,) =0,
(1) a(x)eCfI), a®=001), j=1,2; s=01,.con—1—],

(u) w(x) +

p— Ax(x) u(x) =0

mit A, = a, — a; — a} gegeben.
Setzt man
pi(x)zbi(x) _fi"(ahaz)’ i= 1;2,-“7":

so kann man die Gleichung (b) auf eine perturbierte iterierte Gleichung von der Form

®) 1(Z; ay, a5) + él (':) px) Z"79(x) = 0

iiberfiithren.
Hauptsatz. Es sollen derartige positive Funktionen (p(x), Y(x) existieren, daf

(52) [ Ipol Lo 1969 + w9 + 03 ax < oo,

gilt, wo ¢* = @, oy = ¥ ist. Dann gelten folgende Behauptungen:
1° Ist

@ u(x) = O[e(x)], w(x)=0[Y(x)], 6=0,

wo u(x) die allgemeine Lisung von (u) bezeichnet, so hat die Gleichung (p) die
Basis

(53)  Z0() = [exp {~ f "as) ds} e 1](”+ exp { - f "ax(s) ds} o1e

X0 xo

o +¥)Oldx)], k=1,2..,n; I=01,...,n—1,
wo

(5.4 uy(x), uy(x)
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eine Basis der Gleichung (u) darstellt und

(5.5) x(x) = si (:) j j

gilt.

p(0)| [~ [0(r) + P()]" = dt

2° Es sei(5.4) inI eine Hauptbasis der Gleichung (u). Gilt
() wu) — O[EW]. () u) = [P, F=1,

so hat die Gleichung (p) eine Basis der Form

(5.6) Zyx) = exp{— ral(s) ds} Wi ML + o(1)], k=1,2,..,n.

X1
Der Hauptsatz folgt aus den Hilfssitzen 3.5, 4.4 und aus dem Abs. 4.5.

Bemerkung. Der Hauptsatz erweitert die Ergebnisse, die in [10; 2.1—2.2] gegeben
sind.

6. EINIGE ANWENDUNGEN DES HAUPTSATZES

Satz. Es seien h(x), H(x) Funktionen mit den folgenden Eigenschaften:

(6.1) h,HeCy(I), H>0, H >0, h>0,
(6.2) lim H(x) = oo,
(6.3) j‘ |dlog h?H'| < oo,
(64) J‘ hh” + ‘—3’ Azhz + €f2F,2 dx < 00 . & = i 1 N
xo n+1
(6:9) hh' = 0(1),
(6.6) f ka‘ RPEDR? 4 1) Fdx <0, k=1,2,..,n.

Dann hat die Gleichung (b) eine Basis von der Gestalt

(6.7) exp {— j a; ds} Bty .
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wo im Falle = —1:

(6-8) Vi = sin" *H cos* 'H + O[x(x)], k=1,2,....n,

(69) 9 =3, (1) [ w002+ -t
k=1 -

imFalle =1

(610) Vi = e(n—2k+1)ﬂ[1 + 0(1)] , k = 1’ 2’ o

ist.

Beweis. Wenn (6.1), (6.3), (6.4) fiir ¢ = —1 gilt, so hat die Gleichung (u) gemaB
[9; 33, S. 217] die allgemeine Lésung

(6.11) u = h[c;sinH + cycos H + o(1)], c;eE;, i=12
mit der Ableitung

(6.12) u' = [h(cy sin H + ¢, cos H)]" + h o(1) + hH' o(1).
Nach (6.11) ist ¢(x) = h, nach (6.3), (6.5), (6.12) ist Y(x) = h™", so daB
(6.13) D=h, ¥=1.

Wenn wir (6.13)in (5.2) mit § = 0 einsetzen, erhalten wir (6.6), so daB gemaB der Be-
hauptung 1° des Hauptsatzes (5.3), (5.5) gelten. Setzt man (6.13) und

u; = hsin H + o(1), u, = hcos H + o(1)

in (5.3), (5.5) ein, erhilt man (6.7)—(6.9).
Wenn (6.1)—(6.4) fiir ¢ = 1 erfiillt ist, so hat die Gleichung (u) nach [9; 34, S. 218]
eine Hauptbasis von der Form

(6.14) uy = he ®[1 + o(1)], u, =he 1+ o(1)],
uy = e T{W[1 + o(1)] — hH'[1 + o(1)]},

so daB unter Beriicksichtigung von (6.3), (6.5) die Formeln (6.13) gelten. Wenn wir
(6.13)in (5.2) mit 6 = 1 einsetzen, erhalten wir (6.6), so daBl gemaf der Behauptung 2°
des Hauptsatzes (5.6) gilt. Setzt man (6.14) in (5.6) ein, erhalt man (6.7), (6.10).

Der bewiesene Satz verallgemeinert die Ergebnisse aus [ 10; 2.3]. Als Anwendungen
des Satzes 6 sollen jetzt einige Beispiele gegeben werden. Das Symbol ,,{y,} € (b)“
wird folgendermaBen gelesen: ,,die Funktionen y,, k = 1, 2, ..., r bilden ein Haupt-
system der Gleichung (b)“. Ferner setzen wir e(x) = exp {— [ a,(s) ds} und anstatt
f,‘:, f dx werden wir kurz j @ f schreiben.
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Beispiele. 1. Es gelte (5.1),

@0
x-“—+eA2<oo, ceE,, <x>—en+1, e = +1,
x? 12
(6.15) j[pklx"'l<w, k=1,2,..,n.

Dann gilt: {e(x) y,} € (b), wobei im Fall & = 1, y, = x?®"2**U[1 + o(1)] und im
Falle = —1 y, = [sin (8 log x)]"™* [cos (B log x)]*~* + o(1) mit

3a e
'B_\/<n+1+2)

ist. Das folgt aus Satz 6, wo h = \/x, H = flog x gesetzt wird.

2. Fir o = 0, ¢ = 1 ergibt sich aus Beispiel 1 die folgende Behauptung: Es gelte
(5.1), [ x|4,| < o0, (6.15). Dann ist {e(x) x"*[1 + o(1)]} & (b).

3. Es gelte [ |a,| < o0, [* x|a,| < o0, (5.1), (6.15). Dann ist {x"[1 + o(1)]} €
€ (b). Gemib [8; Hilfssatz 2.5] besitzt die Gleichung (u) die Hauptbasis u; = 1 +
+ o(1), uz = x[1 + o(1)], uy = x~* o(1); mithin gilt &(x) = x, ¥(x) = 1 und wir
kénnen den Hauptsatz anwenden.

4. Bs gelte (5.1), [ x7%|d,x* +ec®| < 00, ¢ >0, s <1, (¢c,s€E,), e = £1°

= |Pk| x2E=D(x? 4 1'% < 00, k=3,4,...,n. Dann ist {e(x)x® Dyl e(b),
wobei im Fall ¢ = 1

yi = exp {f(n — 2k + 1) x' ">} [1 + o(1)],

‘und im Falle = —1

yi = [sin (Bx! 72)]" 7" [cos (Bx* )" 7! + 6(1)

mit § = (c/(1 — 25)) J(B/(n + 1)) ist. Dieses folgt vom Satz 6, wo h = x°, H = x! =2
gesetzt wird.
5. Fiir s = 0 folgt aus Beispiel 4 die folgende Behauptung: Es gelte (5.1), [* |4, +
 tec?| <o, 8= £l [ |pe| < 00, k=1,2,...,n. Dann gilt {e(x) i} € (b), wo
im Fall e = 1 y, =exp{f(n — 2k + 1)x} [1 + o(1)], und im Fall ¢ = —1 y, =
= [sin px]"~". [cos Bx]" ™" + o(1) mit f = ¢ JGJ(n + 1) ist.
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