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Czechoslovak Mathematical Journal, 23 (98) 1973, Praha

UBER DIE DUALISATION EINIGER PAARE
VON MANNIGFALTIGKEITEN MIT LINEAREN ERZEUGENDEN

JOSEF VALA, Brno

(Eigegangen am 3. Oktober 1972)

In der Abhandlung [4] findet man die Eigenschaften einiger Paare von Mannig-
faltigkeiten mit linearen Erzeugenden. Die Ergebnisse beniitzt man zur Dualisation
solcher Paare.

Im projektiven (2m — 1)-dimensionalen Raum P,,_, (m = 2) betrachten wir
2m Punktmannigfaltigkeiten (4,), (4,), ..., (4,), (41), (4,), - .., (4,,). Jede von ihnen
soll von den Hauptparametern u,, u,, ..., 4, abhingig sein. Die Parameter sollen
alle Werte aus dem Gebiet 4 einnehmen. Wir werden voraussetzen, daB fiir alle
Werte uy, Uy, ..., u,, = A die entsprechenden Punkte A, 4z, ..., Apy A1, Azy -vy Ay
linear unabhangig sind.

Im Raume P,,_, beniitzen wir ein bewegliches Koordinatensystem mit den
Eckpunkten A4,, 4,, ..., A,y Ay, Ay, ...y A, Dann gilt:

1 dA; = o*4, + &*4,, d4, = A, + B4, ; i, k=1,2,..,m.
i1k i i i

Alle Formen &% @ sind Hauptformen; fiir alle Werte i, k, i + k, sind of, @ auch
Hauptformen.

Die durch einander entsprechende (fiir gleiche Werte der Parameter uy, u,, ..., U,)
Punkte A4,, 4,, ..., A,, bestimmten linearen Raume bezeichnen wir mit P,,_,, dhnlich
kann man die Riume P,,_, definieren. Die einander entsprechenden Riume P,,_,,
P,,_, haben keinen Punkt gemein. Wenn wir alle Werte u,, u,, ..., u,, = 4 betrach-
ten, dann bilden die Rdume P,,_; die Mannigfaltigkeit V, ebenso bilden die Raume
P,,_, die Mannigfaltigkeit V.

Der Beriihrraum t,, der Mannigfaltigkeit ¥ im Punkte M < V ist der Raum
kleinster Dimension, der die Punkte Ay, 4,, ..., 4,, dM enthdlt. Im allgemeinen
Fall fallt der Raum t,, mit P,,,_, zusammen. Im anderen Fall ist M der Brennpunkt
der Erzeugenden P,,_, der Mannigfaltigkeit V. Die Brennpunkte des Raumes P,,_,
bilden die algebraische Punktmannigfaltigkeit V,,_; m-ter Ordnung. Wenn wir alle
diese Mannigfaltigkeiten fir u,, u,, ..., u,, = 4 betrachten, dann bilden sie die
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Mannigfaltigkeit ¥,. Ahnliche Beziehungen gelten auch fiir die Mannigfaltigkeit V.
Die zugeordneten Mannigfaltigkeiten bezeichnen wir wie im vorhergehenden Falle,
man mufl nur noch das Zeichnen ~ zufiigen.

Wir werden voraussetzen, daB fiir alle Gesamtheiten von m Zahlen uy, u,, ...
..y U, = 4 die Dimension der Beriihrraume der Mannigfaltigkeiten (A4,), (45), ...
s (4p), (4y), (4,), ..., (4,,) gleich m ist. Weiter soll

(A1), (42)s -+ (4m) < Vis (A1)s (A2)s s (An) < Vs

gelten. Fiir alle Werte i = 1, 2, ..., m und fiir alle Gesamtheiten von uy, u,, ..., u,, <
< 4 sollen die Beriihrraume 7, der Mannigfaltigkeit im Punkte 4; die Dimension
(2m — 2) haben.

Der Beriihrraum der Mannigfaltigkeit (4;) im Punkte A; schneidet den zugehdrigen
Raum P,,_, in der Geraden ¢;. Der beliebige durch die Gerade t; gehende Beriihrun-
terraum der Mannigfaltigkeit (4;) ist der Torsalunterraum der Mannigfaltigkeit
(4;) im Punkte 4,. '

Durch die Angabe von m Werten uy, u,, ..., u, = 4 ist auf jeder der Mannig-
faltigkeiten (4,), (4,), ..., (4,,) immer ein Punkt gegeben. Dadurch entsteht die
Korrespondenz B der Mannigfaltigkeiten (4,), (42), ..., (4,,)-

) Q=0

sei die Pfaffsche Gleichung in den Differentialen du,, du,, ..., du,. Die Korres-
pondenz B nennt man fiir die gegebenen Werte u,, u,, ..., u,, singuldr, wenn min-
destens eine der folgenden Bedingungen erfiillt ist: 1. Durch die einzige Gleichung (2)
sind in allen zugeordneten Punkten A, 4,, ..., 4,, die Torsalunterriume der ent-
sprechenden Mannigfaltigkeiten (4,), (45), ..., (4,) gegeben. 2. Es existieren zwei
unabhingige Gleichungen (2) und die Zahl i aus der Menge 1, 2, ..., m so, daB durch
jede dieser Gleichungen in den zugehorigen Punkten Ay, Ay, ..., A;—y, Ajyqs oonr 4,
die Torsalunterraume der entsprechenden Mannigfaltigkeiten (4,), (42), ..., (4;-4),
(Ai41)s .- (4,,) gegeben sind.

Im folgenden setzen wir voraus, daB fiir alle Werte von uy, u,, ..., u,, < 4 die
Korrespondenz C nicht singular ist.

Die Mannigfaltigkeiten (4,), (4,),...,(4,),V sollen dieselbe Voraussetzungen
wie (A,),(43), ..., (An), V erfiillen. Die zugeordneten Bezeichnungen muB man
noch mit ~ erginzen. Dann kann man die infinitesimale Bewegung des Bezugs-
systems durch die Gleichungen

(3) d4; = w’;Ak + (Pl;'wr;ik >
d4; = Y{'@, A, + @4, 3
Lbk=1,2..,m; r=12..,(i-1,(0+1),...,m

ausdriicken. g, @, ..., w,, sind die linear unabhingigen Pfaffschen Hauptformen,
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Die Formen w,, @,, ..., ®, nennt man die torsalen Formen der Mannigfaltigkeit V.
Dasselbe gilt fiir die Formen @, @5, - .-, @, der Mannigfaltigkeit V. %, Wk sind die
Funktionen der Hauptparameter und im allgemeinen auch der sekundiren Para-
meter [4].

Durch die Gleichungen

0w, =0,0,=0,...,0,_,=0,0;4,=0,...,0, =0

ist auf der Mannigfaltigkeit V die Schicht der einparametrigen Systeme der Raume
P,._, gegeben. In jedem dieser Systeme sind die Punkte A, (i ist fest) singulir in dem
Sinne, daB der Beriihrraum dieses Systemes im Punkte A4; mit der entsprechenden
Erzeugenden P,_; der Mannigfaltigkeit ¥ zusammenfallt. Die angefiihrten Systeme
bezeichnen wir als die zum Werte i gehorigen Torsalsysteme der Erzeugenden P, _,.
Die beliebige lineare Kombination der Formen wy, Wy, ..., @;—y, @41, .eor Oy
bezeichnen wir als die zum Paare A;, V gehiorige Torstalform. @ sei eine solche
Form. Zur Gleichung @ = 0 gehért der Berithrraum der Mannigfaltigkeit V im
Punkte A4;, der hochstens die Dimension (2m — 3) hat.

Durch die Gleichungen
By =0,0,=0,...,0;,_; =0,B;4,=0,...,

sind auf der Mannigfaltigkeit V- die zum Werte i gehérigen Schichten der Torsal-
systeme der Erzeugenden P, _, gegeben. Man kann auch die zum Paare A4;, V ge-
hérigen Torsalformen definieren.

Untersuchen wir das Paar der Mannigfaltigkeiten V, V. Das Paar besitze die
Korrespondenz C: V(P,_;) = V(P,_,), wobei die zugeordneten Erzeugenden
P, _, P,_, stets denselben m Zahlen u,, u,, ..., u,, entsprechen. Wenn fiir jeden
Wert von i (i = 1,2,...,m) zu jedem Torsalsystem der Erzeugenden der Mannig-
faltigkeit ¥ das Torsalsystem der Erzeugenden der Mannigfaltigkeit ¥V entspricht,
dann bezeichnen wir die Korrespondenz C: V(P,,_,) = V(P,,_,) als torsal. Wenn C:
V(P,-1) = V(P,-,) torsal ist, dann kann man die Gleichung (3) in der Form

(4) d4; = w';Ak + (p’i"wr;ik , d4; = YVo,4, + A,

schreiben [4].

In jedem Punkt A4; (i = 1,2, ..., m) betrachten wir den Beriihrraum «; der Man-
nigfaltigkeit V. Es gilt nach (3):

(5) o; = (A13 AZ’ LS Ams (P’;I/—fk, (Pl.fzzk, ey (P,i‘((i_l)zk’, (P,i‘(i+1)“_1-k’ seey (p’:mzk) .
Ahnlich kann man den Beriihrraum &; der Mannigfaltigkeit ¥ im Punkte 4; berechnen:
(6) @ = (YA V3P40 . WA V4, YR VL, YA Ay A, L A
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Fiir die Werte von ¢ = 1, 2, ..., m fiihren wir die folgende Bezeichnung ein:

) T, = (Ay, Ag vy Ay Ayy Agy oo Ayeyy Agigs oo Ay)
0, = (Aps Azs ooy Agets Agi 1y ooos Ay Ayy Ay A,).

Aus den Gleichungen (5), (6), (7) folgt dann:

® = Ty(o}", o', ..., 1070, D olm) +
+ T, 082, .., P70, 0D, L, o) +
R
+ T (of!, o2, ..., @m0, @it D, ofm™) .
(9) ) (‘pkll k12, o !//qu(i-ﬂ), l//licl(iﬂ)’ . W:,m) +
+ QoW Yt L YR, D) 4
o+

ml 1 km2 mi— i km(i m
+ Qm(lp’: ’lpi LA ] ;‘(' 1)7‘//1‘ ('+1)a--~s¢'; m)'

Die Zeilen der Determinaten in den Klammern sind durch k, = 2,3,...,m; k, =
=1,3,4,...,m;..;k,=1,2,...,(m — 1); bestimmt.
Setzen wir den zum Raume P,,,_, dualen Raum P}, _, voraus. Die Punkte dieses
Raumes sind die zum Raume P,,_, gehdrigen (2m — 2)-dimensionalen Raume.
Die Punkte o, a5, ..., &, sind fiir die Werte uy, u,, ..., u,, = 4 linear unabhangig,
wenn

(100) (@10, @b oo B0, DL ghm) (g, b7,

K 1 ka(i+1 kml km2 km(i—1 km(i+1 -
,(plz(t ) gD,Z(‘ ) . q,izrn) ((p , o . o (i—1) , o (i ) rr O m)) +0

gilt. Auf der linken Seite der Relation (10a) steht die Determinante, ihre Glieder
sind die Koeffizienten der Gleichung (8), die Zeilen sind durch die Werte i = 1, 2, ...
.., m bestimmt. Ebenso sind die Punkte aj, @, ..., &, fiir die bestimmten Werte
Uy, Uy, ..., U, < A linear unabhingig, wenn

Kl ki2 ki(i=1) pki(Gi+1) kim\ (1Kol ka2
(10b) (it iz, L, yh , Wi s s WS, (YR YR, L
LD Rl gyt e e ke gy

gilt. Wenn die einander entsprechenden Réume oy, «,, ..., «, linear unabhingig
sind und dasselbe fiir die entsprechenden Riume d;, &@,, ..., &, gilt, dann sind die
Riume oy, 0y, ..., &y, &q, &y, ..., &, linear unabhingig. Im folgenden werden wir
voraussetzen, daB die Ungleichheiten (10a), (10b) fiir alle Werte von uy, uy, ..., 4, <
< A gelten,

Bei den festen Werten der Parameter uy, Uy, ..., 4, = 4 bestimmen die Punkte
ay, 0y, ..., &, den (m — 1)-dimensionalen linearen Raum P)_,. Nach (8), (10a)
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fallt der Raum P)_, mit dem durch die entsprechenden Punkte Tj, T, ..., T,,
bestimmten linearen Raum zusammen.

Im Raume P,,_, betrachten wir den Punkt

M=x4; (j=1,2,...,m).
Dann gilt:
dM = xo¥w,4, (mod 4,, 4,,..., 4,).

Wenn M der Brennpunkt des Raumes P,,_, ist, dann sind die Punkte
' 4, xIgh? Ay, ..., Xk A,

linear abhingig. Wenn die Dimension des Beriihrraumes t,, der Mannigfaltigkeit V
im Punkte M gleich (2m — 2) ist, dann kann man r,, als die lineare Kombination
von Ty, Ty, ..., T,, bestimmen. Im Raume P3,_, gehort zum Raume t,, der im
Raume P} _, liegende Punkt. Der Raum P} _, gehért also nicht nur zu den Punkten
Ay, Ay, ...y Ay, sondern zu allen Punkten der Brennmannigfaltigkeit des Raumes
P,._,, in denen die Dimension des Beriihrraumes der Mannigfaltigkeit V gleich
(2m — 2) ist.

Ahnliche Betrachtungen gelten auch fiir den durch die Punkte &, &, ..., &y,
bestimmten (m — 1)-dimensionalen Raum P, _, < P}, _;.

Unter Voraussetzung aller Werte uy, u,, ..., u,, = 4 bilden die Punkte o, oy, ...
cey Oy 8y, &y, ..., &, die Punktmannigfaltigkeiten (ay), (o3), ..., (%), (&), (&), ---

.» (&,). Die Rdume P¥_, bestimmen dann die Mannigfaltigkeit V*, ebenso bilden
die Rdume P*_, die Mannigfaltigkeit V*. V* V* bilden das Paar P* der Mannig-
faltigkeiten des Raumes P3, _;.

Im folgenden untersuchen wir die Beriihrriume der Mannigfaltigkeit V* in den
Punkten o, «,, ..., &, und die Beriihrriume von V* in den Punkten &;, &, ..., Op
Durch die Dlﬂ'erentlatlon der Gleichung (7) folgt:

(1) AT, = (=)0 pf0,0, 4 (1D g0, +

+ .o+ (=D P e%0,0, +(...).

Mit (...) bezeichnen wir die Glieder, die lineare Kombinationen der GroBen Ty, Ty, - -
T,, sind.
Ahnlich bekommen wir:
(12) dQe = (—-1)("'—”) Yo, T, + (—1)("‘_")Jrl Ve, T, +
F ot (=)mrm-Dyeg T L],

Mit [] bezeichnen wir die Glieder, die lineare Kombinationen der GréBen Qj,

Q5 ..., Q,, sind.
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Aus den Gleichungen (8), (11) folgt dann:

(13) d“i = Ql[(_l)(m—l) (p}"wr((p’;d; (pltfﬂ’ EERS] (Dl;l(i_l), (p’;l(i+1): [ERT] (D’Elm) +
+ (_1)1+(m~1) (Pfrwr((plszl’ qDliczz, . qDlicz(i—l), (plicz(i+1), ey (pl:zm) +
+ ...+
+ (_1)(m-—1)+(m—1) ¢Trwr((pim1a qDli(,,‘Z, ey (p’;m(i—l), (Plicm(i+1)’ e (PI;,,,m)] +
+ Q[(= )" g o (@, @i, .. T, @D, L o) +
+ (=)D oY o (e, 92, . oD, oD L o) +

+ ...+
+ (_1)(m—1)+('n—2) ¢'§"w,(tp’{"'l, (D’ic'"z, s (P,;m(i_l)7 (p’i‘m(i*'l), oo g07lfmm)] +
+ ...+

+ Qulomoof, oi?, ..., @l 7D, Qi olim) 4
+(—1) oo (of', 022, ..., @070, oD, obm) +
o+

+ ()"t ek, o2, L, kT, QhmGED L pfm)] 4

+ (...

Daraus folgt:

(1) day = QUI(~ 1) 11 g, 12, ..., gD, g, R0, L, glm)] +
£ Q(— 1) o (gH, g2, ., HID, gl gHD, L gfm] 4
+ ...+
£ Qu[(— Ly o (g, 2 RGO, gl R, gty 4
FQua[(= 1P 0 (g, g2, hOTD, gl ghOTD, L ghm)] 4
+ ... +
FO(=1) gk, 02, ., R0, gl GHOHD, L ghm] 4

+(..).

Es gilt namlich:
(15) . w"((p,lfl’ q)llfz’ (XX (p,i‘(i_l)’ qolzfr) (P,,?“"—l), ooy (pl:m) = O .

(Die Zeilen der Determinanten in den Gleichungen (14), (15) sind durch k = 1,2, ...
..., m bestimmt.) '
Wir beniitzen die folgende Bezeichnung:

(16) do; = Qg + B, s=1,2,..,m.
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Mit Hilfe der Gleichungen (8), (9) bekommen wir dann:

(17)  da; = Qu[@I(YM1, P2, L., Yheh, gl
+ Qz[Q (¢ k;2 o ;cz(s—l)’ ¢:z(s+1)’

+ ...+

+ QO 2, L G kst D

+ ().

Vergleichen wir die Koeffizienten der GroBen Qy, Q,, ..

)] +
U]+

V)] +

., Q,, in den Gleichungen

(17), (14). Fiir jeden Wert von i = 1,2, ..., m bekommen wir dann m lineare Glei-
chungen fir m Unbekannte QF, QZ .. Q"‘ Daraus kann man die Formen Q‘
@2, ..., @™ berechnen. Das folgt aus der Relation (10b). Die angefiihrten Formen

hingen nur von den folgenden (m — 1) Formen ab:

% k 1 k
(18) wil = O, (qpl ’ (pl DIERE) (P;(l )5 (plr’
* k 1 k.
(L) =0 ((Pz s (pl s e @ - )a ¢2r’
* k1 k. 1
a)i(i—l) = O, ((pn > (Px 3 et (P;(l )’ (D (i—1)
* k 1
Dii+1y = w(¢1 > 4’; PR ‘P.(' ), (P(:+ 1)
* k 1 ki
Wim = ((P. s (pz PR (0,(1 )’ (pmr’

Ahnlich bekommen wir:

(19)

d&i = Tl[(—l)m—1+i+1 wr(ll’llfl’ l//’i‘29 e l//’i‘”—
+ Tz[(_l)m—1+1+i+1 Er(lp,'“’ 152, o l//;‘((,-_
+ ...+
Ti_l[(_l)m—1+i—2+i+1w( kt ) l//k(’
+ Ti+1[(_1)m—1+i+i+1 w( k1 . ,. l//k(’
+ ...+
+ Tm[(_l)m—1+m—1+i+1 w( , o 'Vf(i_

+[.].

X (NN 7 /A

Wir beniitzen dje folgende Bezeichnung:

1

(20) da; =

Ql

S O~
o + Q;

k(i+1
oD, k™),

k(i+1
(pz(l ) T q’lm)

K(i+1 K

, @¥UTD o)
K(i+1 k
QXD k™)
k(i+1 K

;D L el™).

1)’ !//l{r, l/,l;(i+1)’ s

1), l//;r, lllls(i+1)’ .

1 k(i+1
) lﬁ(, 1) lpi(l+ )’ MR

1 k(i+1
) l//(ri-l)7 wi(ﬁ— )9 (ERT)

W =0.

Doy, WD, L

vim] +

S W]+

vim] +
vim] +

wiml +
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Mit Hilfe der Gleichungen (8), (9) bekommen wir dann:

() dn = T o g, GO, L g
TG, o1, gD, gD, ] +
+ ..o+

+ TLE@, o2, s @7, gD, )]
+[-].

Vergleichen wir die Koeffizienten der GroéBSen Ty, Ty, ..., T,, in den Gleichungen
(19), (21). Fiir jeden Wert i = 1,2, ..., m bekommen wir dann m lineare Gleichungen

fir m Umbekannte Q QZ . .Q'" Daraus kann man die Formen Q,, Q ooy 5’,"
berechnen. Das folgt aus der Relatlon (10a). Die angefiihrten Formen hangen nur
von den folgenden (m — 1) Formen ab:

(22) o5 = @,(Y*!, Y2, ..., yaD !/Ikr YRHD gy
&—)TZ = 6,-(‘/’; 5 i g ooy l//’;(' 1)’ '//';, .//’lf(i“‘l)’ e l/,l:m) ,

- — 1kl k i

Wii—1) = wr( i ces Uy (-0 '//(;— 1)» l/”;f(lﬂ)’ e '/”;m)a
— — k1 i

w?(‘i+l) = wr(‘//i > .. '//k(' D ‘/’(.H)’ ‘/’?('“)’ s ‘V:m) s
&

w

im w( i AR ] !/”;(i-l): l/’:(nr’ 'l/lzf(H-l)’ L] !//l:m) .

Satz 1. o, a,,...,d, sind die Brennpunkte der Mannigfaltigkeit V*, ebenso
sind &, &,, ..., &, die Brennpunkte der Mannigfaltigkeit V*.

Beweis. Fiir jeden Wert von i sind die Formen ﬁf, s=1,2,..., m, nur von
(m — 1) Formen (18) abhéngig. Der Beriihrraum der Mannigfaltigkeit V* im Punkte
a; ist durch die Punkte oy, o5, ..., &, und durch die (m — 1) linearen Kombinationen
der Punkte &, &, ..., &, bestimmt. Im allgemeinen ist die Dimension des Beriihr-
raumes gleich 2m — 2 < 2m — 1. Der Punkt «; ist der Brennpunkt der Mannig-
faltigkeit V*. Ahnliche Betrachtungen folgen fiir die Punkte &, &,, ..., &, der Mannig-
faltigkeit V*.

Im folgenden werden wir voraussetzen, dal i eine feste Zahl aus der Menge
1,2,...,m ist. Fiir alle Werte 1,2,..., (i — 1),(i + 1),..., m sollen die Formen
OFy Wy ooy OYi—1y) Dfi41ys ---» Oy linear unabhingig sein. Dasselbe soll fiir
die Formen @y, @y, ..., Dji1ys Digi41y +--» Dpyy gelten.

Satz 2. h soll die Werte 1,2,...,(i —1),(i + 1),..., m annehmen. Durch die

Gleichungen w3, = 0 sind die Tangenten der Manmgfalngkezten (4y), (Az)
o (Ai=1)s (Ai+1)s ---» (Am) in den einander entsprechenden Punkten Ay, A,, ..
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vewdi_, Aisy, ..., A, gegeben. Diese Geraden liegen immer in dem Beriithrraum
der Mannigfaltigkeit V im entsprechenden Punkte A;.

Beweis. Setzen wir zuerst voraus, daBl h irgendeine der Zahlen 1,2, ..., m, h i,
ist. Wenn der lineare Beriihrunterraum (m — 1)-ter Ordnung der Mannigfaltigkeit
(4,) im Punkte A, zum Beriihrraum der Mannigfaltigkeit ¥ im entsprechenden
Punkte A; gehort, dann sind die zugehdrigen Punkte

(23) O A 07 Ay, ., 91 VAL 0 0,4y, 1T VA, L oA
linear abhéangig. Fiir den gegebenen Beriihrunterraum gilt dann:

k1 k(i—1)

(o4, 0%2, ..., o L or, oD ot = 0.

Daraus folgt mit Hilfe der Gleichung (18)
(24) o}, =0.

Wenn umgekehrt fiir den bestimmten Wert von h die Gleichung (24) gilt, dann sind
die entsprechenden Punkte (23) linear abhéngig. Der entsprechende Berithrunterraum
(m — 1)-ter Ordnung der Mannigfaltigkeit (4,) im Punkte A4, liegt immer im zuge-
horigen Berithrraum der Mannigfaltigkeit ¥V im Punkte A4;.

Setzen wir voraus, daB h alle Werte 1,2,...,(i — 1), (i + 1), ..., m einnimmt.
Durch die (m — 1) Gleichungen (24) ist in jedem der einander entsprechenden
Punkte A, A4,,...,4;_1, A;+1,..., A, die Tangente der zugehorigen Mannig-
faltigkeiten (A4,), (4,), ..., (4i—1), (4i+1), .-, (4,) gegeben. Alle diese Tangenten
liegen im Beriihrraum der Mannigfaltigkeit ¥ im entsprechenden Punkte A4;.

O* sei die Pfaffsche Form in den Differentialen du,, du,, ..., du,,. Diese Form
nennt man zum Paare «;, VV* torsal, wenn die folgende Bedingung erfiillt ist: Zur
Gleichung @* = 0 gehort immer der Beriihrunterraum der Mannigfaltigkeit V*
im Punkte o;, der héchstens die Dimension (2m — 3) hat. Aus den Gleichungen (16),
(18) folgt, daB @* die beliebige lineare Kombination der Formen f;, }, ..., ®f;-1),
Ofit 1y --or Ofy ISt

Ahnliche Betrachtungen gelten auch fiir das Paar &;, V*.

Im Falle m = 2 bilden V*, V* das Paar P* der Geradenkongruenzen des Raumes P3.

Satz 3. Im Falle m = 2 sind die torsalen Formen des Paares A,V gleichzeitig
die torsalen Formen des Paares o,, V*. Die torsalen Formen des Paares A,, V sind
gleichzeitig die torsalen Formen des Paares oy, V*.

Ahnliche Sitze gelten auch fiir die Mannigfaltigkeiten V, V*.
Beweis. Im Falle m = 2 gilt nach (18), (22):

(25) wrz = wl(‘Pgl, (P’;Z) s wL = wz((/’gl, QD’iz) s

51( ’51, ‘/’,;2) s 5:1 = 62(’#“, l//'iz)

—%
W1,
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Aus den Gleichungen (16), (20), (25) folgt dann:

(26) do; = Qo + 0 Hig, da, = Q5o + w,H5a,,
do—‘l = c_’)lﬁias + Qi&s H d&z = 52H§°‘s + Q‘;&s;

s = 1,2; H, H5, H}, H; sind die Funktionen der Haupt- und im allgemeinen auch
der sekundiren Parameter.

Die Behauptung des Satzes folgt durch die Vergleichung der Relationen (26), (3)
fir m = 2. .

Setzen wir nun m = 2 voraus. Den beliebigen Werten der Parameter ordnen
wir den linearen Raum S,,_; zu. Die Punkte dieses Raumes seien die Bilder der
Pfaffschen Formen in den Differentialen du,, du,, ..., du,. Die Eckpunkte des
Koordinatensystemes dieses Raumes seien die Bilder der Formen w,, @, ..., 0.
Das Bild der Form o}, liegt nach (18) im linearen Raume, der durch die Bilder
der Formen w,, o, ..., o, gegeben ist, ebenso liegt das Bild der Form w}, im linearen
Raume, der durch die Bilder der Formen w,, ws, @, ..., ®, gegeben ist, u.s.w.
Wenn w; die Torsalform des Paares o;, V* ist, dann geht der durch die Bilder der
Formen o}y, o}, ..., 0};_y), @}is1y ..., ©F, bestimmte Raum durch das Bild
der Form w;.

Setzen wir nun m = 3 voraus. i, p, q seien verschiedene Zahlen aus der Menge
1,2, 3. Weiter soll p < g gelten. Aus den Gleichungen (18) folgt dann:

(27) o}, = e{o o, o}, 1Y) + ook, o7, oi9)},
o}y = e{ofef, ot o8 + o, (o, ¢'7, o§1)} ;

It

e=1imFallei=1,3,¢ = —1im Fallei = 2.
Wenn zum Paare «;, V* die Torsalform w; gehért, dann sind die Formen w;,

w,p, w linear abhingig. Das ist nach (27) nur dann méglich, wenn mindestens eine

der folgenden Gleichungen gilt:

(283') ((pp’ (Pl ’(D.)_O,
(28b) (0", 9", 91) = 0.

Ahnlich folgt: Zum Paare &;, V*, gehort die Torsalform @; genau dann, wenn min-
destens eine der folgenden Gleichungen gilt:

(292) (W5t vin i) =
(29b) (Wkr, i, o) =

Satz 4. w; ist im Falle m = 3 genau dann die Torsalform des Paares o;, V*, wenn
mindestens ein von den durch w; = 0 bestimmten Berithrunterrdumen der Mannig-

faltigkeiten (A,), (A,) in den einander entsprechenden Punkten A,, A, zum Beriihr-
raum der Mannigfaltigkeit V im zugehdrigen Punkte A; gehort.
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Beweis. Bei der Giiltigkeit der Voraussetzungen des Satzes sind im ersten Falle
die Punkte

(30) (P,;q;l—b ‘P';pzk, <P‘.54A—k

linear abhingig. Daraus folgt die Gleichung (28a). Aus den Relationen (27) folgt
dann, daB w; die Torsalform des Paares o;, V* ist. Umgekehrt aus der Giiltigkeit
von (28a) folgt die lineare Abhangigkeit der Punkte (30). Ahnliche Betrachtungen
gelten fiir den zweiten Fall.

~ Aus den Gleichungen (27) bekommen wir noch: Wenn der Punkt ¢}'4, immer
in dem Berithrraum der Mannigfaltigkeit ¥ im entsprechenden Punkte A; liegt,
dann ist w, die Torsalform des Paares «;, V*.

Unter der gegebenen Voraussetzung gilt namlich
(05> 9i% @19 = 0.

Ahnlich gilt: Wenn der Punkt ¢}'4, immer in dem Beriihrraum der Mannigfaltig-
keit V im entsprechenden Punkte 4, liegt, dann ist w, die Torsalform des Paares a;, V'*.

Setzen wir nun m = 2 voraus. Durch die Gleichungen (24) mit h = 1,2, ...
<o (i=1),(i +1),..., m ist auf der Mannigfaltigkeit * die Schicht der einpara-
metrigen Systeme der Raume P _, gegeben. In jedem dieser Systeme sind die Punkte
a; (i ist fest) singulir in dem Sinne, daB der Beriihrraum dieses Systemes im Punkte o;
mit der entsprechenden Erzeugenden P,”;_l der Mannigfaltigkeit V* zusammenfallt.
Die angefiihrten Systeme bezeichnen wir als die zum Werte i gehdrigen. Torsal-
systeme der Erzeugenden PX_, der Mannigfaltigkeit V*. Ahnlich kann man die
zum Werte i gehirigen Torsalsysteme der Erzeugenden Pr_, der Mannigfaltigkeit
V* definieren.

Untersuchen wir die Korrespondenz C*: V*(Py_,) —» V*(Py_,), wobei die zu-
geordneten Erzeugenden P)_,, P%_ stets denselben m Zahlen uy,u,,...,u, < 4
entsprechenden. Wenn fiir den bestimmten Wert von i zu dem Torsalsystem der
Erzeugenden P¥_, der Mannigfaltigkeit V* immer das Torsalsystem der Erzeugenden
P} _, der Mannigfaltigkeit V* entspricht, dann ist die Korrespondenz C*: V*(Py._,) -
— V*(Py_,) fiir i torsal.

Setzen wir voraus, daB C*: V*(Py_,) — V*(Py,_,) fiir i torsal ist. Fiir die beliebigen
Werte der Parameter gehéren die Bilder der Formen o}, @y, h = 1,2, ..., (i — 1),
(i + 1), ..., m im Raume S,,_ zu einem linearen Raum (m — 2)-ter Ordnung.

‘Wenn C*: V*(Py_4) = V¥(Pp_,) fiir alle Werte von i torsal ist, dann bezeichnen
wir C*: V¥(Py_;) » V*(Py_,) als torsal.

Satz 5. Setzen wir den Fall m = 3 voraus. C: V(P,_,) - V(P,,_,) sei torsal. C*:
V¥(Pm_y) > V*(Ph_,) ist dann fiir den Wert i torsal, wenn

—k * =% _ *
Dip = 0,0, By = T,0;
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gilt. (i, D, q sind verschiedene Zahlen aus der Menge 1, 2, 3; p < g; Oy T, Sind
die Funktionen der erwdihnten Parameter.)

Beweis. Nach den schon frither gemachten Voraussetzungen sind die Formen
w,, 0} linear unabhingig, dasselbe gilt fiir die Formen @}, @3, Wenn C: V(P,,_,) —
— V(P,,-,) torsal ist, dann kann man die Gleichungen (4) beniitzen. Es gilt dann:
(31) @i, = e{oYy, Vi V) + oYy Ui v},

5?; = g{wi(l//q > i s !/J,i‘q) + wp(‘//q s i > ‘/’Eq)} s
e=1imPFallei=1,3, ¢= —1im Falle i = 2.

Wenn C*: V¥(Py_,) — V*(Py,_,) fiir i torsal ist, dann sind d1e Formen @}, o},
co}‘; linear abhéngig. Dasselbe gilt fiir die Formen @ ,q, w,p, w . Das kann man fol-
genderweise aufschreiben:

(32) o}, = 0,0}, + 0,0},
o

iq
= rpw,.p + tqw,-q .

Mit Hilfe der Gleichungen (27), (31) folgt dann: ¢, = 7, = 0. Die Losung ist nur
im Falle der Giiltigkeit folgender Gleichungen méglich:

(0, 57, 1) (Vs WAP, 49 — (%%, %P, %% (Ui, Wi, yi) = 0,
((pq > (pz > (p’q) (t/”:;p’ '//i ’ l//’:q) - ((pq ’ Q’i ’ (pl:q)( :;i’ lpl;p’ l//,:q) =0

Satz 6. Setzen wir den Fall m = 2 voraus. C: V(P,_,) » V(P,_,) sei torsal;
dann ist C*: V¥(Pp_,) —» V*(Py_,) torsal.

Beweis. In die Gleichungen (25) setzen wir @, = w,, @, = w, ein. Daraus folgt
sofort die Giiltigkeit der Behauptung des Satzes. '
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