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EINE BEMERKUNG UBER EINE KOORDINATISIERUNG
DER TRANSLATIONSEBENEN

Joser KLouDA, Praha

(Eingegangen am 16. Mai 1974)

Die Untersuchung einer affinen Ebene ist mit der Untersuchung eines Ternar-
korpers verbunden, wobei seine Eigenschaften einesteils durch die Eigenschaften der
Ebene, andersteils durch die Weise der Koordinatisierung bestimmt sind. In [2]
wird die Koordinatisierung von allgemeinem Standpunkt betrachtet. In [4] ist eine
Kennzeichnung der Terndarkorper mit Null gegeben, die zu einer Translationsebene
gehoren. Das Hauptziel dieser Arbeit ist eine Beschreibung des Ternarkorpers mit
Linksnullelement (genauer: man fordert nicht die Giiltigkeit der Identitét #(x, 0, y) =
=y, aber man fordert die Giiltigkeit der Identitit 1(0, x, y) = y) zu geben, der zu
einer Translationsebene gehort.

Definition 1. Es sei S eine Menge, #S = 2, ¢ eine terndre Operation auf S. Ein
geordnetes Paar (S, 1) nennen wir einen Terndrkérper, wenn gilt:

(1) Ya,b,ceS 3'xeS ta, b,x) =c,
(2) Va,b,c,deS; a+c 3 xeS 1(x,a,b)=1x,c,d),
(3) Va,b,c,deS; a + ¢ I(x,y)eS? t(a, x,y) = b, t(c, x, y) = d.
Ein Terndrkorper (S, r) mit der Bedingung
(4) 30eS Vx,yeS 10,x,y) =y
heisst ein Terndrkorper mit Linksnullelement.
Bemerkung. a) Ist (S, t) ein Ternarkorper, dann
S, 1) := (S% {{(x,¥) | x =c, yeS}|ceS}u
Vi) |y = tx.m o)} | m, ce s}

ist eine affine (siche [3], S. 114—115).
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b) Im jeden Ternirkorper (S, t) gilt
Va,b,c,deS; a+c 3 (x,y)eS* Ha,x,y)=b, te,x,y)=4d

c) Ist (S, t) ein Terndrkorper mit Linksnullelement, dann ist das Element 0 aus
der Bedingung (4) eindeutig bestimmt. Legen wir vor, dass es noch ein solches Ele-
ment 0" & 0 gibt. Nach (3) existiert x € S, fiir welches #(0, x, 0) = 0, #(0’, x, 0) = 0’
gilt. Aber nach (4) ist auch #(0’, x, 0) = 0, was schon 0" = 0 ergibt.

d) Man fordert nicht #(x, 0, y) = y Vx, y € S.

Satz 1. Es sei o eine affine Ebene. Dann gibt es ein Terndirkérper (S, t) mit
Linksnullelement, so dass die Ebenen o, a(S, t) isomorph sind.

Beweis. (Siehe auch [2]). Es sei a = (P, L), wo P die Punktmenge und L die
Geradenmenge ist (Inzidenzrelation ist durch Inklusion gegeben). Es seia = (P, L) =
= (P U I, L) ihre projektive Erweiterung, I, dic Menge von uneigentlichen Punkten
der Ebene a. Es sei S eine Menge, so dass oo ¢ S und # S gleich der Ordnung der
Ebene o ist. Fiir jedes X €I, bezeichnen wir mit X die Menge aller Geraden der
Ebene a, die durch den Punkt X gehen.

Wiihlen wir einen Punkt Ye . Es sei x - [x] eine bijektive Abbildung von der
Menge S U {00} auf die Menge Y, so dass I, = [oo]. Wihlen wir fiir jedes x € S
eine bijektive Abbildung 7, : § — ([x] — {Y}). Dann gibt es eine bijektive Abbildung
n:S% > P, so dass (x, y)" = y™ Vx, y€S.

Es sei m 1~ (m) eine bijektive Abbildung von der Menge S U {oo} auf die Menge [,
wobei (o0) = Y. Weiter sei fiir jedes me S eine bijektive Abbildung A, : S —
— ((rit) — {l,}) gegeben. Dann gibt es eine bijektive Abbildung A : S*> - (L - Y),
so dass (m, ¢} = ¢ Vm, c € S. Wenn wir jetzt fiir jede x, y, m,ce S y = t(x, m, c)
durch (x, y)*e(m, c)* definieren, wird (S, t) ein Terndrkérper. Insbesondere fiir
die Abbildungen w, A mit der Eigenschaft

JaeS Vm,ceS (m,c) n[a] = {(a,c)}
bekommen wir einen Terndrkorper mit Linksnullelement a. O

Bemerkung. Ist (S, ) ein Ternarkdrper und a, m € S, dann ist nach (1) die Ab-
bildung y > #(a, m, y) bijektive und folglich gibt es zu jedem m e S eine bijektive
Abbildung o}, so dass y = t(a, m, y""‘") Vy € S. Definieren wir also eine neue ternire
Operation t, auf S durch t,(x, m, c) := t(x, m, ¢®") Vx, m, ce S, dann ist (S, 1t,)
ein Ternarkorper mit Linksnullelement a.

Im folgenden werden wir nur die Ternarkdrper mit Linksnullelement untersuchen
und wie es gewohnlich ist, werden wir das Linksnullelement mit O bezeichnen.

Definition 2. Ein Terndrkdrper (S, t) heisst linear, falls die folgende Linearitits-
bedingung erfiillt ist:
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(5) Firr jede a, b, c,d e S hat die Gleichung #(a, b, x) = #(c, d, x) entweder keine
Losung in x oder ist durch jedes x € S befriedigt.

Es sei (S, 1) ein Terndrkorper mit Linksnullelement. Nach (1), (3) und (4) gibt es
zu jedem a € S — {0} genau ein e, € S, so dass #(a, e,, 0) = a. Fiir a = 0 werden wir
zusatzlich e, = 0 definieren.

Nun sind wir im Stande auf S zwei induzierte binire Operationen +, - einzu-
fithren: a + b := t(a, e,, b), a. b := t(a, b,0) Va, b€ S.

Bemerkung. In jedem Ternarkdrper (S, t) mit Linksnullelement gilt:
a)0.a=0VaeSs,
b)Va,beS; a+03'xeSa.x=b,
c)a+0=0+a=aVaes,
d)Va,beS I'xeS a+ x=h.

Satz 2. Ein Terndrkérper (S, t) mit Linksnullelement ist genau dann linear, falls
(6) fa,b,c)=a.b+c Va,b,ceS.

Beweis. I. Es sei (S, ) ein linearer Ternirkorper mit Linksnullelement und
a, b, ce S. Dann (a, b, 0) = t(ab, e,, 0) = ab und folglich #(a, b, ) = #(ab, ey, ) =
=ab + c.

Jetzt brauchen wir

Hilfssatz. Es sei (S, t) ein Terndrkérper mit Linksnullelement, der die Bedingung
(6) erfiillt. Dann ist (S, +) eine Loop.

Beweis. Offenbar besitzt (S, +) folgende zwei Eigenschaften:a + 0 =0 + a = a
VaeS; Ya,beS 3'xeS a + x = b. Weiter sei a,be S; ce S — {0}. Dann gibt
me S, so dass t(c, m, b) =a, d. h. em + b = a. Wir werden jetzt voraussetzen,
dass fiir ein x€ S x + b = a ist. Dann gibt m, € S mit #(c, m;, 0) = x und daraus
tf(c,my,b) = cm, + b =x + b =a, t(c,m,b) = cm + b = a. Folglich ist nach
(1), (3) und (4) m = m, und x = ecm = cm,. O

1. (S, 1) erfiille die Bedingung (6) und fiir a, b,c,d,e,f€S gelte #(a, b, e) =
= 1(c, d, e). Dann ist ab + e = cd + e und nach genau bewiesenem Hilfssatz ist
ab = cd, also auch ab + f = ¢d + f, d. h. t(a, b, f) = t(c, d, f). O

Definition 3. Es sei (S, ) ein Ternirkorper. Die affine Ebene a(S, t) heisst (nach
[4], S. 620) vertikaltransitiv, wenn es fiir je zwei Punkte (x, y), (x, z) € S? eine
Translation t gibt, so dass (x, y)* = (x, z). Jede Translation © der Ebene oS, ?)
mit der Eigenschaft 3xe S {(x, y) | y € S}* = {(x, y) | y € S} heisst vertikal.
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Satz 3. (Siehe auch Satz 1 aus [4], S. 622). Es sei (S, t) ein linearer Terndrkirper
mit Linksnullelement. Dann ist die affine Ebene cx(S, t) genau dann vertikaltransitiv,
wenn (S, +) eine Gruppe ist.

Beweis. I. Ist (S, +) eine Gruppe, dann ergibt fiir jedes a € S die Abbildung
(x, ¥) = (x, ¥ + a) eine vertikale Translation. Wegen Vy,ze S 3aeS y + a = z,
ist a(S, 1) vertikaltransitiv.

Weiter brauchen wir einen

Hilfssatz. Ist (S, ) ein linearer Terndrkorper mit Linksnullelement, T eine verti-
kale Translation, dann gibt es ein a € S, so dass (x, y)' = (x, y + a) Vx, y e S.

Beweis. Es sei (0, 0)° = (0, a), ye S — {0}, (0, y)* = (0, )'). Weil 1(y, e,, 0) = y,
((y,e,a) =y + a,ist(y, y) = (v, y + a). Weiter gibt es ein m € S, so dass ym = 0
und hieraus ym + y = t(y, m, y) = y, ym + y' = t(y, m, y") = y'".

Daraus folgt (y, y)' = (y, ), d. h. y' = y + a. Fiir y = 0 ist es offenbar, dass
(0, y) = (0, y + a) ist. Es sei xe S — {0}, y € S. Dann gibt es ein m e S, so dass
(x, m, y) = y, woraus xm =0, #(x,m,y + a) =y + a und (x, y) = (x,y + a)
folgt. O

II. Es sei (S, t) ein linearer Ternarkdrper mit Linksnullelement, die Ebene oS, t)
sei vertikaltransitiv und a, b, ¢ seien aus S. Dann gibt es Translationen 1, ¢ mit
(0, 0 = (0, b), (0, 0)° = (0, ¢). Nach dem Hilfssatz ist (0, 0)° = (0, b)° = (0, b + ¢),
so dass (0,a)° = (0,a + (b + ¢)). Aber (0,a)” = (0,a + b)° = (0, (a + b) + ¢),
so dass also a + (b + ¢) = (a + b) + . O

Bemerkung. Es gibt ein Ternarkdrper (S, t) mit Linksnullelement, der zwar
nicht linear ist, dessen Ebene oc(S, t) aber vertikaltransitiv ist.

Satz 4. (Siehe auch Satz 2 in [4], S. 623). Es sei (S, 1) ein linearer Terndrkdrper,
der die folgenden Bedingungen erfiillt:

die Ebene o(S, 1) ist vertikaltransitiv,

7) Va,b,ye S 3x,ce S
(7)
(@ + 0= (ax + 0& ax + bx = cx))& (ay = 0= by = ¢y),

(8) Va,b,ye S 3x,ce S
(@ # b= (ax #+ bx& cx + ax = bx))& (ay = by = cy = 0).

Dann ist oS, t) eine Translationsebene genau dann, wenn es gilt:
(9) Va,beS 3ceS VxeS ax + bx = cx,
(10) Va,be S 3ce S Vxe S cx + ax = bx.
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Bemerkung. a) Erfiillt ein linearer Ternarkorper (S, t) mit Linksnullelement
die Bedingung #(x,0,y) = y Vx, y €S, so geniigt auch den Bedingungen (7), (8).
b) Es ist offenbar, dass (9) = (7), (10) = (8).

Hilfssatz. Es sei (S, t) ein linearer Terndrkorper mit Linksnullelement, der (9),
(10) erfiillt und die Ebene oS, 1) sei vertikaltransitiv. Dann ist fiir jedes a € S die
durch xm + am = x®m VYme S definierte Abbildung x> x* eine Permutation
der Menge S.

Beweis. Vor allem muss iiberpriift werden, dass x - x? eine Abbildung ist. Aus
(9) folgt, dass Vxe S 3yeS Vme S xm + am = ym. Weil x° Im = ym Vm e S, ist
nach (2) x* = y.

Weiter sei x;, x, €S und x§ = x5. Dann ist x,m + am = xim = x5m =
= x,m + am, x;m = x,m VYm € S und nach (2) x; = x,. Alsoist @ : S — S injektiv.

Es sei y € S. Dann gibt es nach (10) ein x € S, so dass xm + am = ym. Damit
ist a : S — S bijektiv. O

Beweis des Satzes 4. I. Es sei (S, 7) ein linearer TerndrkSrper mit Linksnull-
element, der die Bedingungen (9), (10) erfiillt, und die Ebene «(S, 1) sei vertikal-
transitiv. Wir wollen zeigen, dass fiir jede a, b € S die durch (x, y)":= (x% y + b)
bestimmte Abbildung eine Translation der Ebene (S, 1) ist. Offenbar ist t : S> - S?
bijektiv. Weiter ist fiir jedes ceS {(c,y)|yeS} = {(c", y + b}|yeS} =
={(c", y)| y€ S}. Es sei m,ceS. Wir legen d := —am + ¢ + b fest. Dann be-
deutet xm + ¢ = y dasselbe wie xm + am + d = y + b und dasselbe wie x'm +
+d =y + b. Dies ist gleichwertig mit {(x,y)|xm + ¢ =y}" = {(x,y)|xm +
+d =y}

Fiir a += 0 bekommen wir eine Translation, zu deren Fixgeraden die Gerade
{(o, ) l ye S} nicht gehort. Damit ist die Gruppe von genau allen Translationen der
Ebene «(S, ) abelsch. Es ist leicht nachzuweisen, dass die Gruppe (S, +) zu einer
Untergruppe der Gruppe von genau allen Translationen der Ebene oS, f) isomorph
ist. Also ist auch (S, +) abelsch. Es bleibt noch zu zeigen, dass es zu je zwei Punkten
(r, s), (u, v) € S* der Ebene «(S, 1) eine Translation t gibt, so dass (r,s)’ = (u, v).

Nach (10) gibt es ein a € S, so dass am + rm = um Ym e S. Daraus bekommt
man rm + am = um Ym € S. Wahlt man noch b := —s + v, so gilt fiir die Trans-
lation 1, die durch (x,y)' = (x% y + b) Vx, ye S bestimmt ist, die Beziehung
(o) = (%5 + b) = ().

II. Setzen wir voraus, dass die vertikaltransitive Ebene a(S, ) eine Translations-
ebene ist. Es sei ae S — {0}. Dann existiert genau eine Translation t, der Ebene
(S, 1), so dass (0, 0) = (a, 0). Es sei xe S — {0}, (x, 0) = (x% 0). Es gibt genau
ein z € S, so dass xz = 0. Nach (7) gibt es weiter m, c € S, so dass xm * 0, xm +
+ am = cm, az = cz. Wegen (0,0), (0, —xm) e {(0, y)| ye S} gilt (0, —xm)“e
e{(a, y) | y€S}. Aber die Verbindungsgeraden der Punkte (0,0),(a,0) und
(0, —xm), (a, —xm) sind parallel und deswegen (0, —xm)™ = (a, —xm). Aber
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auch die Verbindungsgeraden der Punkte (0, 0), (x,0) und (a, —xm), (¢, 0) sind
parallel. Wegen m # z schneiden sich die Verbindungsgeraden der Punkte (a, 0),
(¢, 0) und (a, —xm), (c, 0) im Punkt (c, 0). Somit (x, 0) = (¢, 0) = x* = ¢, y = 0.
Wir haben bewiesen, dass es zu jedem a € S eine Abbildung a mit der Eigenschaft
(x,0)= = (x% 0) Vx e S gibt. Offenbar ist die Abbilundg @ :S — S injektiv. Aus
(8) kann man vdllig dhnlich herleiten, dass a : S — S surjektiv ist und dass xm +
+ am = x*m Vx, m € S gilt. Hieraus folgt schon (9) und (10). O

Bemerkung. Es gibt ein linearer Terndrkdrper (S, ?) mit Linksnullelement,
der (7), (8) nicht geniigt, aber o(S, ¢) ist eine Translationsebene.

Beispiel. Eine Menge % von eigentlichen Untergruppen einer Gruppe (G, +)
heisst eine Kongruenz der Gruppe (G, +), falls

() VxeG e A xel,
(i) VU, VeX; U+ VUV =10},
(0 — ein neutrales Element von (G, +)),
(iii) YU, Ve #; U $ VU + V= G.

Man kann zeigen, dass jede Gruppe mit einer Kongruenz abelsch ist.

Es sei A" eine Kongruenz einer Gruppe G und 4 € . Es sei R eine Untergruppe
der Gruppe G, so dass 4 @ R = G (direkte Summe) und es sei #A4 = # R. Weiter
sei ¢ : 4 — R eine bijektive Abbildung mit $(0) = 0. Zu jeder Gruppe B e A" — {A}
gibt es eine Abbildung Xp: 4 > A mit B = {Xpx + ¢x | x € A} Offenbar gilt
fiir @ := {X | Be #" — {A4}} die Bezichung % = # A. Es sei a 1> a’ eine bijektive
Abbildung von der Menge A auf die Menge €. Fiir jede a, b, c € A definieren wir
(a, b, c):= b'(a) + c.

Hilfssatz. Es sei a,b,c€ A, ¢a + ¢b = ¢c. Dann Xa + Xb = Xc, X0 =0
VX e®.

Beweis. Es sei ¢a + ¢b = ¢c, Xz € %. Dann ist Xza + da + Xzb + ¢be B
und es gibt ein d € 4, so dass Xga + ¢a + Xzb + ¢b = Xpd + ¢d. Daraus folgt
Xga + Xgb = Xpd, da + ¢b = ¢d = ¢c, so dass ¢ = d und Xza + Xgb = Xye.

Wegen X0 + $0 = Xz0€ 4 n B ist Xz0 = 0. O

" Wir werden beweisen, dass (4, 1) ein linearer Ternirkorper mit Linksnullelement
ist, der die Bedingungen (9), (10) erfiillt.

(1) Es sei a, b, c € A. Dann gibt es genau ein Element x € 4, so dass b’'a + x = ¢
(weil A eine Gruppe ist).

(2) Esseia, b,c,de A; a + c. Dann gibt es x, y € 4, so dass ¢’x + ¢x + a'y +
+ ¢y = b — d und folglich ¢’x + a’y = b — d, ¢x + dy = ¢$0 = 0. Nach Hilfs-
satz ist a'x + a'y = a’0 =0, so dass a’y = —a’x und weiter schrittweise
dx—ax=b-d, ax+b=cx+d, t(x,a,b) = t(x,c,d). Gibt es noch ein
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Element z € A mit #(z, a, b) = #(z, ¢, d), soist @’z + b = ¢’z + d,d. h. ¢’z — @’z =
= b — d. Weiter gibt es ein u € 4, so dass ¢z + ¢u = $0 = 0 und folglich schritt-
weise @'z +au=a0=0, cz+adu=>b—-d, ¢z+ éz + a'u + du=>b — d,
'z + ¢z =c'x + ¢x, ¢z = dx, z = x.

(3) Es seia, b, c,d € A; a + ¢. Dann gibt es gerade ein z € A mit da = ¢c + ¢z.
Wegen a + c ist ¢z + 0 und weiter b — d + ¢z e G — A. Somit gibt es genau ein
x€eA mit X'y + ¢y = b — d + ¢z fiir ein geeignetes y € A. Dann ist schrittweise
¢y =0z, y =12z, x'z=>b —d. Wegen ¢a = ¢c + ¢z ist nach Hilfssatz x'a =
= x'c + x'z, so dass x'a = x'c + b — d. Wir setzen y:= b — x'a. Dann ist
fla,x,y)=x'a+y=">b,tc,x,y)=xc+y=xc—xa+b=d

(4) Nach Hilfssatz ist x'0 = 0 Vx € 4, so dass Vx, ye A #0,x,y) = x0+ y =
=0 + y = y. Offenbar ist (4, ¢) linear.

(9) Es sei a, b e A. Dann gibt es ein c € A mit ¢a + ¢b = ¢c und nach Hilfssatz
ist x’a + x’b = xc, so dass ax + bx = cx Vx € A. Schliesslich kann man dhnlicher-
weise (10) zeigen. Weiter kann man beweisen, dass (4, f) dem Distributivgesetz
(a + b)c = ac + bc Va, b, c € A genau dann geniigt, falls ¢ ein Isomorphismus ist.
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