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Czechoslo?ak Mathematical Journal, 29 (104) 1979, Praha 

ÜBER PROJEKTIVE ERWEITERUNG AFFINER 

KLINGENBERGSCHER EBENEN 

FRANTISEK MACHALA, Olomouc 

(Eingengangen am 7. Juni 1977) 

Der Satz über die Erweiterung jeder affinen Ebene zur projektiven Ebene gehört 
zu den klassischen Ergebnissen. Die Lösung des Erweiterungsproblems für affine 
und projektive Hjelmslev-Ebenen ist sehr schwierig, da sie eine Untersuchung 
kompHzierter kombinatorischer Beziehungen erfordert. In diesem Bereich wurden 
jedoch einige bedeutende Teilergebnisse erzielt ([1] — [5]). 

W. KLINGENBERG bewies schon in seiner Grundarbeit [5], daß jede desarguessche 
affine Hjelmslev-Ebene zur projektiven Hjemslev-Ebene erweitert werden kann. 
D. A. DRAKE bewies in [3], daß jede endliche uniforme Hjelmslev-Ebene projektiv 
erweiterbar ist. Dieses Ergebnis verallgemeinerte er in [4] auf stark n-uniforme 
affine Hjemslev-Ebenen mit gleichmäßigem ParalleHsmus. Hierselbst wurde auch das 
bedeutsame Beispiel einer affinen Hjemslev-Ebene, die man projektiv nicht erweitern 
kann, angeführt. 

In der vorliegenden Arbeit werden notwendige und hinreichende Bedingungen zur 
projektiven Erweiterung affiner Klingenbergscher Ebenen, welche eine Verallge
meinerung der Hjemslev-Ebenen darstellen, gefunden. Diese Bedingungen beschrei
ben die Problematik projektiver Erweiterung affiner Klingenbergscher Ebenen in 
ihrer ganzen Breite und bestätigen die Schwierigkeit einer globalen Lösung dieses 
Erweiterungsproblems. Im dritten Teil der Arbeit wird die Verwendung gefundener 
Bedingungen auf einem speziellen Fall der desarguesschen Klingenbergschen Ebenen 
vorgeführt. 

Definition 1. Eine projektive Klingenbergsche Ebene (kurz PK-Ebene) ist definiert 
als ein Tripel (тг, % , x), wo n = (^ , J^, l) eine Inzidenzstruktur, тг' = (^ ' , <^\ Г) 
eine projektive Ebene und к :ж -> n' ein Epimorphismus sind ([8], Def. 1, 2, 3), 
wobei 

(1) х,уе^,ххФук=>3\Ре^;х,у1Р, 

(2) X,Ye^, XK+YX=^31 pe^; plX,Y. 
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Unter einer PK-Ebene werden wir oft direkt die Inzidenzstruktur ж verstehen. Die 
durch die Punkte x, у nach (l) eindeutig bestimmte Gerade P bezeichnen wir mit 
P = xy und mit p = X fl Y den nach (2) durch die Geraden X, Y eindeutig be
stimmten Punkt p. 

Es sei n = (^, o^, I) eine PK-Ebene und seien o, e, u, v solche Punkte aus ^ , daß 
keine drei von ox, ex, их, vx auf einer Geraden aus n liegen. Wir bezeichen E = oe, 
X = ou, Y=ov, и = UV, ex = venX und setzen ^ = {xe^\xlX}, Ш' ^ 
= (x e J I x% = их], ^0 = {xel\xx = ox}, ^ = 1\M\ Ê^ = {(a, b)eâ x 
X й\Ьет' =^ ae m'], J2 = {{a, Z?) G J x ^\aem' ^he Ш']. 

Wir definieren eine Abbildung Q\ й^-^ ^ durch folgende Vorschriften (PI) —(P3): 

(PI) Für jedes Paar (x, у)е ^ x M setzen wir w = vy П E, s = vx f] uw und 
s = (x, уУ, 

(P2) Für jedes Paar (x, y)e Ж x M setzen wir n =^ yvr] E, n^ — nu \~\ ev, s = 
= 0П1 Г~\ XV = (x, уу. 

(РЗ) Für jedes Paar (x, y) e ^' x ^ ' setzen wir h = xv Г] E, w = yv f] E, ŵ  = 
= WW П ev, s = ow^ П uh == (x, yY. 

Q ist eine bijektive Abbildung der Menge й^ auf die Menge ^ [8]. Gilt 5 = (x, уУ, 
so folgt nach (PI) —(P3) SX non Г Ux о {x, у) e M x ^ ; sx V JJx, sx -^^ vxo (x, y) e 
e^' X ^; SX = vx^ (x, y) e ^[ x m'. 

Ferner definieren wir eine Abbildung a \ 2.2"^ ^ durch (Li) —(L3): 

(Li) Für jedes Paar (m, Ä:) e ^ x ^ setzen wir n = mv П E, n^ = nu П ve, p = 
= on^ n U, z = vk П E, q = uz П Yund P = pq = [m, Icf. 

(L2) Für jedes Paar (m, k)e M e ^' setzen wir h = kv \~\ E, w = hu Г] ev, q = 
= ow r\U und P = mq = (m, ку. 

(L3) Für jedes Paar (m, k)e^' x Ш' sezten wir h = kvV^E, q=^ uhV\Y und 
p = mq = (m, ку. 

G ist eine bijektive Abbildung von U2 auf ^ [8]. Ist P = (m, ку, so Px ф Ux, 
vx non г Pxo{m, к) e M X ^; Px ^ Ux, vx Г Px o{x,y)e^ x m'\ Px = Ux о 
о {m, к) e m' X m'. 

Im folgenden setzen wir (x, уУ = [x, 3;] V(x, y) e Ê^, (m, кУ = <m, к} V(m, к) e 
e ^2' Nach (L3) und (L2) ergibt sich U = <w, w>, Y = <o, w> und nach (P2), (P3), 
( L 3 ) dann [x, y^lU <^ x = u. 

Lemma 1. Setzt man \kP, ex] I <Ö, /C> für jedes Element к aus Ш', so ist rj eine 
bijektive Abbildung der Menge Ж auf die Menge^Q mit u^ = 0. 

Beweis, a) f] ist eine Abbildung von ^ ' in MQI Nach (L2) gilt <Ö, k} X = Yx und 
wegen [eu) x ф Yx schneiden sich die Geraden <Ö, fc>, eu in einem einzigen Punkt s 
mit sx Г Yx, sx ф vx. Nach (PI) gilt s = [x, e^] ^^^ xe MQ und unserer Vorschrift 
nach ist X = /c'̂ . 
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b) rj ist eine Abbildung von ^ ' auf ^o* Es sei /c' ein beliebiges Element aus ^Q. 
Wird s = [fc', ex] gesetzt, so ist nach (PI) sx Г Yx. Wegen sleu folgt ox ф sx und 
mithin gibt es genau eine Gerade r = os. Wegen rx = Yx erhält man nach (L2) r = 
= <o, A:> mit к e 0t'. Unserer Vorschrift nach folgt daraus k! = là. 

c) Y\ ist eine bijektive Abbildung von 0t' auf Ш^\ Sind fci, ^2 ^̂ ŝ M' mit Ä:i Ф /c2, 
so <o, fci> Ф <o, fe2> und <o, /ci> Г1 M̂ Ф <o, fc2> П ^w. Daraus folgt aber 
[fc?, e;,] Ф [fcl, e;,], also fc? Ф kl 

d) Ist Ä; = M, so У = <o, Ä:> und nach (Pl) gilt k"^ = o. 

Lemma 2. Es sei (x, A:) ам5 ^ ' x M. Durch die Vorschrift [x, т"̂ "̂"'*̂ ] I <m, /c> 
Vm e ^ f5̂  eine bijektive Abbildung co(x, k) der Menge M auf sich definiert, wobei gilt 

(AI) mx = (m^^ '̂'̂ )̂ X. 

Beweis, a) co[x, k) ist eine die Bedingung (AI) erfüllende Abbildung von M in ^ : 
Ist m ein beUebiges Element aus 0t, so gilt nach (LI) <m, /c> % ф Ux, vx non Г 
non Г <m, Ä:> %. Wegen xe0t' gilt (xü) x = Ux und die Geraden xf, <m, fc> schnei
den sich in einem einzigen Punkt s mit sx Г Ux, sx Ф i?%. Nach (P2) ergibt sich 
s = [x, m'] mit m' e^ und wegen [x, m'] I <m, /c> ist m' = nf^""'^^. Wird <m, fc> П 
p] (7 = p gesetzt, so ist 5>̂  = px und durch Vergleich von (P2) und (LI) erhält 
man mx = (m^̂ ""'̂ )̂ ;i;. 

b) ct)(x, A:) ist eine Abbildung von ^ auf ^ : Es sei m' ein Element aus ^ . Setzt 
man s = [x, m'], so gilt nach (P2) sxl' Ux, sx Ф vx. Bestimmen wir nach (LI) zum 
gegebenen Punkt к den Punkt q auf der Geraden Y, so ist qn ф vx. Wegen qx ф sx 
gibt es genau eine Gerade r = 5^, wo rx ф (7:x, i;}i; non Г rx. Nach (Li) ist also 
r ~ im,ky mit те0t. Aus s i r folgt dann m' = m'^^'^'^K 

c) co(x, fc) ist eine bijektive Abbildung: Sind m^, m2 e ^ mit m^ Ф m2, dann 
<mi, /c> Ф <m2, k} und xi; П (ш^, к} =¥ xvH <m2, /c>. Nach a) erhäk man 
daraus mf'''^ Ф mf''''\ 

Durch (PI) —(P3) und (LI) —(L3) lassen sich die folgenden Lemmas ähnlich wie 
die Lemmas 1 und 2 beweisen. 

Lemma 3. Es sei {y, k) aus 0t x ^'. Durch die Vorschrift [m^( '̂̂ >, y] I <m, k} 
Vm G M' ist eine bijektive Abbildung ф(у, к) der Menge 0t' auf sich definierte 
wobei gilt 

(A2) и = M'̂ ^ '̂"̂  Vy e m, 

Lemma 4. Es sei (x, m)e^' x ^ . Dwrc/i J/e Vorschrift [x, fc'^t^''«)] l <m, k} 
Vfe 6 ^ ' fsf eine bijektive Abbildung (p{x, m) der Menge 0t' auf sich definiert. 

Lemma 5. Es sei (y, m) e M' x 0t'- Durch die Vorschrift [/ĉ ^̂ ''"̂ , j ] I <m, k^ 
VfeG^' f5̂  еше bijektive Abbildung ^{у, ^ ) der Menget' auf sich definiert, wobei gilt 

(A3) и = ŵ ^̂ '"̂  Vĵ  e ^'. 
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Für die in Lemmas 1 — 5 definierten Abbildungen rj, co(x,/c), ф{у, k), (p{x, m), 
^(y, m) beweisen wir nun folgende Behauptungen (Bl) —(B7) und (B). 

(B) Für beliebige х^.у^еМ und Х2,У2^^' gibt es genau ein Paar (m, k) e 
em^ 0t' mit [xi, y i ] I <m, /c>, У2 = Г^^^'^^. 

Beweis. Setzt man 5̂  = [x^, j ^ ] , «2 = [^2, J2]» so s^^non Г Ux, S2X = vx und 
daher gibt es genau eine Gerade P = {m, k} mit 5^,52 I P . Wegen Px Ф Ux, 
vx Г Px gih (m, к)еМ X Ш\ Aus [x2, y^ I <m, /c> folgt nach Lemma 4 ^2 = 

(Bl) Fwr beliebige x^, j ^ , J2 ^ ^ ^^^^ ̂ 2 ̂ ^ ' 9^^^ ^^ genau ein Paar (m, k) e 
e ^ X ̂  m/r [xi, j i ] I <m, î >, У2 = m^^^^''\ 

(B2) Pwr beliebige y^E0t und x^, X2, у 2 ̂  ^ ' ö̂ *̂̂^ -̂̂  genau ein Paar (m, fe) e 
еЖ X 0t' mit Xi = m^^''^''\ X2 = k^^'^'^'K 

(B3) Für beliebige x^, X2 e ^\ Ух, 3̂2 ̂  ^ ^^^ J i ^ + У2^ 9^bt es genau ein Paar 
(m, k)€M' X m' mit Xi = m^^^ '̂'>, X2 = m^^^ '̂̂ \ 

Zum Beweis der Behauptungen (Bl) —(B3): Wir setzen s^ = [xj, j / j ] , S2 = 
= [x2, У2] 4î^^ ähnlich wie im Beweis der Behauptung (B) beweisen wir, daß durch 
die Punkte 5 ,̂ 52 genau eine Gerade <m, k} geht. Mit den Definitionen von Û}(X, к), 
ф(у, к), (р(х, m) und ̂ {у, m) beweisen wir dann (Bl)—(B3). 

(B4) Für beliebige m^, m2, /cj, /c2 e ^ mi7 m^x = m2X, k^x ф /c2>tf ö'̂ ^^ ^^ genau 
ein X e^' mit m^^""'^^^ = m2^^'^^\ wobei x = и genau dann, wenn m^ = m2. 

Beweis. Setzt man Р^ = <^т^,к^У, P2 = {'^i? ^i)» so 1;% non Г P̂ :и?, P2X; 
P^x Ф P2>iî und die Geraden P^, P2 schneiden sich in genau einem Punkt s = 
= [x, y] . Wegen m^x = m2X gilt sx Г Ux und wegen sx Ф vx ergibt sich daher 
(x, y)e ^' X ^. Aus [x, y] I <mi, /c^), [x, y'] I <m2, ^2> folgt nach Lemma 2 
j ; = m^^ '̂''̂ ^ = m^^^'''^\ Aus mj = m2 folgt s 117 und gemäß (P2) ergibt sich 
X = w. Ist umgekehrt x = w, dann wegen y еМ gilt slU und daraus ist nach (Li) 
m^ = m2. 

(B5) Für beliebige m^, k^e0t und m2, ^2 ̂  ̂ ' 9^^^ ^^ genau ein Paar (x, y) e 
e ^ ' X ^ m/f у = m?̂ '̂*=̂ >, x = mf'''^'\ 

(B6) JPwr beliebige т^еМ und m2, k^, ^2 ̂  ̂ ' d^bt es genau ein Paar (x, y) e 
sm' X m' mit у = fef ^''"^), X = /cf̂ ''"̂ ^ 

(B7) Fwr beliebige m^,m2e0t und к^,к2еМ' mit m^x Ф m2X gibt es genau 
ein xe0t' mit /cf̂ ''"̂ ^ = Ä:f̂ '̂"'2), ^^г,^/ ^ ^ ^ genau dann, wenn k^ = ^2 isf. 
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Zum Beweis der Behauptungen (B5) —(B7): Wir setzen P^ = (т^, k^}, P2 = 
= <m2, /c2> und ähnhch wie im Bewies der Behauptung (B4) beweisen wir, daß sich 
die Geraden P^, P2 in genau einem Punkt [x, j ] schneiden. Mit den Definitionen 
von co(x, /c), ф(у, /с), ^(y, m), (p(x, m) beweisen wir dann unsere Behauptungen 
(B5)-(B7). 

II 

Definition 2. Unter einer affinen Klingenbergschen Ebene (kurz AK-Ebene) 
versteht man ein Tripel (oc, a', %), wo a = (^, J^, l) eine Inzidenzstruktur, a' = 
= (^ ' , ^ \ Г) eine affine Ebene, x : a -^ a' ein. Epimorphismus sind, wobei 

(1) X, y e^, XX + ук=^ 31 PE^; X, y ÏP. 

(2) P, Ô e J^, Px 1 ß% => 3! xe^; xl P, ß . 

(3) Auf der Menge £^ ist eine Äquivalenzrelation R erklärt, so daß durch jeden 
Punkt aus ^ genau eine Gerade aus jeder Äquivalenzklasse von R geht. 

Unter einer AK-Ebene werden wir oft die Inzidenzstruktur a verstehen. Zwei 
Geraden aus ^ sind parallel genau dann, wenn sie derselben Äquivalenzklasse von R 
angehören. Den Parallelismus in a und auch in a werden wir mit dem Symbol || 
bezeichnen. Aus P || Q folgt nach Definition 2 Px || Qx. Die Parallele zu P durch p 
bezeichnen wir mit L[p, P). 

Es sei a = (^, ^, l) eine AK-Ebene. Das Tripel {X, У, e), wo X, У e if, e e ^, 
heißt ein Koordinatensystem von a, wenn Xx )/( Yx und ex non Г Xx, Yx. Im folgen
den nehmen wir an, daß (Z, У, e) ein festgewähltes Koordinatensystem von а ist. 
Wirsetzeno =XnY,E = oe,E' = L{e, У), F ' = L ( e , X ) u n d ^ = { x e ^ | x I Z } , 
^ 0 = {̂  e ^ I ^^ = 0^}, ^ = {^^ I ^ ^ ^ } - Wir definieren eine Abbildung ß : ̂  x 
X ^ -> ^ durch 

(P'l) Für ein behebiges Paar {x, у)еМ x ^ setzen wir w = £(3;, У) П ^ , s = 
= L{w,X)nL{x,Y) = (x,yy. 

ß ist eine bijektive Abbildung von ^ x ^ auf ^ [9]. Wir definieren eine Abbil
dung 7i : ^ X ^ -> i f durch 

(L'l) Für ein behebiges Paar (m, Ä:) € ^ x ^ setzen wir p' = L{m, Y)[~\ E, p = 
= L(p', X) П E\ q' = L(/c, Y)nE, q = L{q\ X) П У, P = L{q, op) = 
= (m, k)'\ 

Da p I E\ gik (o;?) x ^ Yx und Р% f У>и. Ti ist eine bijektive Abbildung der 
Menge ^ X ^ auf die Menge aller Geraden P aus i f mit P%1 У% [9]. Offenbar 
(m^, к^У' II (m2, /C2)̂ ' о mi = m2. 

Schließlich definieren wir eine Abbildung 72 • ^ 0 x ^ -^ «^ durch 

(L'2) Für ein behebiges Paar (m, fc)e^o x ^ setzen wir w = L(m, У) П JE", 
P = L(i^, ow) = (m, fc)4 
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Wegen m G ^ 0 gi^t (ow) к = Yx und mithin Px \\ Yx. ^2 ^̂ t eine bijektive Ab
bildung der Menge М^ v. ^ auf die Menge aller Geraden P aus S£ mit Px || Yx [9]. 
Aus (x, 37/l(m,/c)^^ folgt nach (P'l) und (U2) xx = kn. Offenbar (m^,/с^У'|| 
II (^2, /С2У' <^ mi = m2. 

Setzt man (xx, yxY' = (x, y)^ x V(x, y) e .^ x M, so ist 5̂' eine bijektive Abbil
dung der Menge Ш Y. Ш auf die Menge ^ ' ; setzt man (mx, /схУ' = (m, /c) '̂ x 
V(m, /c) G ^ X ^ , so ist ]̂ i eine bijektive Abbildung der Menge Ш x Ш auf die 
Menge aller Geraden aus if', die nicht parallel zu Yx sind. Setzt man schließHch 
(mx, kxf'^ = (m, fc)^^ x V(m, /c) e ^Q x ^, so ist 72 ^ii^^ bijektive Abbildung der 
Menge {ox} x ^ auf die Menge aller Geraden aus if', die zu Yx parallel sind. 

Es sei (TT, 7i\ x) eine PK-Ebene mit n = (^, if, I) und n = (^ ' , if', Г). Für eine 
Gerade Ï7 aus ^ setzen wir ^^^ = {x G ̂  | xx non Г C/x}, i f ^ = {P G if | Px ф Ux}. 
Ist I^ eine Inzidenzrelation mit l^" = ln{^^ x 5e^\ so bildet a^ = (,^^, if^', 1̂ ) 
eine Inzidenzstruktur. Bezeichnen wir mit a'^ die durch die Gerade \Jx aus i f 
bestimmte affine Ebene in TT', dann induziert x einen Homomorphismus x' der 
Inzidenzstruktur a^ auf a'^. Zwei Geraden von 5£^ nennt man parallel, wenn sie 
einen Punkt auf V gemeinsam haben. Dann bildet (a^, a'^, x') eine AK-Ebene. 
Wir sagen, daß тг eine projektive Erweiterung von a^ ist. Eine AK-Ebene (a, oc', x) 
läßt sich zu einer PK-Ebene тг erweitern, wenn es eine Gerade U in тг derart gibt, 
daß (a, a', x) = (a^, a" ,̂ x') in der vorstehenden Art gilt und die Geraden aus а 
genau dann parallel sind, wenn sie in тг einen Punkt auf der Geraden l/ gemeinsam 
haben. 

Es seien 0, e, w, v Punkte einer PK-Ebene (тг, тг', x), wo keine drei von ox, ex, их, 
vx auf einer Geraden aus тг' liegen. Wir setzen X — ou, Y = ov, V — uv. Es sei 
^u ^ ^^u^ c^v^ ^'^ ^jg 2:u der Geraden U aus тг gehörige AK-Ebene. Nach (P1)-(P3) 
und (L1)-(L3) gih ^ ^ = {[x, 3;] |(x, 3;) G ^ X ^ } , ^^ = {<m, k} \{m,k)e^ x 
X M} и {<m, ky \{т,к)еМ x ^ ' } . Das Tripel (X, 7, e) ist ein Koordinatensystem 

von a^. Durch Vergleich der Konstruktionen (Pl) und (P'l) erhalten wir (x, уУ = 
= [x, 3;] V(x, У)ЕМ X M und durch (Li) und (L'l) dann (m, kj' = <m, /c> 
V(m, k)e ^ X ^ . Es sei <m, /с) eine Gerade aus тг mit (m, /:) G ̂  x ^ ' . Bestimmen 
wir nach Lemma 1 das Element k"^, dann ist nach (L2) und (L'2) (k^, m)̂ ^ = (^m, k}. 

Satz. £s sei (oc, a', x) e/ne AK-Ebene mit oc = {^, S£, I), a' = (^ ' , S£', Г) w/t^ 
(Z, 7, e) sei ein Koordinatensystem von oc. Wir setzen ^ = {x G ^ | x IX}, ^Q = 
= {x G ^ I XX = ox}. ^ ' sei eine Menge mit ^ ' n ^ = 0. 

a /ö^^ sic/i zw efn^r PK-Ebene erweitern, falls es bijektive Abbildungen 

г\\Ж ^m^ mit 0'' = w , , 
co(x, /c) 

(^(j;, ^) 

(/?(x, m ) 

l{y, m) 

^ ^ ^ Vx G ^ ' V/c G 

^ ' 4-> ^ ' V3; G ^ V/C G 

. ^ ' <^ ^ ' Vx G ^ ' Vm G 

^ ' <-> ^ ' Vj; G ^ ' Vm G 
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gibt, welche die Bedingungen (AI)- (A3) , (Bl)-(B7) und folgende (B8) befriedigen. 
(BS) Für beliebige Xi, J i e ^ ; ^2, У2 e ^ ' gibt es genau ein Paar (m, k) e 3^ x M' 
mit (xi, 3̂ 1)̂  I {k\ my\ У2 = /ĉ (̂ '̂'«>. 

Beweis. Wir setzen (x, y)^ = [x, y] V(x, y) G ^ x ^ , (m, /c)̂ ^ = <m, fe> V(m, fc) e 
e ^ X ^ , (m, ky = «m, /c»__ V(m, k)e^o x ^, ^ = {xx | x e ^ } , (x%, 3;;̂ :)̂ ' = 
= [xx, yx] V(xx, yx)e^ x M, {mx, kxf'^ = {mx, kx} V(mx, /ex) e J x ä. Ferner 
setzen wir J = ^ u .^', «а̂  = {(а, b)el x ^\ЬЕ^' =>ae ^ ' } , ^2 = {(«, b) e 
€ J X j | a G ^ ' = > b e ^ ' } , ^ 1 = { [x , j ; ] | (x , J ) G ^ J , i f 1 = {<m,/C> | (m,/^) e 
€ ^2} und definieren eine Inzidenzrelation I^ с ^ ^ x j ^ ^ durch 

[x, j ;] Il <m, k} о [x, j;] I <m, fc> für (x, j ) G ^ x ^ , (m, /c) e ^ x ^ , 

[x, 3;] l i <m, fc> <^ [x, y] I «/c^ m» für (x, 3;) G ^ x ^ , (m, /c) G ^ x ^ ' , 

[x, 3;] Ij <m, k> <^ y = m^̂ '̂*̂ ) für (x, 3;) G ^ ' x ^ , (m,/c) G ^ x ^ , 

[x, 3;] 1\ <m, /c> <:> X = m^̂ '̂̂ > für (x, y) G ^ ' x ^ , (m, /c) G ̂ ' x ^ S 

[x, 3;] Il <m, /c> о 3; - /ĉ ^̂ ''"> für (x, y)em' x m\ (m, /c) G ^ x ^ ' , 

[x, 3;]Ii <m, k><^x = /ĉ ^̂ ''"̂  für (x, j ) G ^ ' x ^ ' , (m,/c) G ^ ' x ^ ' . 

Das Tripel n = (^j,, i f 1, Ii) ist eine Inzidenzstruktur. 

Es sei ü ein Element mit йфШ. Wir setzen 'S = Ш и {ü}, 0^\ = ^ ' u {[xx:] | xx: G 
еШ\ \j {[w]}, i f j = if' u {<mx:> I m>t;G J } u {<w>} und definieren eine Inzidenz
relation Ij с ^ 1 X if; durch 

[xx, yx\ \\ <jnx, kx} <=> {xx, yx} Г <mx, /с;к> für 

{xx, УХ)ЕШ X Ш , {mx, кх)еМ X M , 

[xx, yx] l\ {xx} \f(xx, yx) ЕШ X M , 
[mx] Ii <mx, kx} V(mx, /ex) ЕШ x M , 
[xx] l'i <й> Vxx EM , 
[w] Ii <mx] Vmx ЕШ , 
[ ü ] i ; < ü > . 

Das Tripel тг' = ( ^ i , i f i , I i ) ist eine projektive Ebene. Ferner definieren wir eine 
Abbildung Xi : 7ü -> тс' durch 

[x, y] i-> [xx, з;х] V(x, У)Е ^ x Ш , 
[x, 3;] i-> [з;х] V(x, 3;) G ^ ' X ^ , 
[x, 3;] i-> [w] V(x, 3;) G ^ ' X ^ ' , 
<m, /c> h-> <mx, /cx> V(m, A:) G ^ x ^ , 
<m, Ä:> h-> <mx> V(m, /c) G ^ x ^ ' , 

<m, /c> i~̂  <u> V(m, /c) G ^ ' X ^ ' . 

Wir zeigen, daß x^ ein Homomorphismus von % auf тг' ist : 
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a) Gilt [x, y] Il <m, к} für {x, y € ^ x ^, (m, fc) e ^ x ^ , dann ist [x, j ;] I 
I <m, k}. Da XÎ ein Homomorphismus von a auf a' ist, folgt daraus [x, y] x Г <m, fc) %, 
also [x>iî, ух] Г <mx, >̂ir>. Dies bedeutet aber 1_хк, ук] l[ <mxr, kx} und [x, j ] x^ Ii 
Ii <(m, /c) x^. 

b) Gilt [x, y] Il <m, Ä:> für (x, y) 6 ^ x ^ , {т,к)^^х ^ \ dann [x, j ;] I 
I /̂c*̂ , m^ und mithin xx = mx. Daraus ergibt sich [xx, yx] Ii <mx> und [x, y] x^ Ii 
Ii <m, /c> Xi. 

c) Gih [x, y] Il <m, fc> für (x, y) e ^' x ^ , (m, î ) e ^ x ^ , dann y = m'̂ ^̂ ''̂ ^ 
und wegen (AI) folgt yx = mx. Daraus ergibt sich [yx] Ii <mx, kx} und [x, y] x^ Ii 
Ii <m, /c> Xi. 

d) Es sei [x, y] Ii <m, /c> für (x, y) e m' x ^ , (m, /c) e ^ ' x ^ ' . Wegen 
[x, y] Xi = [yx], <m, /c> Xi = <w> folgt [x, y] x^ Ii <m, /c> Xj. 

e) Es sei [x, y] Ii <m, k} für (x, y) 6 ^ ' x m\ (m, fc) e ^ x ^ ' . Wegen [x, y] Xj = 
= [й] und <m, /c> Xi = <mx> folgt [x, y] x^ Ii <m, /c> x^ 

g) Es sei [x, y] Il <m, Ä:> für (x, y) e M' x ^ ' , (m, fc) e ^ ' x m\ Wegen 
[x, y] Xi = [w] und <x, y> Xi = <t7> folgt [x, y] Xi Ii <x, y> Xj. 

Jetzt beweisen wir, daß für das Tripel (71, n\ Xj) die Forderungen (1), (2) der 
Definition 1 befriedigt sind. 

Ad (1) Es seien zwei Punkte s^ = [xi, y j , 52 = [x2, У2З aus ^ 1 mit s^x^ Ф 52X1 
gegeben. Wir wollen beweisen, daß es genau eine durch Si, S2 gehende Gerade aus J^^ 
gibt. 

a) Es sei (xi, y j 6 ^ x ^ , (x2, У2) e ^ x ^ . Wegen s^x^ Ф S2X1 gilt entweder 
XjX Ф X2X oder У1Х Ф У2Х. Nach (l) aus Definition 2 gibt es daher genau eine 
Gerade P aus ^, die Sj, $2 enthält. 

a) Gilt XjX Ф X2X, dann ist nach (L'l) P = <m, k}. Wegen [xj, y j I <m, fc>, 
[x2, У2] I <^5 ^) folgt Si, 52 II <m, fc>. Wir zeigen, daß <m^ /c> genau eine durch 
die Punkte 5i, $2 gehende Gerade aus J^i ist. Gilt 5i, S2 Ii <mi, k^} mit (mi, /ci) e 
€ ^ X ^ ' , dann [xi, У1] I ^Ä;?, mi>, [x2, У2] I C^L '^i)^ î̂ <i mithin XjX = m^x = 
= X2X, was der Gleichheit XiX = X2X widerspricht. Aus Si, 52 Ii <mi, k^} mit 
(mj, fci) еШ' Vs Ш' folgt z. B. SjXi Ii <mi, fei> Xi, also [xx, yx] Ii <w>, was wieder 
ein Widerspruch ist. 

ß) Gilt XiX = X2X, У1Х Ф У2Х, dann ist nach (L'2) P = ijn, fe> und somit 
5i, S2 II (Je, nf~^y. Aus Si, S2 II <m, fc> mit (m, fc) e ^ x ^ ergibt sich [xi, y j I 
I <m, fc>, [x2, У2] I {'̂ j k}, was wegen (L'l) der Voraussetzung x^x = X2X wider
spricht. Aus Si, 52 II <m, k} mit (m, fc) e ^ ' x ^ ' folgt z. B. [xiX, yix] Ii <w>, 
also wieder ein Widerspruch. Durch die Punkte Sj, 52 geht mithin genau eine Gerade 
<fc, ni'"} aus i f i . 

b) Es sei (xi, У1) e ^ x ^ , (x2, У2) e ^ ' x ^ . Gemäß (Bl) gibt es genau ein 
Paar {m,k)e^ x ^ mit 5i Ii <m, fc>, у2 = m'̂ '̂'̂ ''̂ ^ Daraus folgt aber S2 Ii <m, /c>. 
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Ähnlich wie in a) läßt sich zeigen, daß <m, k} genau eine Gerade aus i f j mit 5^, 52 Ii 
Il <m, k} ist. 

c) Es sei (xi, У1) e^' X m, (x2, y2) еМ' x M mit yi% Ф j2> .̂ Nach (B3) gibt es 
genau ein Paar (m,/c) e ^ ' x M' mit Xj = m'^^^''^\ X2 = m^^^ '̂̂ ^ was Si, 52 Ii 
Il <m, Ä:> bedeutet. <m, /c> ist genau eine Gerade aus i f 1 mit 5i, 52 Ii <m, /c>. 

d) Es sei {x^,y^)eM x ^ , (x2, 3̂ 2) ^ ^ ' x ^ ' - Nach (В8) gibt es genau ein 
Paar ( m , / c ) G ^ x ^ ' mit [xi, j j I «^c^ m», >2 = ^''^'^''"'^ was Si Ii < т Д Х 
«2 II <m, ^> bedeutet. 

e) Es sei (xi, j^i) e ^ ' x ^ , (x2, ^2) e ^ ' x ^ ' . Nach (B2) gibt es genau ein Paar 
(m, k)em' X ^ ' mit Xi - m'^^^''^\ X2 = k^^^^''^\ was Si, S2 Ii <m, Ä:> bedeutet. 

Ad (2) Es seien zwei Geraden Pi = <mi, fci>, P2 = <'^2, ^2) ^^is i f i mit 
^1^1 + ^2^1 gegeben. Wir wollen beweisen, daß Pi , P2 genau einen Punkt aus ^ 1 
gemeinsam haben. 

a) Es sei {m^, к^)еМ x ^ , (m2, к2)еМ x ^ . Wegen Pi%i Ф P2%i gilt ent
weder m^% Ф m2;i: oder к^к Ф /c25i;. 

a) Gilt т^х Ф m2>c, dann <mi?i:, fci%>/|f <m2X, A:2^) ^̂ î <i daher ^^m^, k^} к )/f 
4f <m2, ^2) ^- Nach (2) aus Definition 2 gibt es also genau einen Punkt [x, j ] aus 0 
mit [x, y] I <mi, /ci>, [x, j ] I <m2, Ä:2>, woraus [x, j ] Ii P i , P2 folgt. Wir zeigen, 
daß [x, y'] der einzige auf den Geraden P j , P2 liegende Punkt aus ^ 1 ist. Gilt 
[^1. У1] Il ^ 1 . Pi für (xi, y^) em' X m, dann ist ^i = mf^'^^'K y^ = mf''"^^^ und 
wegen (AI) ergibt sich y^x = m^x = m2X, was ein Widerspruch ist. Gilt [xi, y^] Ij 
P i , P2 für (xi, j^i) 6 ^ ' X ^', dann z. B. [ü] Il <mi%, fei%>, was aber wieder ein 
Widerspruch ist. 

ß) Es sei m^x = m2%, k^x Ф k2X. Nach (B4) gibt es genau ein Element x e ^ ' 
mit y = m5̂ ("''̂ > = m f "''̂ > und somit [x, y} I^ P,, P2. Gilt [xi, j / J Ii Pi , P2 für 
(xi,yi)e^x^, dann [xi, j j I <mi, fci), <m2, A:2>- Wegen т^х = m2X gilt 
dabei <mi>tf, /CI>Ö> || <m2%, ^2^>, 

was ein Widerspruch ist. Aus [xi, j^i] Ii Pi , P2 
für (xi, j i ) e^' X Ш' folgt [Й] Ii <mi%, k^x^, also wieder ein Widerspruch. 

b) Es sei (mi, / C I ) G ^ x ^ und (m2, A:2) e ^ x ^ ' . Nach (L'l) und (L'2) ф 
(nil, ^i> 3<: 1 Bt? und «/c^, m2» x \\ Yx, Daraus <mi, k^} x f <</c5, m2» x und die 
Geraden (т^^к^}, <fc ,̂ m2> schneiden sich in genau einem Punkt [x, j ] mit 
(x, } ; ) G ^ X ^ , was [x, y] Ii <mi, Ä:i>, <m2, ^2) bedeutet, [x, j ] ist der einzige 
auf Pi , P2 enthaltene Punkt aus ^ 1 . 

c) Gik (mi, /ci) e ^ x M\ {m^, k2) еМ x m' mit m^x Ф m2%, dann gibt es nach 
(B7) genau ein x G ̂ ' mit 3; = /cf ̂ '"̂ >̂ = A:f(̂ ''"̂ >, was [x, j ] Ii P j , P2 bedeutet. 

d) Gik (mi, /ci) G ^ X 0t, (m^, k2) еШ' x m\ dann gibt es nach (B5) genau ein 
Paar (x, y)em' X m mit y = m f '̂'̂ >, x = mt̂ '̂̂ ^>, was [x, y] Ij P i , P2 bedeutet. 

e) Gih (mi, k^ e M x m\ (m2, k^ еШ' x m\ dann gibt es nach (B6) genau ein 
Paar (x, y)em' x 0t' mit у = /̂ f̂ ''"̂ ^ x = fef^''"^), was [x, 3;] Ii P i , P2 bedeutet. 
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Das Tripel (тг, n\ Xi) ist also eine PK-Ebene. Wir zeigen, daß а in тг eingebettet ist. 
Wir betrachten die AK-Ebene (a^, a'^, x[), die durch die Gerade Ü = <t/, w> aus n 
bestimmt ist. Wird a^" = {^1, ^\, l\) gesetzt, so ^P^ = {[x, j;] G ̂ , | [x, y\ x, non Г 
non г C/%i}. Ist (x, j ) G ^ X ^ , so [x, y~\ Xi = [xx, yxl non г <t/, w> x^ = <w>. 
Gih (x, j;) G ^ ' X ^, so [x, j ] x^ = [yxl^ l[ <w> und aus (x, j;) G ̂ ' x .#' ergibt 
sich [x, j ] Xi = [w] li <w>. Somit erhält man [x, yl e 0^^ о (x, y) E ^ x ^ und 
^«^ = ^ . Ähnlich läßt sich ^^ = {Pe^^\ Px^ Ф <w>} = {<m, ic> | (m, Ĵ ) G ^ x 
x ^ } u {<m, /c> \{m,k)E^ x ^ ' } zeigen. Nach der Identifikation <m, /c> : = 
= <lk\my Ч{т,к)еМ X M' ergibt sich daraus J5fi = Ĵ f. Wegen [x, y] Ii 
Il <m, /c> <> [x, y'] I <m, /c> V(x, y) e ^ x ^ V(m, /c) G ^ x ^ und [x, y'] Ii 
Il <m, fc> ̂  [x, y] I «/c^ m» V(x, j ) G ̂  x ^ V(m, /c) G ̂  x ^ ' gilt I^ = I und 
mithin a^ = ( ^ i , Ĵ f i, I i) = (^, J^, l) = a. Ist %; die Restriktion von x^ auf die 
Menge ^ 1 u câf ̂ , dann ist x'^ = %, denn [x, y] %i = [x%, j;%] = [x, 3;] % V(x, y) e 
еМ X M, (jn, k} x^ = imx, kx} = <m, k} x V(m, /c) G ^ x ^ , <m, /c> Jt̂ i = 
= <m>6> = <^^^ m» % V(m, /c) G ̂  x ^ ' . Wegen a'^ = a' ergibt sich also (a^, a'^, 
%i) = (a, a', %). 

Weiter wollen wir zeigen, daß zwei Geraden aus a genau dann parallel sind, wenn 
sie in ж einen Punkt auf der Geraden U gemeinsam haben. 

1. Es seien <mi, k^}, <(m2, /C2) zwei Geraden mit (m^, ki)e^ x M, (m2, k^e 
E^ X M. 

a) Wir nehmen <mi, k^ \ <m2, k^, also m^ = m2 = m an. 

a) Gilt ki^x Ф A:2>iî, dann schneiden sich die Geraden <m, /ci>, <m, /c2> nach 
Ad (2), a), ß) in einem einzigen Punkt [x, y] mit (x, у)еМ' x M, wobei у = 
= m (̂̂ '̂ ^> = m"̂ ^̂ '̂ \̂ Nach (B4) gilt dann x = м und nach (A2) и = м'̂ ^̂ '"̂  was 
[x, j ] = [M, y] Ij <w, u} = и bedeutet. 

ß) Es sei k^x = k2X. Wählt man eine Gerade <m, k} mit A: G ̂ , /ex ф kj^x, dann 
schneiden sich <m, k^}, <m, /c> bzw. <m, /c2>, <m, ĵ > nach a) im Punkt [w, ^ i ] 
bzw. [w, );2]- Da <m, /c>, U sich in genau einem Punkt schneiden, gilt [w, y j = 
= [M, У2] 4i^d die Geraden <m, /ci), <m, к2У haben den Punkt [w, J i ] auf [/ ge
meinsam. 

b) Haben die Geraden <mi, k^}, <m2, /c2> einen Punkt [x, j ] auf L/ gemeinsam, 
so (x, y)e^' X Ш. Wegen [x, y] Ii <t/, t/> ist x = w^̂ '̂"̂  und nach (A2) folgt 
daraus x = м. Wird m{x ф m2X angenommen, so gilt nach Ad (2), a), a) (x, j ) G 
еМ X Ш, also [x, y] non I <w, м>, was aber ein Widerspruch ist. Somit ist m^x — 
= m2%. 

a) Aus k{x Ф ic2% folgt nach Ad (2), a), ß) у = mî̂ "̂''̂ > = m^̂ "'̂ ^>, nach (B4) 
ergibt sich daraus m^ = m2 und die Geraden <mi, /ci>, <m2, /c2> sind daher parallel. 

ß) Es sei k^^x = /̂ 2%. Führen wir durch den Punkt [x, j ] eine Gerade <m, /c> 
mit кеШ, kx Ф k^x, so gilt nach a) <m, k> || <w î, /^i>, <^ , fc> || <m2, A:2>, also 
auch <mi, k{} || <m2, /c2>. 
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2. Es seien <ть fei> := «feï, mj», <m2, ^2) := «/с?, m^» zwei Geraden mit 
[тпи fci) e ^ X âi\ (m2, ^2) e ^ x ^'. 

a) Wir nehmen «feï, m^» || </cl, m2» an. Dann ist k\ = ^5 und daraus auch 

a) Gilt mi% Ф m2%, dann schneiden sich die Geraden (m^, A:>, <m2, î > nach 
Ad (2), c) in einem einzigen Punkt [x, j ] mit (x, 3;) e ^ ' x ^ ' , wobei 3; = к"^^""'""'^ = 
^ 1^<р{х,тг)^ 24ach (B7) gilt dann x = w und nach (A3) и = и^^У''*\ was [x, y^ = 
= ["» j ] I i <M, w> = и bedeutet. Die Geraden <^m^, k}, im^.ky schneiden sich 
also im Punkt [t/, 3;] auf U. 

ß) Gilt т^к = m2'K, so läßt sich ähnlich wie im Falle la), ß) zeigen, daß {m^, A:>, 
<m2» ̂ > wieder einen Punkt auf U gemeinsam haben. 

b) Haben die Geraden <mi, k^}, <m2, ^2) einen Punkt [x, j ] auf (7 gemeinsam, 
dann (x, У)Е^' X ^ ' . Aus [x, j ] Î  <м, w> folgt dann x = w"̂ ^̂ '"̂  und aus (A3) 
X = w. 

a) Gilt m^K ф m2%, so ist nach Ad (2) c) у = Ä:f"'̂ >̂ = /ĉ ("*'"̂ >, wegen (B7) 
ergibt sich daraus k^ = 2̂» was k\ = ^2 bedeutet. Die Geraden ^k\, m{^, ^k\, m2> 
sind also parallel. 

ß) Gilt m^K = m2%, so laß sich ähnlich wie im Falle 1 b) ß) zeigen, daß </cï, m{^ || 
II m, m2» ist. 

Die PK-Ebene n ist also eine projektive Erweiterung der gegebenen AK-Ebene a 

Bemerkung. Bei der Formulierung unseres Satzes wird ein festes Koordinatensystem 
(Z, y, e) der AK-Ebene (a, a', %) angewandt. Sind alle Forderungen dieses Satzes 
(im Hinblick auf (Z, 7, e)) befriedigt, so gibt es eine PK-Ebene (тг, тг', KI), die eine 
Erweiterung von а ist. In n gibt es also eine Gerade U mit (a, a', %) = (a^, a'^, к). 
Wir wählen ein anderes Koordinatensystem {X\ Y\ e) von а und bezeichnen 0' = 
= Z' П Y\ u' =X' n U, v' = r П U. Keine drei von den Punkten о'к^, е'к^, 
их I, vxi liegen dann auf einer Geraden aus n. Nach dem Teil I können wir also 
durch die Lemmas 1 — 5 bijektive Abbildungen rj', co'(x, k), фХу, к), (p\x, m), (^'(j, m) 
erklären. Diese Abbildungen befriedigen dabei die Forderungen (AI) —(A3), (B), 
(Bl) —(B7) und folgHch auch (B8). Existieren also die Abbildungen rj, co(x, k), 
\l/{y, /c), (p{x, m), (̂ (3;, m),die (AI) —(A3), (Bl) —(B8) im Hinblick auf ein Koordinaten
system von a erfüllen, so existieren Abbildungen mit denselben Eigenschaften im 
Hinblick auf ein beliebiges Koordinatensystem von a. 

Wählt man in n eine Gerade F mit Vx^ = Ux^, dann läßt sich in a einen neuen 
ParalleUsmus derart definieren, daß die Geraden aus a genau dann parallel sind, 
wenn ihre projektiven Erweiterungen einen Punkt auf F gemeinsam haben. Betrach
ten wir aber in a einen beliebigen die Forderung (З) aus Definition 2 erfüllenden 
Parallelismus, dann soll schon keine diesen Parallelismus reproduzierende projektive 
Erweiterung von a existieren (siehe [4]). 
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Bemerkung. Ist a^ eine AK-Ebene, die durch eine Gerade U einer PK-Ebene 
bestimmt ist, dann gibt es nach dem Teil I die Abbildungen rj, a>(x, /c), \l/{y, k), 
(p{x, y), ^(y, m), welche die Bedingungen (AI) —(A3), (Bl) —(B7) und wegen (B) 
auch (B8) erfüllen. Nach unserem Satz läßt sich jede AK-Ebene, in welcher die an
geführten Abbildungen existieren, zu einer PK-Ebene erweitern. Eine AK-Ebene 
läßt sich also ^enau dann projektiv erweitern, wenn Abbildungen rj, co(x, /c), ф{у, k)^ 
(p{x, m), ^(y, m) existieren, welche die Bedingungen (AI) —(A3), (Bl) —(B8) befrie
digen. 

III 

Es sei R ein lokaler (nicht notwendig kommutativer) Ring mit maximalem Ideal RQ. 
RQ ist dann die Menge aller nichtinvertierbaren Elemente aus R und der Restklassen
ring R = RJRQ mit X = X + RQ e R^fx e R ist Qin Körper ([6], Kap. III). 

Setzen wir ^ = {[x, y] \{x, У)Е R x R}, Se = {<m, Ä:> | (m, /C) e JR X K} U 
u {Cn, /c> I (n, k)E RQ X R} und definieren wir eine Inzidenzrelation I с ^ x ^ 
durch 

[x, 3;] I <m, k} <^ у = xm + к , 

[x, y'] I <Cn, ky о X = ym -\- к , 

so ist а = (^, if, l) eine Inzidenzstruktur. 
Ferner setzen wir ^' = {[x, j ] \{x, y)e R x R], ^' == {<m, k} \{m,k)eR x 

X R} u {Co, l<y\keR} und definieren wir eine Inzidenzrelation Г с ^ ' x ^'^ 
durch 

[x, 3;] Г <m, /c> <î̂  3; = xm + Ic, 

[x, Я r «Ô, E» <:> X = Й . 

Erklären wir in der Inzidenzstruktur a' = (^', J^', Г) einen Parallelismus durch 
<mi, Ki> II <m2, 2̂> <> m^ = m2? Co, Ri> || <Cö, ^2)̂  '̂̂ i? 2̂ ^ ^^ d^^ î ist a' eine 
affine Ebene. Die Abbildung x: 

[x, >;] i-> [x, y] V(x, >;) 6 R X R , 

<m, /c> I-» <m, /c> V(m, k)eR x R , 

«П, /c» i-> «Ô, Ĵ » V(n, k) eRo X R 

ist ein Homomorphismus der Inzidenzstruktur а auf die affine Ebene a. Definiert 
man einen Parallelismus in а durch {т^, k^} \\ <m2, ^2) '^ ^1 ~ ^2? С^ь fci}> jf 
II Ĉ 2» ^2^ 0П1 = П2, so ist (a, a', :n:) eine AK-Ebene. 

Ein Tripel (X, У, e) mit Z = <o, Ö>, 7 = Co, o>, e = [1, 1] stellt ein Koordinaten
system von а dar. Offenbar gilt X П 7 = [0, 0] und [^x, y^lX ^ у = 0. Wird M = 
= {[x, j;] e ^ I [x, y'] IX} und ^0 = {[^. у\^^\ [X. зО ̂ ^ = [ö, ö]} gesetzt, so 
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erhält man nach der Identifikation [x, o] := x Vxei? die Gleichheiten M — R, 
MQ = RQ, Nach weiterer Identifikation [x, ö] := x\lxeR erhält man dann 
[x, o] X = X. 

Es sei R' eine Menge mit R' n Я = 0 und /7 eine bijektive Abbildung von R' 
auf JRQ. Wir setzen 6^~^ = и und 

^ca(x,k) = ^1//^ + ^ MxeR' ^m.k^R. 

^Ф(УЛ) = (̂ ^̂ /̂ + ^^^/)^- ̂  Vj; e JR "im^keR', 

j^9ix,m) ^ (^^r,^ _̂  j^ny-' \fmeR Vx, /c e i^', 

Es läßt sich zeigen, daß ш(х, /с) eine bijektive Abbildung der Menge R auf sich ist, 
\l/(y, k), (p(x, m) und ^(y, m) bijektive Abbildungen der Menge R' auf sich sind, 
Vielehe die Forderungen (A1)~(A3) befriedigen. 

Zur Ansicht beweisen wir z. В., daß \j/{y, k) eine bijektive Abbildung von R' auf 
sich für jedes Paar [y, k)eR x R' ist, die (A2) erfüllt: Für ein beliebiges Element m' 
aus R' gilt m"̂  — yk"^ e RQ, denn RQ ist ein Ideal in R. Setzt man m = (m"^ ~ ук''У~\ 
so m'̂  = m"̂  - yk'' und m^̂ '̂'̂ ^ = (y/c^ + m^)'^"' = (j;/^^ + т^^-ук^У" = m'. Das 
Element m ist das einzige aus R' mit m^^^'^^ = m'. Für ein beliebiges 3; e jR gilt 
^^{y,u) ̂  ^y^fj _̂  ^riyi-^=: (^yo 4- o)^" = o'^"' = w und dadurch wird die Gültigkeit 
von (A2) gezeigt. 

Die Abbildungen г], co(x, k), il/{y, k), (p{x, m), ^(y, m) genügen den Forderungen 
{B1)-(B8): 

Wir beweisen z. B. die Gültigkeit von (Bl) und (B7). 
Ad ( B 1 ) Wir zeigen, daß für x^, yi, у2 e i^, X2 e R' die Gleichungen y^ = x^m Ч- k, 

у2 = x\k + m genau eine Lösung (m, k)eR x R haben. Aus diesen Gleichungen 
ergibt sich unmittelbar/c = y^ — Xim,y2 = x^y^ — x^m) + m = x^y^ + (1 — x^Xj) . 
. m. Wegen x\ e RQ ist x^x^ e RQ und 1 — x^x^ ф RQ. ZU 1 — x^x^ gibt es also ein 
inverses Element in JR und mithin m = (l — x^x^)'^ (у2 — x^y^), к = y^ — 
— Xi(l — X2Xi)~* (у2 — x\y^. Das Paar (m, А:;)бЯ x jR ist das einzige mit [x^, 
y;\ I <m, fc>, у2 = m^(^-^>. 

Ad ( B 7 ) Es seien m^,m2eR und fc^, /c2 e JR' mit m^ Ф m2. 

a) Wir zeigen, daß es genau ein w G JRQ mit y^m^ + fe^ = wm2 + /c2 gibt. Wegen 
m^ Ф ^ 2 ist m^ — т2ФRQ und daher w = (/c^ — fcï) (m^ — m2)~^ Wegen 
k\ — k\e RQ gilt dabei w G î o- Mithin gibt es ein xeR' mit ŵ  = x, also x'̂  = w. 
Daraus ergibt sich fc?^^'^^> = (x^m^ + kXf" = (x^m2 + / c ^ ' ' " = kf''''^'\ 

b) Nehmen wir k^ = /с2 an, dann k\ = kl und x̂ m̂̂  + k\ = x*'m2 + /cï, 

x'^(mi — ̂ 2) = ^- Wegen m^ — m2 ̂  jRo erhält man daraus x'' = 0 und x = o''"^ = 
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= и. Gilt umgekehrt x — м, so x'' = о und от^ + k\ = om2 4- k]., was jedoch 
kl = k\ und folghch k^ = /c2 bedeutet. 

Nach unserem Satz läßt sich а zu einer PK-Ebene erweitern, deren Konstruktion 
im Beweis dieses Satzes angegeben wird. 
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