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DIE HOHEREN ABLEITUNGEN ZUSAMMENGESETZTER FUNKTION

ZpeNEK HustY, Brno

(Eingengangen am 23. Dezember 1988)

In der Arbeit wird die Formel fiir die explizité Berechnung der k-ten Ableitung
zusammengesetzter Funktion nachgewiesen, k = 2.

1. DIE ERWEITERUNG DER FORMEL VON SCHLOMILCH

Es sei z(1) e €"(I,), T(x)e €"(I;), wobei 1,1, die Intervalle sind. Es sei ferner
T(I,) = I,. T" # 0 in I, und es haben die Funktionen z, 7" die Dimension 0. (Der
Begriff der Dimension ist in [1; L. Teil, S. 481] erklart.)

1.1 Satz. Ist y = z o T, so ist

(1.1) y® = Z(p(T)z(" NoT,

wo (p'} das k-te Polynom des Elementes T’ mit Dimension j ist; es ist die homogene
Funktion (k — j)-tes Grades und befriedigt die Differenzengleichung

) . 1 fiir j=0
(12) O =T+ (050, 0l =<, fiir >0

ok, =0, =0, k=0,1,..,n; j=0,1,....k; v=1,2, ...
Der Beweis wird mittels Induktion in bezug auf k durchgefiihrt.

1.2. Die Formel von Schlomilch (siehe [2; S. 4—5]).

(1.3) (pﬁ_j=——'hm——[T(x+Q Tx)}, j=12,....k.
Jie— Od
Beweis. Es sei z(t) = t*, k = 1, so dass y = T*. Nach (1.1) ist
k
(1.4) yo = Z KU gp (T)o T,

wo kU = k(k — 1 vo.(k = j + 1). Setzen wir T(x + @) — T(x) = «(x, ¢). Dann

® = e = tim L T(x + o) =
= TR = tlim = [T+ )]
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e~o0 do* j=o \J

d k) e d¥ .
= )] —_— 5 JoT
2 (J oo dg* “x,¢)

j=1

—tim €3 (%) et =

Wenn wir diese Gleichung mit (1.4) vergleichen, erhalten wir (1.3).

1.3. Bemerkung. Laut (1.3) schliessen wir, dass fiir j > k
k
(1.5) tim L [T(x + o) = T()J = 0
' -0 do*

gilt. Die Gleichung (1.5) ldsst sich unabhangig von (1.3) mittels Induktion in bezug
auf j beweisen.

1.4. Es gilt

(1.6) P =

uM--

LS () ey e,

\.I_

Beweis. Es ist

lim ikk [T(x + o) — T(x)} =

00

=tim &5 () -1y meg s oy =

e~0 do* v=0

(i N« o v
= —1Y " T( lim — T(x + ¢)" =
vgo (V ( ) (Y) 00 dgk ( )

I
i

(D) =y mey = trery.

Wenn wir dieses Ergebnis in (1.3) einsetzen, erhalten wir (1.6).

v

Bemerkungen.
a) Beachten wir, dass die Funktion
‘ 1 "k "j> k—j—v qok—j—v(v\(k)
k= (=1 rim(T
(pj (k - ])! v;o ( v .
die partikulire Losung der Gleichung (1.2) mit der Anfangsbedingung ¢j = 0,
j > 0 ist. . o
b) Aus (L6) ergibt sich fir k2 1. j=0.1,2 o =0, p-1 =T ez =
i U
= %Z ( ) T&-HTW Wenn k = 2i resp. k = 2i + 1, dann fﬂi(i,n = (i _ 1).

- e 1 sk
. T(-)]z +Z< 2i )T' sT<.+s) §+ Z‘ (2’”" )T(' YTCi+s+1)

- S
s=1 l
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¢) Fiir j = 0, 1,2, 3 erhalten wir aus (1.2) die folgenden Formeln
(1.7) 9o = (T'),

- (e (43:5).
(o [ 5525)
(=)

T
. K\ e k—3mT k—3mT"T”’
(,7’:;=<3)(T)k 3( ) - ( ) - -
T

k—3TW

4 T']

2. DIE EXPLIZITE FORMEL

Laut (1.6), (1.7) schliessen wir, dass die Gleichung (T*)® = k! (T")* +
k-1

+ 3 (l:) (=1 Y(T)® gilt. Wir verallgemeinern diese Gleichung.
v=0

2.1. Fiir j g 2, k = 2 gelten die folgenden Formeln:
(2.1) () )’"——5( 1)”1 e—j, 0=0,1; e=j—1,j.
=4
k-1
(22) z ( ) ( s)z () ])j+1—vTj—v(Tv)(s) —

_ Z (J -: ]>(__l)j+2—vTj+l—v(Tv)(k) — TOTI — T(TH)® .

Die Formel (2.1) ist klar. Die als f(T) bezeichnete Summe an der linken Seite der
Formel (2.2) kann folgendermassen umformt werden:

% (w5 (e
-3 (f)(—1)f+l-vrf-v[‘(r“)“’ - TOT ()] =
-5 ()« rory (s
V5 (-
g [(V* ]) (i)](_l)m—" Tit=Y(T)® — TOTI _ T(TH)W,
Daraus ergibt sich leicht (2.2).
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2.2. Setzen wir fiirj = 2, k > 2

j-1 0 fir j>k,
(23) S (si, k) = ( so—1 s1—1 sj-2—1 j
' NIDID R H( )TW“M fiir j < k,

S1=j-1s=j—-2 sj-1=1v=1
So = k N Sj =0.
Dannistfirj <k — 1
k—1 k s2—1
S(si, k) = 2 ( >T("—Sx) Z Z Z H( )T(Sv 1=sv)
1 s1=J .S’] s2=j—-1s3=j-2 sj=1 v=2

wobei s;,; = 0 gleichgesetzt wird. Wenn wir in den Summen s, _; anstatt s, schreiben,
erhalten wir

Jj k-1 k s—1 s1—1 sj-2—1 j s
a%@=z<)ww>z Yy o...¥ H(Vﬁwﬂlw
1 s=j s s1=j—1 s3=j-2 sj-1=1v=1
so=s, 5;=0,
d.h.
j 0 fir j>k-—1
(2.4) S(si, k) =<k—1 k j—1
1 Y (s) T S (s;s) fir j<k—1.
1

s=j
2.3. Hilfssatz. Fiir j > 2, ke N gilt

j—-1

(2:5) (T9)® —Z (v)( Y= (T + S( k),

V=1
ji-1

wobei fiir j > k S (s;, k) = 0 gleichgesetzt wird.
i=1

Der Beweis wird mittels Induktion in bezug auf j durchgefiihrt. Nach (2.5) ist
(T?)y = 2TT'. Fiir k 2 2 erhalten wir aus (2.5)

k- 3 .
(TZ)(") =2TT*® + zl (:() T(k—sl)T(Sl) — Z’\ (:) T(k"sl)T(sl) i
s1=1 1 s51=0 1

so dass (2.5) fiir j = 2, Vk e N in Kraft ist. Es gilt (2.5) fiir j = 2, Yk € N. Mit Hilfe
der Berechnung iiberzeugt man sich leicht, dass die Gleichung
. Jo[(j+1 iy
jH1y J Yt 2-v ity v\
R (M A A

gilt. Es sei k = 2. Dann ist laut (2.5)
. . . k-1 k ) .
JH1\(K) _ k)T J\(K) (k =$)( i) —
(TP H® = TOTI 4 T(TY) +s§=.(S)T (T%)

k=1 j=1 /3
= TOT 4 T(Tf,‘“‘ +y (i‘) T*-9'y (i)(__])j-f—l-V(Tv)(s) "
s=1 v=1
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Ly i-1
Ly ( )T("”” S (55),
s=j \S 1

wobei die letzte Summe fiir j > k — 1 Null gleicht.
Nach (2.2), (2.4) ist

i+ 1\ (k L(i+1 j+2—v qj+1—v/ vk d
(TH® =3 (177 (=) T (T + S (s k)
v=1 1

J
wobei fiir j + 1 > k S (s;, k) = 0 ist. Hilfssatz 2.3 ist bewiesen.
. i=1

2.4. Satz. Es ist
1 fir k=0

‘ ‘L
(26) i 0 fir k>0’
Ist k22,1 <j<k, dann

oiA(T)=T® fiir kx1.

@7 ek T) = A '51(3,., k).
Beweis. Laut Bemerkung 1.4 b) gilt (2.6). Fiir k = 2, 1 < j < k ist gemiss (1.6)
3 1 it j j—v j=v v j
P = J_' [ ; <i)(~1)] (T + (TJ)(k):].

Nach (2.5) gilt (2.7).
2.5. Der Satz iiber die k-te Ableitung zusammengesetzter Funktion. Es sei z() e

e #"(Iy), T(x) = €"(I,), T(I;) = I,, ' + 0in I,. Dann ist fiir k = 2

(zoT)® = TWz, T+Z — S(s k) z9 o
ji= 2_] i=1

Es folgt aus den Sitzen 1.1 and 2.4
2.6. Laut (2.4)ist2 <j <k — 1

k=1 -2 k-1 .
A= 5 3 () s e =5 8 ()t -
i=1 j

Jls=i=1 J s=ij

] - k . .
- (k—j+1—=v) j—1+v
J ; (1 -1+ v)T P

(Pk: 1 i < k )T(j+l—v)(pk—-j~1+v.
! k "jv:O ]+ 1 -V Y

1]
|
-

resp.

2.7. Fiir j < k ist

ji=1 so—1 Sj-

. 2 i Sp—1 Tv-175v)
s =y T () PR
i=1 s1=j—1 sj-1=1 v=1 v T
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Setzen wir T”/T’ = n. Dann ist fiir s = 2 TO|T = ¢,_4(n), wobei @s-1(n) das
Polynom des Elementes  mit Dimension s — 1 ist. Die Funktion ¢,_ ist eine Losung
der Differenzengleichung @s_; = 1952 + (@5-2)'s ®o = 1.
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