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Czechoslovak Mathematical Journal, 41 (116) 1991, Praha 

О ПОРЯДКЕ ОДНОЙ СУММЫ E. К. ТИТЧМАРША В ТЕОРИИ 
ДЗЕТА-ФУНКЦИИ РИМАНА 

Ян Мозер, Братислава*) 

(Поступило в редакцию 7oro мая 1990 г.) 

ВВЕДЕНИЕ 

В предлагаемой работе получен окончательный ответ на классический вопрос 
о порядке сложной суммы E. К. Титчмарша 

X Z\QZ\u+i). 
v = M+ 1 

В связи с этим вопросом мы доказали и аналог биквадратного эффекта для 
функции Z(i), t є <Г, 2Г>. Отсюда следует, что сигнал, определяемый функцией 
Z(i), подчиняется теореме Котельникова-Уиттекера-Найквиста из теории ин
формации. 

Далее напомним определение дзета-функции Римана 

W s) = П ' s = ° + и > ° > 1 

' 1 - 1 
f 

(p пробегает все простые числа) и возможность аналитического продолжения 
функции C(s) на все комплексные значения s ф 1, вчастности на критическую 
прямую о = 1/2. Последнее обстоятельство позволило Риману определить 
изящную действительную функцию (см. [10], (35), (44), (62), ср. [7], стр. 94, 383) 

(1) Z(/) = e '<n( i + i/), 

9(t)= - i i l n 7 i + I m ^ l n r ( - + 
< 

1 , í * 1 r,(^ 
= - / l n t 71 + О 1-

2 2тг 2 8 V 
Отсюда следует, что свойства сигнала, порожденного функцией Римана Z(t), 

связаны с законом распределения простых чисел в натуральном ряду, что нужно 
считать приятным обстоятельством с точки зрения пифагорейской философии 
Вселенной. 

*) Работа написана при поддержке гранта САН, No 363/90. 
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1. АСИМПТОТИЧЕСКАЯ ФОРМУЛА ДЛЯ СУММЫ E. К. ТИТЧМАРША 

В 1934 г. E. К. Титчмарш высказал следующую гипотезу (см. [11], стр. 105): 
существует такое положительное число Л, что 

І Z2(QZ2(K+í) = 0(N\nAN), 
v = M + 1 

где M — достаточно большое постоянное число и {tv} — последовательность, 
определенная условием 

(2) Я(0 = яѵ, v = 1,2,.... 

В 1980 г. мы доказали что можно положить А = 4, (см. [2], (4)). Основу 
нашего доказательства составляла оценка (см. [2], (6)): 

(3) X ZXh) = 0(Tln5 Т), 
tM+i a"tv^T 

где последовательность [гѵ] определена формулой (см. [2], (5)) 

(4) 9(lv) = ^ v , v = 1,2,.... 

В 1983 г. м ы уточнили оценку (3), доведя ее до асимптотического равентсва 
([5], (3)) 

I Z 4 ( ï v ) ~ ^ r i n 5 T , Г^оо. 
Ы + i ív á T 271 

В настоящей работе нами получен окончательный ответ на классический 
вопрос о порядке суммы E. К. Титчмарша. На самом деле мы получили более 
общие автокорреляционные формулы для функции Z2(ř), из которых, 
в частном случае, получается нужный результат. А именно, справедлива 

Теорема 1 (основная). 

(5) X Z2{tv + kQl(v)}Z2{tv + lQl(v)} = 
T g f v ^ 2 T 

Tln5 T + 0(МТ1п4Т), к ф / , 
4к5(к - lf 

1 
4я 
— Tln5 T + 0{{M + 1) Tln4 T) , к = / , 

где 

(6) Ql(v) = ^ ~ , kJ = 0, ± 1 , . . . , ± M , M = 0(ф) 
i řv ln — 

2ти 
w ^ = ф(Т) ~ функция, сколь угодно медленно возрастающая к со при Т~* со. 
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Окончательный результат о порядаке суммы E. К. Титчмарша получается 
отсюда следующим образом. 

Полагая в (5) к = 0, / = 1 и, следовательно, M = 1, мы получаем 

(?) Y z 2 (gz 2{ r v + ßl(v)j = 

т 

Tln5 Г + 0(Г1п4Г). 

T^tv^2T 

3 
~ 4я5 

Поскольку (см. [ l ] , (42), предпоследнее равенство) 

2л 
(8) tv + 1 - гѵ = 

l n 
^ + o(^VW(v) + o(^VY 
J^ \řv ln2 iJ \tv ln2 /v/ 

2л 

то, в силу обычных оценок 

Z(t) = 0(ř1/6 ln z) , Z\í) = 0(t1/6 ln2 ř), 

мы дальше получаем 
Z2(/v+1) = 7J{K + (řv+1 - 0 } = Z2 |řv + ßl(v) + O ( ~ ^ - ì 

= Z2{řv + e,(v)j + 0 ( T " ^ l n T ) . 

Отсюда в силу очевидного соотношения 

£ 1 = J _ Tln T + 0(7) 
T g I v S 2 T 2 Л 

следует 
(9) X Z 2 (OZ 2 ( ř v + 1 )= X Z2(fv)Z2{ív + í?](v)} + 

r S ( , S 2 7 - rg fvg27 ' 

+ 0(T" 3 In2 Т. Т"2/3 ln T. Tln Т) = 

= £ Z\Q Z2{řv + ei(v)) + 0(T^ ln4 T). 
T ^ r v ^ 2 T 

Наконец в силу (7), (9) получаем 

Следствие 1. 

(10) £ Z2(rv)Z2(řv+1) = ^ Tln5 Г + 0(Tln4 Т). 
T ^ r v ^ 2 T 4 Я Ѵ 

Замечание 1. Асимпротическое соотношение (10) окончательно решает 
вопрос о порядке суммы E. К. Титчмарша. 
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2. ОСНОВНЫЕ ЛЕММЫ И ЗАВЕРШЕНИЕ ДоКАЗАТЕЛЬСТВА ТЕОРЕМЫ 1 

Доказательство теоремы 1 опирается на следующие вспомогательные 
утверждения. 

Лемма А, 

(") X Z2{ïv + ^ 2 (v)} .Z 2 {7 v +/ e 2 (v)} = 
Г^?Ѵ^2Г 

Tln5 Г + 0(МТ1п4Г), к Ф / , 
2я5(/< - lf 

1 
2я 

з Tln5 T + 0{(M + 1)Т1п4Т} , к = /. 

где 

(12) бг(ѵ) 2тт 

2тг 

I (-1)VZ2{7V + kQ2(v)}.Z2{tv + /в2(ѵ)} = 
TuKa2T 

и к, /, M фиксированы в теореме I. 

Лемма В. 

(13) 

= 0{(M + 1) Tln4 T] . 

При помощи лемм А и В 

доказательство теоремы 1 завершается просто. Действительно, сложе
нием формул (11), (13) мы получаем 

(Н) E Z2{ř2v + k вг{Щ . Z2{ï2ï + / в2(2ѵ)} = 
Tuhva2T 

Tin5 T+ 0(MTln 4 T), k Ф / , 
4тг5(^ - /): 

— Tln5 T + 0{(M + 1) Tln4 Г] , k = 1. 
4rc3 

Поскольку (см. (2), (4), (6), (12)) 

?2v = *v > б 2 ( 2 ѵ ) = ^ l ( v ) , 

то из (14) следует (5). 
Доказательство леммы А помещено в частях 4 — 6 а доказательство леммы 

В - в частях 7 -9 . 
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3. БИКВАДРАТНЫЙ ЭФФЕКТ И СВЯЗЬ С ТЕОРЕМОЙ 
КОТЕЛЬНИКОВА-УИТТЕКЕРА-НАЙКВИСТА ИЗ ТЕОРИИ ИНФОРМАЦИИ 

Из теоремы 1 мы в случае к = / = M = 0 получаем 

Следствие 2. 

(15) X z4tv) = — T\n5 T + 0 (Tln 4 Т). 
T^tvu2T 4 я 3 

Далее, теорема о среднем A. E. Ингама ([9], ср. [7], стр. 147) гласит 

(16) I Z4(/) ât = — Tln4 T + 0 (T ln 3 T). і: 
(17) г ^ X Z4(tv) = —Tln4T+0(T\n3T), 

2я2 

Так как (см. (15)) 

~ I *%)- + 
In 1 T^iv^2T 2П 

то, в силу (16), (17), справедлива 

Теорема 2. 

Z * ( / ) d r - ^ X Z4( 'v). Г ^ с ю . 
ІП Tr<iv<2T 

г 
Приведем еще один пример закономерности типа (18). Прежде всего напом

ним теорему Харди и Литтлвуда о среднем (см. [7], стр. 142): 
рт + и 

(19) Z 2 ( í ) d ř ~ U l n T , T ^ o o , U = (y/T)lnT. 
Jr 

Имеется также дискретный аналог формулы (19), который получил автор 
настоящей работы (см. [3], (6), ср. [4], (10), H ^ U, x' = 0): 

(20) X Z 2 ( / v ) ~ — . t f l n 2 T , T ^ o o . 
T^tv^T + u 2n 

Из формул (19), (20), немедленно вытекает 

Теорема 3. 

(21) r V ( f ) d * - ^ L £ z%), Г - о о . 
JT In lT^tv^T+U 

Далее напомним некоторые факты из теории информации. При использова
нии непрерывных сигналов в теории информации основным математическим 
средством является теорема отсчетов во временном представлении, принадле
жащая Котельникову, Уиттекеру и Найквисту. Схему, которой придерживаются 
в этом направлении радиоинженеры, можно сформулировать как следующее 
(ср. [8], стр. 81, 86, 96, 97). 
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Э м п и р и ч е с к о е п р а в и л о . Если длительность сигнала F(t) приближенно 
составляет Т(например t e <0, Г » , а его спектр приближенно ограничен часто
той Wn если 2TWi> 1, то функция F(t) с „высокой степенью точности" опре
деляется своими значениями в 2TW точках отсчета, отделенных друг от друга 
расстояниями l|2W: 

(22) F ( 0 * Y S Ì n ( 2 * m ~ " * W - Y '*<0,r>, 
n = o 2л Wi - пк \2W, 

Кроме того 

(23) Ґ F\t) df * — У > 2 f— ^ . 
Jo 2Wn^o \2W) 

Величина І^ІУназывается длиной промежутка Найквиста а интеграл 

' F2(t)dt í 
квадратичным эффектом. 

Замечание 2. Поскольку (см. (8)) 
2тг 

'v+i - U » т ^ °° 
l n T 

для г ѵ е<Г,2Г) , то можно сказать, что асимптотические формулы (21), (18) 
выражают соответственно квадратичный (см. (23)) и биквадратный эффекты 
сигнала, определяемого функцией Z(t) на соответствующих промежутках. 
Этим эффектам соответствует длина промежутка Найквиста 

1 2тг 
— ~ , T^> oo . 

2W ln T 

Замечание 3. Отметим, что для функции Z(t) автор доказал в случае 

_L 2п 
2W~ л T 

ln — 
2тг 

и аналог равенства (22) в смысле дискретного среднего квадратического. 

4. ФОРМУЛА ДЛЯ Z 2 { / v + kQ2(v)} Z2{tv + ÍQ2(v)} 

Мы используем следующую формулу (см. [2], (24)) 

Z\t) = 2 X — cos {2 3(/) - t ln и} + 0(ln Т ) , 
n^i, 4 / w 

tt = f , re<T,2T>, 
2л 
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где d(n) — число делителей п. Для ïv є <Г, 2T> мы имеем: 

(24) Z2{?v + к в2(ѵ)} = 

= 2 X — cos {2S(/V + к в2(ѵ)) - řv ln n - * fc(v) In n) + 
" i l 2 V " 

d{n) 
ииь і^ 

+ 0(ln Т) , /2 = І2-
2я 

где неравенство и ^ t2 является следствием оценки (сМ- (6), (12)) 

U + fc Q2(v) t = fc g2(v) = 0 /M + 1\ = ö ( 1 ) 

2я 2тг \ ln T 
Так как (см. [7], стр. 260) 

(25) S'(0 = J l n ^ + o A V Г ( 0 ^ ~ , 
2 2тг \ / / 2i 

то очевидно (см. (4)) 

S& + к д2(ѵ)) = S(l) + Э'(~0 к fc(v) + О | ^ - 2 

71 , ] 7 / Ï 1 ?ѵ _, n (M + 1\ 
= - v + - к д2(ѵ) ln — + О [ , 

2 2 2л V Tln TJ и (см. (12)) 

(26) 23(řv + к д2(ѵ)) = кѵ + 2kn + О f ^ ± J A , rv e <Г, 2Г> 
\ T l n Г / 

Поскольку остаточный член в (26) приводит к оценке 
^ - 1 / 2 + £ \ 

О 
ln T 

(0 < г — сколь угодно малое число) для соответствующей ошибки в сумме (24), 
то в силу (26), 

(27) Z2{tv + kg2(v)} = 

= 2 ( - 0 ѵ I — cos {ïv ln n + k Q2(v) in n] + 0(ln Г ) , 
"a*2 V " 

для ?v e <T, 2Г>. Следовательно, 

(28) Z2{7V + k g2(v)} Z2{tv + lg2(v)} = 5 + i?! + R2 + o(in2 Г ) , 

ГДЄ 

(29) • S = 2 X - - - cos {(k - /) g2(v) ln nJ + 
n ^ t2 П 
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(v) ln иІ + 2 X E ^ ( W ) d ( n ) cos k ln ~ + fc e2(v) ln m - / в : 
m.ngIi V ( W « ) ( « 

ніФл 

+ 2 X ^ ^ cos [2ív ln n + (fc + /) Q2(v) ln «} + 
n^t2 11 

+ 2 £ £ A ^ i _ i " l cos {?v ln {mn) + k g2(v) ln m + 1 g2(v) ln n) = 
m,n ^ ř2 

тФп 
Ѵ(^я) 

= s, + s2 + s3 + s4 

и (см. (27)), 

(30) Я, - 0 Лп T . I X — cos {ïv ln n + k Q2(v) ln n] И = 
V M'2 V " I/ 

= 0(Z2{tv + к в2(ѵ)} ln T) + 0(ln2 Т ) , 

R2 = 0(Z2{tv + /в2(ѵ)} ln T) + 0(ln2 T) . 

5. ГЛАВНЫЙ ЧЛЕН В АСИМПТОТИЧЕСКОЙ ФОРМУЛЕ (11) 

Справедлива следующая 

Лемма 1. 

(31) I s , -
r^ivg2T 

2rc*(fc - / ) : 
Tln5 Г + 0 ( Т 1 п 4 Т ) , к Ф / , 

2тг 
з Tln5 7 + 0 ( Г 1 п 4 Т ) , к = / . 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Имеем (см. (29)) 

(32) Sx = 2 S n , 

Si i = Z ~ ^ cos (a ln и) , Х2 = ~- , а = (fc - /) д2(ѵ) . 
n|í2 n 2ти 

(А) Пусть к ф /, т.е. а Ф 0. 

Используя суммирование по частям и формулу Рамануджана (см. 
стр. 296) 

D(x) = £ d\n) = ~ x ln3 * + 0(ln2 x), x = І ї - , 
л = 1 7C 27X 
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получаем (D(0) = 0): 

(33) 
[*] 1 

Sí ! = £ {D(n) - D(n - 1)] _ cos (a ln n) = 
n=í n 

V rW \ íC O S ( a ^n П) C O S ( a ^n (W ~*~ ^)) - і в д { ^ 
n = 1 1 n 

n + 1 
+ 0(ln3 x) = 

[*] 
= Z o(n) 

n = 1 

áv 
{cos (a ln ť) + a sin (a ln v)} h 0(ln3 x) 

áv 
= D(r) {cos (a ln u) + a sin (a ln v)} — + 0(ln3 x) = 

ln3 t;{cos (a ln t;) + a sin (a ln y)} — + 0(ln3 x) = 

JL Г 
*2Jo 

{w3 cos (aw) + aw3 sin (aw)} dvv + 0(ln3 x) = 

= — F(x, a) + 0(In3 x ) . 
7Г 

Дальше с помощью простого интегривования по частям, мы получаем: 

'3w2 _ _6 6w 
a2 a4 a2 (34) F(x, a) _̂_ + rz _ w3 j c o s (avv) + 

+ 
w2 6 \ • / їГ 

; sin(avvU 
a a 7 J0 

/Jn2x 6\ , , ч /] 
[3^Г - - J c o s ( a l n x ) + ^ 

w 6w 3 
a a3 

l n 2 x 6 ln x „ ln x sin (a ln x) + 

tv + 4 + °(1п3 Г) = 
a 4 4iu*(fc - / ) 2 2тг 

, ^ 

поскольку (см. (12), (32)) 

a ln x = 2n(k — I). 

Следовательно (см. (32)-(34)) 

3 
(35) 

и, так как 

(36) 

s, = 
2к\к - lf 

n * T + 0(!n3 T) 

X 1 = - Tln Г+ О(Т), 
Tgr, .S2T Л 

то в силу (35), (36) получается первое соотношение в (31). 
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(В) Пусть к = /, т.е. а = 0. 

Полагая а = 0 в пятой строке формулы (33), мы в этом случае получаем 

s í t = 7Lin4X + o(in3r). 
4тг 2я 

Отсюда, в силу (36), получается второе соотношение в (31). 

6. ОЦЕНКИ ОСТАТОЧНЫХ ЧЛЕНОВ 

6.1. Справедлива следующая 

Лемма 2. 

(37) £ S2 = 0(Tln*T). 
T^hâlT 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть 

(38) 1к ^ 2 7 < 1к+ 1 , т = max (Г, 2тш, 2rcw) . 

Имеем (см. (29)) 

(39) I S2 = 2 IX < ^ 4 , 
Т^Іѵй2Т m,n^ik/2n > Д Ш И ) 

т Ф л 

U2 = £ c o s ( / J n - + fc,(v)j, 
T ^ r v ^ 2 T \ П ) 

/ij(v) = /с g2(v) ln m — Ід2(ѵ) ln n . 

При помощи преобразований Абеля мы сведем задачу об оценке суммы U2 

к задаче об оценке родственной суммы, изученной нами в работе [2]. 
Прежде всего, 

(40) U = U2Í -U22, 

Ѵі\ = Z c o s {hM} • c ° s ( ' v ln - ) , 
T ^ r v ^ 2 T \ П J 

U22= £ sin{h^v)]sinrtvln-). 
tuhu2T \ П J 

Достаточно изучить сумму U21. Так как для lve <T, 2T> 

^ (v ) = О(М), 

то ^i(v) є < — ЛМ, ^4M>. Следовательно промежуток < — ЛМ, ЛМ> можно под
разделить на О(М) подпромежутков, на каждом из которых 

либо 0 ^ cos {ui(v)] g 1 , либо 0 S - c o s {h^v)} ^ 1 
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и последовательности cos{uj(v)}, —cos {/ii(v)] являются монотонными. При
меняя к каждому из этих промежутков преобразование Абеля, мы получаем 

(41) \U2A < AM max 
t l , T 2 

T^T! <X2U2T 

X cos (гѵ іті — J 
ti^rv^t2 V П/ 

Конечно, вместо суммы входящей в (41) можно оценивать сумму 

U 2 . . = I 
T ^ i v ^ T ! ^ 2 T 

cos( L ln — Ì . 

Но сумма U2\ i оценивается по методу ван дер Корпута, способом [2], (30)-(37) 
поэтому из (41) вытекает оценка 

U2Í = О 
/(M + l ) ln Т\ 

m 

Та же самая оценка получается и для U22
 и> в с илу (40), и для U2 .Теперь из (39) 

(ср. [2], (38) и (39)), следует (37). Доказательство леммы 2 закончено. 

6.2. Аналогичным способом на основании [2], (40)-(59) и [5], (5), (6), по
лучается 

Лемма 3. 

(42) X S4 = 0 (T ln 4 Г) 
Г ^ ?ѵ^ 2 7 

Далее, аналогичным способом на основании [5], (8)-(12), получается 

Лемма 4. 

(43) X S3 = 0(T\nT). 

T й К й 2 T 

Следовательно, из (29) мы в силу (31), (37), (42), (43), получаем 

3 (44) X S = — Tln5 T + 0 (T ln 4 T ) . 
т£гѵ.<2г 2я5 

6.3. Теперь мы обратим внимание на остаточные члены в (28). Из формулы 
Римана-Зигеля 

m = 2 X — cos {9(t) - t ln n} + 0 ( r 1 ' * ) , ,3 = / i - , 
п^гз ѵ п \ 2я 

легко получается оценка 

(45) X Z2{ïv + k Q2(v)} = 0(Tln 2 Т ) . 



Значит, (см. (30), (36), (45)) 
(46) X {*i + R2 + 0(ln2 Г)} = 0(Tln3 Т). 

7^rv^2T 
Наконец из (28) мы в силу (44), (46) получаем (11). Доказательство леммы А 

закончено. 

7. ФОРМУЛА ДЛЯ (-l)vZ2{tv+kQ2(v)}Z2{ïv+/Q2(v)} 
И ВСПОМОГАТЕЛЬНЫЕ УТВЕРЖДЕНИЯ 

Прежде всего (см. (28)) 

(47) (-1)* Z2{tv + к в2(ѵ)} Z2{~tv + Ів2(ѵ)} = 

= S + ( - l)v (R, + R2) + 0(ln2 Т), 

где (см. (29)) 

(48) Š = ( - 1)* S, + (-l)1 ' S2 + (-1)» S3 + ( - 1)* S4 . 

В силу соотношения (35) мы немедленно получаем оценку 

(49) X ( - D v S i = 0(Tln4 T). 
TuKu2T 

Далее мы имеем (см. (29), (38)) 

X (-i)*S3 = 2 1 ^_>.u , , 
T^rv^2T п^ік/2п П 

Ѵз = Z c o s {яѵ + 2?v ln n + fc2(v)} , 
T ^ i v ^ 2 T 

h2(v) = (k + /) в2(ѵ) ln n . 

При помощи преобразования Абеля (см. часть 6.1.) оценка суммы Ü3 сводится 
к оценкам следующим сумм 

^ з і і ( г ) = Z cosinv + 2ìv\nn r l , r = 0 , l . 
T^iv^Ti^2T ( 2 J 

Эти суммы легко оценироваются с помощью леммы ван дер Корпута со второй 
производной ([7], стр. 72, 73, Лемма 3), что, аналогично случаю [5], (7)-(12), 
приводит нас к оценке 

(50) I (-iyS, = 0(TlnT). 
T^rv^2r 

Отметим еще, что (ср. (30), (46), (47)) 

(51) X { ( - l ) ' ( * i + *2) + 0(ln2 Г)} = 0(Т\п} T). 
T^rv^2T 

Доказательство леммы В основается на следующих двух леммах. 
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Лемма 5. 

(52) X ( - 1 ) V S 2 
Tuhu2T 

Лемма 6. 

= 0(Tln 7 / 2 T) . 

(53) X ( - l ) v S 4 = 0 ( T l n 3 T ) . 
T ^ řv ̂  2 T 

8. ДОКАЗАТЕЛЬСТВО ЛЕММЫ 5 

Имеем (см. (29), (38), (39)) 

W2= I (-D'S,-2 I I * ^ ? Ы , 
7^rv^2T m,ngìk/2n ^Jymn) 

шФп 
Г ^w ] 

^ 2 = £ C O S ^ 7 T V - 7 v l n Й і ( ѵ ) > -
т^?7І2Г ( П J 

Напомним теперь, что последовательность {дѵ} определена соотношением 
(см. [6], (6)) 

(55) S i ( 0 , ) - J v , v = 1 ,2 , . . . , 
2 

где 

(56) ^ = i i n ^ - - - 7 1 , 9;(0 = - i n - , d'i(0 = -
W 2 2тг 2 8 2 2тг 2f 

и (см. (1)) 

(57) ,9(0 = S,(i) + О ^ . 

Из сравнения асимптотических соотношений для 3'(i), &"(t) (см. (25)) с точными 
соотношениями (56) следует, что при оценивании суммы U2 более удобно 
работать с родственной последовательностью {дѵ}-

Сначала мы оценим разность ?ѵ — дѵ. В силу (4), (55), (57) мы получаем 

О (-V- ВД - Чвѵ) = О, - 0v) STO , 

где Tv e (#v, 7V) или Тѵ є (7V, gv). Следовательно (см. (56)), 

(58) tv-gv = o ( ^ ~ ) , ?ѴЕ<Г,2Г>. 
\Г1п T) 

В силу (36), (58) теперь из (54) вытекает 

(59) Ü2 = V2Ì + 0 ( l n T ) , 

^21 = Z COS \KV ~~ 9v ̂ n ^l(V)f ' 
т^9ѵі2Г ( « J 
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Далее при помощи преобразованием Абеля (см. часть 6.1.), оценка суммы U2Í 

сводится к оценке сумм: 

(60) Ü21 ,(r) = X c °s {2n фі(ѵ)} , r = 0, 1 , 
t ^ 0 v ^ r i ^ 2 T 

где 

ґгл\ л. í \ V 9v i m r 

(61) Ф2(ѵ) = - - ~ i n - ~ - . 
2 2ти « 4 

(62) 

Пусть m > п. Так как (см. (55)) 

ágv ті 7c 
dv 2S;(fifJ l n g^ 

2к 

(здесь, как и в других аналогичных местах предполагается, что дѵ определено 
соотношением (55) для всех v ^ 1), то 

(63) Ф'2{ѵ) = — ln - , Ф"2{ѵ) > 0 . 
2 2 1 n ^ П 

2тг 

Так как очевидно 

і Г 

in -
1 , m ^ ln m к 1 

0 < In — S й < - + £> о i ^v « о , Г 0 , т 2 
2 In — 2 ln — 2 ln — 

2ти 27Г 2тс 
то 

|*i(v)| < i , 
и, следовательно, (см. [7], стр. 78, Лемма 2), можно перейти от суммы (60) 
к интегралу: 

ř7 2 1 1 ( r )= f cos{27T02(v)}dv + 0 (1 ) . 
Jxggv^Xí 

Далее, поскольку Ф2(ѵ) возрастает (см. (63)), то 

^ ' / \ ^ * J i w ! i x n 

* 2 ( v ) z - - - - l n - = l n r — ' # , e<T ,T i> . 
2 ^ , г w ^ , i 2тгт 

21n— 2 1 n -
2л: 27Г 

Пусть « ^ 2. Если 2яга > T, то т = 2nm (см. (38)) и 

^ ' / \ ^ l n 2 ^ А 
Ф2(ѵ) < £ . 

2 1 n i І п Г 
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Если Т ^ 2nnu то т = T и 

*ч \ ^ ] i Т п > 1 п 2 А ф(ѵ) ^ ln — - § — > . 
. Г 2тсш Г ln T 
2 1 n — 21n — 

2тг 2тс 
Значит, в случае m > n ^ 2 мы получаем следующую оиенку для ř7 2 i i ( r) 
(по лемме с первой производной, см. [7] , стр. 73, Лемма 1): 

Р2 1 1(Г) = 0(ІП T ) . 
Следовательно, для U2 (см. (59), ср. (41)) имеет место оценка 

Ѵ2 = 0{(M + 1) ln T) . 
Для соответствующей части W2\ (w > л ^ 2) суммы ^ 2 мы теперь получаем 
оценку 

(64) W2i = o j ( M + l ) l n T . X E * ^ Щ = 0{(М + 1 ) Л п 3 Т 
( m,n r̂ yJ(mn) J 

где использована оценка (см. [9], стр. 297, 298) 

(65) X I ^ ^ = 0 ( . x l n ^ x ) 
m,n^x yJ(mn) 

Пусть n = 1. Так как (см. (62), (63); m ^ 2) 

л „ , ч я ln m А 
Ф2(ѵ) = - . > 2 - ^ Г Щ З Т ' 

ѵ 2тг 
то, по лемме со второй производной, мы получаем 

У 2 1 1 ( г ; и = 1) = 0 ( ( Ѵ Т ) 1 п 3 / 2 Т ) , 
т.е. (см. (59)) 

Г72(и = 1) = 0 { ( M + 1 ) ( Ѵ Т ) 1 п 3 / 2 Т } . 
Следовательно, для соответствующей части суммы W22 (CM. (54)) мы получаем 

(66) W22 = 0 \(М + 1) V(T) ln3'2 Г £ ^ H -

1 nšT y/n) 

= о |(м + i) (ѴЛ in3/2 тит) ( Y ~ ^ Y / 2 | = о(м + i) rin7/2 T], 

так как (см. [9] , стр. 296) 
v d2(n) 1 4 з 
I — ^ = 7 ^ l n * + ° ( l n *) • 

n^x /7 4Я 

Значит, в случае w > n имеет место (см. (64), (66) 
(67) W2(m > n) = 0{(M + 1) T l n 7 / 2 Г] . 
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Пусть теперь n > т. В этом случае (см. (61)) 

ry ^ / ч , т Я , И Я 
2я Ф2(ѵ) = яѵ — gy ln r = яѵ + gy ln r 

n 2 m 2 

= 2яѵ - 2л f- - i^ ln - + Л = 2яѵ - 2тг ř2(v) 
\ 2 2я m 4 / 

т.е. и в этом случае получается оценка 

(68) W2(n > m) = 0{(M + 1) Tln7 / 2 T} . 

Наконец, в силу (67), (68) из (54) следует (52). 

9. ДОКАЗАТЕЛЬСТВО ЛЕММЫ 6 

Имеем (см. (29), (38)) 

(69) W4= I ( - l ) v S 4 = 2 £ I MMüt, 
Tgtv^2T m,n^ïk/2n yJyrnn) 

тФп 

Ü4 = Y, c o s ( я ѵ *~ hln (wn) - ^з(ѵ)} , 
t ^ r v ^ 2 T 

/?з(ѵ) = A: £2(v)ln w + / ^ 2 ( v ) l n " • 

Аналотично случаю (59), (60), оценка суммы U4 сводится к оценкам следующих 
сумм: 

V*ii(r) = X cos {2я Ф4(ѵ)} + 0(ln Т) , r - 0, 1 , 
T ^ v ^ T , ^ 2 T 

где 

ф4(ѵ) = - - ^ ln {mn) + - . 
2 2я 4 

Прежде всего 

(70) <w = l - 1 ^ , Ф»>о. 
2 2 1 n ^ 

2тг 
Так как 

4.7 
то 

ln(wm) ^ 0 < ~ ' ^ _3__i_. < i + £ 9 

2 1 n ^ 2 1 n -
2я 2я 

|*i(v)| ^ i + £ . 
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Следовательно, 

(71 ) Ü4i ,(r) = í cos {2n Ф4(ѵ)} dv + 0(ln Т) . 
JxU9vun 

9.1. Пусть mn < Tj2n. Тогда т = Т и , поскольку Ф4(ѵ) возрастает (см. (70), 

. . . 1 ln(mn) 1 О, Г 
Ф4(ѵ) > - — = . Іп — > ü , Qí = — > 

4V J - 2 JT 21nQi « и . 2тг 
П 2 я 

mn < ö i , д*є<т,тіУ . 

Применив теперь лемму с первой прлизводной, мы получим оценку (см. (71) 

^l^ol' 
mn/ 

Если предположить, что 

T T 
mn < a, < — , 

2я 2я 
где 0 < očj — подходящее число, то вклад \Ѵъ сумму \Ѵ4{сы. (69)) значений w, n 
удовлетворяющих условию 

T ^ T aj ^ mn < — 
2л 2я 

составляет 

W = о ^ в . а ! Г r i n T J = 0 (Т 1 / 2 + 4 £ ) . 

Замечание 4. Так как, очевидно, можно предположить, что Qt в (72) — целое 
число (это предположение используется и в других аналогичных случаях), то 

(73) WAi = W4(mn < T|2n) = 0 (T 1 / 2 + 4c) + W4í(mn < Ô i ) , 

где (см. (69), (72)) 

(74) W4Ì = О ((M + 1) (ln T) £ I ^ ^ ^ Ä 
/iin<oi v g ! 

J(mn) ln ^ -
wmJ 

и)т2£(іпг)ХЕ- —— 
' " " ^ V ( m n ) l n ^ 1 -

mn) 
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0 [{M + 1) T3c (ln T) £ L 

4Vi)ln-
4 

= 0{(M + 1) T3£(ln T ) ( V 6 i ) l n Gi] = 0{{M + 1) Г1'2 + 4£} . 

Значит (см. (73), (74)), 

(75) W4i = 0{(M + 1) Г1/2+4£) . 

9.2. Пусть wn > Т/я. Так как #v g 2T, то (см. (70)) 

- Ф ; ( ^ ^ - 1 > о 
2 1 n ^ 2 

2я 
и { — Фі(ѵ)) убывает. Следовательно, 

_, In (mn) 1 1 mn T 
- Ф 4 ( ѵ ) ^ — i — - - - = ln — , Qi = — , 

• 2 l n j r 2 21nQ2 Q2 2я 
271 

и (ср. (72)) 

Т\ Л / ln T^ 
L 4̂n r; mn > - = О 

. / ^ 

для wn > Q2. Положим 

(76) fť42 = W4(mři > Т/я) = 

= ^ 4 2 1 ( Є 2 < »і« < 2ß2) + Wi22{2Q2 й mn). 

Прежде всего, как и в 9.1., мы получаем оценку 

(77) W42i=0{(M+l)Tll2 + A £ } ; 

здесь использована обычная оценка 

X — - = 0 ( (VÔ 2 ) lnÔ 2 ) . 
Ql<r<2Qi. q 

W<U ln 

Далее, поскольку 

l n - f c l n 2 , wn^202 . 
02 " 
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то, в силу (65), 

Г d(m) d(n) 
(78) W422 = o)(M + l)(ln T)XX S ^ r ^ 

1 т.п^Т/п ѴѴШП) 

= 0{(M + 1) Tln3 T) . 

Теперь(см.(76)-(78)) 

(79) W42 = 0{{M + 1) Л п 3 Г] . 

9.3. Пусть 

T T 
(80) — й mn й - . 

2л я 
Так как дѵ є <T, 2T>, то в случае (80) функция Ф'я(ѵ) (см. (70)) имеет единствен
ный корень нечетного порядка v (поскольку ФДѴ) возрастает). 

9.3.1. Если т ^ д„ ^ тІ9 то (см. (71)) 

[ + f + 0(1) + 0(ln Г) = 
Ku9v^g-At Jg + A2U9va^ 

= U ; , , ( r ) + О411(г) + 0 ( 1 п Г ) , 

(81) U4..(r) = 

с очевидными изменениями при ^y = т, Tj (0 <̂  Аи А2 — подходящие посто
янные). 

Прежде всего мы оценим вклад И^з члена ^ 4 п ( г ) в сумму W±. Так как 0 < 
< —Ф4(ѵ) убывает для gv ^ ^ — Аи то 

^r/ ч ^ 1 , 2nmn л ib — Xt -Ф4(ѵ) ^ - ln > 0 , mn > -^ í 

2 1 n ^ ~ ^ 1 ^ ' " ^ 1 27Г 

2л 

и, следовательно, 

VUr) - о / — \ , ^ ^ = Qs < mn g I S 2Ô3 , 
, Я7/7 2Л Я 

V"el/ 
где ß 3 — целое число (см. замечание 4). Значит, способом 9.2. мы получаем 
оценку 

(82) W43 = 0{(M + 1) ТХІ2+Е) . 

Далее мы оценим вклад W44 члена Ü 4 U ( r ) в сумму WA. Так как 0 < Ф4(ѵ) 
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возрастает для gv >̂ gv + A2, то 

Ф;(ѵ) ^ l ln * ^ ^ 2 > 0 , mn < 1 , Gv + ^2 ^ п _ „ ^ 0v + A2 

2я 
21n 

2я 
и, следовательно, 

tfin(r)-o/^V ™<б4 = ^ 2 , 
l n & 2П 

\ mn| 
где Ç4 — целое число (см. замечание 4). Значит, способом 9.1. мы получим 
оценку 

(83) W44 = 0{(M + 1)Г1/2+4£] . 

Члену 0(ln T) в (81) соотвествует 

(84) Ж45 = о { ( М + 1 ) ( 1 п Г ) Ц * ^ A " > " 
( TI2n^mn^Tin yJ(mn) 

= oj(M + і)(іпГ)^£. г . т і = o{(M + i) т,/2+4£) . 

9.3.2. Если т, < #y ^ Т/я, то, аналогично случаю W4V (см. 9.1.), получается 
оценка 

(85) W46 = 0{(M + і ) г 1 / 2 + 4Б} . 

Теперь, достаточно использовать (75), (79), (82)-(85), чтобы получить (53), 
чем доказательство леммы 6 закончено. 

Наконеч мы завершим и доказательство леммы В. Прежде всего, из (48) мы 
в силу (49), (50), (52) и (53), получаем 

(86) S = 0{(M + 1) Tln4 T} . 

Теперь в силу (51) и (86), из (47) следует (13). 

10. ЗАКЛЮЧИТЕЛЬНЫЕ ЗАМЕЧАНИЯ 

Наконец мы упомянем о некоторых дальнейших классах формул, следующих 
из теоремы 1. 

10.1. Например, ряду Эйлера 

т = п- = і-2 = і-2 + о(хЛ, 
6 n = l П1 n = i П1 \NJ 
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где N2 ^ M + 1, соответствует класс формул: 

X Z 2 ( O I Z 2 K ± n Q,{v)) ~ ± Tln5 T, T^ œ , 
Títv^2T n = 1 Ö7T 

при любом с л у ч а й н о м распределении знаков ± . 

10.2. В связи с дискретным аналогом я в л е н и я Харди и Литтлвуда, который 
мы доказали в работе [6], стр. 23: 

I l^J-^Z{g, + na>)VuA^J, Г ^ о о , 
б і ТйЯѵйТ+U [M + 1 n = 0 J M 

где 
Q,= X l> ^ - Т 5 / 1 Ѵ і п 3 Г , l n T < A f < y ( ^ ) l n T , 

T^gv^T+U 

П 
œ = , 

i T 

ln — 
2тг из формулы (5) следует более сложный — биквадратный — аналог явления 

Харди и Литтлвуда: 
М \2 i і „ 4 

V̂  П S ^ 2 / .ѵчі2 1 І П 4 Т „ 
I <- IZ2(řv + n^(v))l — • — , T-

T^tva2T [M n=\ J Я M 

1 
00 

e 
где 

Q= I l , d(v) = - . 
T ^ i v ^ 2 T řv ln — 

2тг 

10.3. Пусть ф„, n = 1, ..., [*i] — независимые случайные величины, равно
мерно распределенные в промежутке <~ти, тс>. Пусть далее Z^{t) — случайный 
процесс, порожденный фазовой модуляцией случайным вектором (q>u ...,<P[tl]) 
главного члена в формуле для Z2(t): 

(87) Z^(i) = 2 . X ^ c o s { 2 9 ( 0 - / l n n + ^ } ' h = ^ -
nutí у/п 2к 

В этом случае, формула (5), (и все следствия из нее), справедлива для 
класса всех р е а л и з а ц и й Z|(i) случайного процесса (87), соответствующих 
всем возможным векторам 

ф = (фІ9...,фіид-
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