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SVAZEK 1 (1956) APLIKACE MATEMATIKY &fsLo 3

CLANKY

SCITANT NEKONECNYCH RAD POMOCT INTEGRALNICH
TRANSFORMACT

DANIEL MAVER, JINDRICH NECAS

(Doslo dne 20. prosince 1955.) DT: 517.522 : 517.03

V této praci je uZito Laplaceovy a Mellinovy transformace na
séitani nekoneénych fad. Je uvedena fada prikladi.

S nekonednymi konvergentnimi fadami se Sasto setkdvame v tlohach z theo-
retické mechaniky, zejména v problémech z theorie pevnosti a pruZnosti,
v tlohach o vedeni tepla, v elektrotechnice i v jinych oborech. Castym zdrojem
nekoneénych fad byvaji integraly nebo diferencialni rovnice, které nedove-
deme Yeit jinak nez nekoneénymi fadami. V mnohych p¥ipadech bude vy-
hodné nahradit fadu jejim soudtem v uzavieném tvaru, nebo alespoti, zejména
u fad pomalu konvergujicich, transformovati je na jiné, ekvivalentni, rychle
konvergujici fady. Klasickd matematickd analysa podava celou fadu method
pro séitdni nekoneénych fad a pro jejich transformovani na Fady rychleji
konvergujici. Bibliografie je zde velmi obsahld a omezime se jen na odkaz
na knihu K. Kxoppra [1], ktery popisuje nékteré elementdrni methody
a na dlanek G. G. MACFARLANEA [2], jenZ si v&im4a vztahu mezi konvergentni
fadou a Mellinovou transformaci.

V tomto ¢linku popiSeme operatorovou methodu séiténi konvergentnich
fad a vymezime podminky pro jeji platnost. S hlediska fysikalnich a tech-
nickych aplikaci je tato methoda, ve srovnani s jinymi znamymi zpisoby
séitani fad, vyhodnd jednak tim, Ze plati pro velmi Sirokou oblast typd neko-
neénych fad a dale tim, Ze neklade naroky na hlubsi znalosti z theorie neko-
neénych fad. Mame-li k disposici operdtorovy slovnik pfislusné transformace
a sbirku vyfeSenych integrald, miizeme bezprostiedné ziskat vysledek.

V oddilech 1 a 2 ukéZeme na ptikladech uZiti operitorového poétu (pies-
1néji integralnich transformaci) na séitdni nekonednych rad. Potfebné mate-
matické véty uvedeme jiz v téchto oddilech a jejich dikazy ponechiame pie-
vazné do oddilu 3.



1. Uziti Laplaceovy a Fourierovy transformace
Definice 1. Necht f(t) jest funkce definovand v intervalu (0, ), v kaidém
b

koneéném intervalu z {0, c0) jest absolutné integrabilni, t. j. f If(t)| dt < cos

kde 0 < a << b < oo, Potom funkce F(p) = lim fe ptf(E) df = fp vt f(1) dt jest

A—>m

Laplaceovou transformaci (obrazem) funkce [(2), kterou nazyvame origindlem;
P jest komplexm islo. Budeme psdt L {f(t)} = F(p).

Jestlize f f@)]dt < o0 a p = ai, kde a je redlné, ¢ je imagindrni jednotka,

potom I (m«) je jednostrannd Fourierova transformace.
Pro informaci nvedeme

Yétu 1. Necht pro origindl f(t) integrdl f f@) ert At konwverguje pro néjaké p,.

Potom konverguje pro vechna p lakowd, Ze Le p > Re p, a F(p) jest v této poloro-
viné holomorfni funkci.

Dakaz viz [3].

Nyni pfikrodime k objasnéni hlavnich myslenek, na nichz je zaloZena popi-
sovand methoda. Pro v&t# ndzornost budeme miti na zieteli ¢iselny piiklad.

P¥iklad 1.

Seéteme znamou relativné konvergentni fadu

1 1 1 1 1 < (=1t
1’§+§_Z+E"*€+"'“21”n”' (1)

1
Budeme hledat takovy obraz F(p), aby F(n) = o To jest oviem jednoduché,
kel
1 / . v
nebot vime, Ze f L.oe?idt = o Na Fadun se mizeme divat jako na soudet
0

hodnot funkee F(p) pro p = 1, 2, 3, ... ndsobenych piisluinym znaménkem.

Snazme se vyjadfit fadu (1) jako soudet obrazi v jednom bodé p = 1. Zrejmé
1)1 ”

plati Z R z (—1)" 1. F(1 -- (m — 1)) a tedy pfislu$né obrazy jsou
71

(_1)M1 ]’(p + (n — 1). Soudet koneéné mnoha obrazt jest zase obraz. Jak to

vypadi se soudtem nekonetné mmoha obrazii vyplyva z véty 2. Predpokla-

dejme, Ze 2(—1)”“1”(79 + (n — 1)) = G(p), kde G(p) je obraz funkee g(t).
n 1

Potom

w

Z (fmq f git) et dt . (2)
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L{(—N)rte- 1} = (—1)"1 F(p + (n — 1)) a tedy soudtu obrazii odpovidd

soudet originali » (—1)*1e-~(-1t. Jestlite tento soudet umime lehce stano-

-1
viti, potom se otdzka soudtu Fady (1) pfevadi na vypodet integralu (2). To jest
hlavni idea, kterou se budeme riditi: soudet transformét prevedeme na soudet
originali, ktery vyjadiime v uzavieném tvaru, nebo naopak, soudet originalii
prevedeme na soudet transformat, ktery vyjadiime v uzavieném tvaru.
S timto postupem se podrobnéji sezndmime v oddile 2.

V nagem prpadsé je

S (1)l g—(r-t 2
7{%‘1( ) l + e“t

a tedy

54 @0

S=yt et [
,,Zl Tn T 1 e di = 1+ ¢ dt =1g 2

0 ]
(poutzili jsme substituce x = ef).

Véta 2. Necht jsou f,(t) origindly takové, fe F (D) jsou definoviny pro Re p > o.

b
Necht platt: Tim [ |fu(t) — f.(0)] At = 0, je-li m = n, kde 0<a<b < .

Poslowpnost funkct f,(t) je t. zv. v praméru Couchyovskd na ka*dém koneiném
tntervalu z << 0, wo). Potom existuje jedind [(2) takovd, Ze lim f,(t) = f(t) ve smys-

lu viyde wvedeném, t. j. pro kaidy interval (a,b>, 0 < a < b < w0, jest lim

N0

b
J1fa(t) — f(8)] dt = 0Y) a plati: F(p) jest definovina pro Re p > o alim F,(p) =

= F(p) tehdy a jenom tehdy, jestlize plaii pro Re p > o:

1) Ke kafdému ¢ > O existuje ny a Ay > 0tak, Ze pro oo = B > A 2> A, jest
B .

[ thatt) = f@) ¢ ™7 ] <.

o0
2) Ke ka#dému ¢ > 0 existuje 4 > 0 a N tak, fe pro n > N je|[f.(t) ert.
E]
LAl < e

Dikaz ponechame do oddilu 3.

Pii aplikacich popisované methody se nammnoze ukazuje, %e predpoklady
1) a 2) ve vété 2 lze nahraditi siln¢jsim pozadavkem, ktery jest pouze postatu-
jlef, nikoliv v8ak nutny. Tuto podminku, jeZ vyplyva jako pfimy disledek
véty 2, formuluje

1 Pod pojmen ,,jedind* zde rozumime to, Ze kaZdd jind funkee s touZe viastnosti se lisi
od f(2) pouze na mnoZiné miry nula.
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ye~*2tdt pro Re p > o konverguji vzhledem

Vita 3. Jestlize integraly f fult)
k n stejnomérné, potom jsou splneny podminky 1) a 2) v&y 2
Vskutku, ke kazdému ¢ > 0 existuje 4, > 0tak, %e B > 4 > 4, =|[},
ewr df| << ¢ pro viechna n. Odtud plyne podminka 2), nebot je-li Re p >
F(t) = ffn(t) e~%! dt potom 17']‘,6( ertdl = ff,, .
r C:-mt dg. Prvni élen

> 0; > ¢ a polozime-li
ati@e-Ntdf = — F(t) e 22 4 (g — p) [F
4,

= — I,(¢
a pravé strané rovnice je v absolutni hodnoté < ¢ a druhy mensi nez

Re (p— oy
Jestlize B < oo, potOm dostdvame
R
lim Iffn (8) e=met dt| = |[f(t) e~"o2t ]
N0 A A

Odtud dostavame podminku 1
Vratme se k 1. piikladu a pfesvédéme se, zda jsou splnény podminky nég-
— (_1)n e(1-n)t

]—-—(—1)”8“’”
IR T

14 et

které z poslednich dvou vét
— z (—1)i-1 g=(G=1)1

fa(®)
i=1
Predpoklady ve vété 3 jsou ziejmé splnény, klademe-li ¢ = 0
ei

(&) = Tre

Pro g, > 0 jest
t o (—T\npt+(1l-n)t
( 1) et dti gie*”n“.

=5,

[t
1 -} et

4
Upozoriiujeme, Ze fady v piikladu 2 a 3 se daji sedisti velmi jednoduse,

|

|

uvazime-li, ze
1 alr
2—a 2a|lj—a j-+a
Priklad 3 mé vSak vzhledem k vété 4 instruktivni charakter
1 1 N 1
=S, 3
+ 2 47— 1 ®)

Priklad 2.
1 1 °
st s tat—,

1

Plati
L {} sinh Jt} = =1
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pro Re p > 4, ‘w‘

|
|

AT T AR =1
Rad¥ (3) tak odpovidd ¥ada obrazt

ot

- 1
P
Z gramatiky operatorového poétu dostavime

1

— 1 in
4(p+(7__1)2_1 L{zsmh t.e( ]i}

o

a tak Yad¥ obrazit odpovida Fada origindli > 4 sinh 3¢ . e-(—%, Tehce se pre-
j=1

svédiime, Ze klademe-li o = §, jsou splnény predpoklady véty 3. Jako vy-
sledek pak dostdvame

< 1 1 1 U
e st T qr =
jEQL_l 2[“12 =
0
N s1nhr 1 v dy — 1
egln—rlwf e dr=3-
0

] 2 o
arctg 2 -+ arctg ) + arctg g = > arctg;— . (4)
b j=1

Priklad 3.

Ve slovniku operatorového poétu nalezneme, %e mezi origindlem a obrazem
plati korespondence
sin ¢ 1
LR avetg —
{ ; arctg P
Déle plati
2 1 1
arctg — = aretg —— — arctg - —
% Er—1 Ep 1
a odtud dostavame pro Re p > 1
t
L {SI—I;“ (e — e“)} = {2 sinf inh tl = arctg;)-

Radé obrazi

«w

S 2
aretg ———
S T

odpovida fada origindli

< sint
2 Zx ~ sinh ¢ . e-t-Dt
i
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Opét snadno zjistime, %e klademe-li o = 1, jsou pfedpoklady vty 3. splnény.
Jestlize vynechame prvni obraz a k tomu pfisludny originil, pak ¢ = 0. Do-
stavame tak '

o

f(? > %1;1m ginh ¢ . e-<7-1)’) e~tdf 4+ lim 2f—s—lztlvt~sinhte—m dt =
i
0 0

—2 -l
Def

:f(z > §£tll sinh ¢. e—U-W) e~ldt =
; )
1 et | 7 3
= R = - ; ] = —
f ; sin ¢ di 274— arctg i
0

iy

Obr. 1.

Limitni pfechod plyne z nisledujici véty, zndmé z theorie Laplaceovy
transformace (jeji dikaz je obsaZen v [3]).

o

Véta 4. BudiZ f(t) origindlem a necht [f(t) e=»t dt konverguje pro néjaké p,.
0

Potom integrdl stejnomérné konverguje pro véechna p, kterd le£l v oblasti tvoFené
nekoneéngm klinem K, jehof vrchol o vrcholovém whlu m — &, € > 0, leZi v p,
a symetrdla Elinu je rovnobéZnd s osou redlnow. (obr. 1)

o

v v fsint . y
V nagem pripadé f 27—776'7” dt konverguje pro p = 0 a dosud plyne moznost

limitniho pfichodu za integraénim znaménkem,
Priklad 4.
1 1 1 : - 1
+ + =2,

Fdar " 94+a " 25 +a T A — 1) et
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Protoze plati

< 1 < 1
itemAe et

g+ al 452 +a2 ’
muzeme rozloZit uvazovanou sumaci na dve nekoneéné fady

fi 1 . o 777]7 ;i 1
A=)+ a? S e T4 ad

Pro prvni souéet mame

1 .
e L{ smat},
a tedy
S 1 1 ( sinat
32'1(1 +j— 1) +a2“hfet—1di_2—00tgha7_
(1]

{Snadno se pfesvéddime, Ze jsou splnény predpoklady véty 3, klademe-li

o=10)

Podobné vypoditame druhy soudet a dochdzime tak k vysledku

% ”77”"7}”4”7" _ lt hllﬂ
A -t tae T W

 Priklad 5

Stanovime soudet Fourierovy rady:

1 1
(—;’2 cos 7 - '4—"—"_*a2 cos 27 —

1= 9 —
( S (—1y
— _— cos T = ;€08 )t = @(7) , kde 0 <
=2 T 2 = ) “

Pldtl _

fr . 1

L l; sinh atj = g
a tedy Fada obrazii mé v naSem piipadé tvar
1

> (—1)i cos jz
i-1

a ji odpovida rada originalt

(p+j— DT =ar

1
- Z (—1) cos jT . sinh at . e~(7-11 |
J-
Dostavame: o
1 . & . . )
D(7) = - sinh af > (—1) cos jr. e~ df =
51
0

1 eat — e~at 1 an
e T Ryl
2a Rcfl + et~ 2a? ( sinan 0T
0

< 1.
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Rovnice (5) plati viak pro kazdé a + %, kde k je celé &islo, jak plyne z ana-
lytické prodluzitelnosti funkei

i(— )

= cos §7
i=1]" —

—1— (1 — " cosar
2a? sin az ’
promeénné a.
Fourierova transformace jest zvlddtni pfipad Laplaceovy transformace.
Lze ji pouzit v tom pripadé, plati-li pfedpoklady z véty 5.

Vita b. Necht f,(t) jsou origindly takové, Ze [|f,(t)] dt < co. Necht lim f Ifa(t) —
0

B0 07

— fa)] dt =0, n < m. Potom existuje jedind?) f(t) takovd, Ze 11m f"(t) = f(t)viom

smyslu, %e lim f [fo(t) — f(8)] dt = 0. Ddle plati lim F,(is) = F(is), kde s je redlné.

Platnost véty & jest ziejmd: predné z tuplnosti prostoru I(0, co) plyne
existence pozadované funkce f (jediné a% na mnoZinu miry nula). Déle plati:

lim |F,(¢s) — F(is)] = lim [f(f,,(t — ) etst dt | < limofml folt) — f&)| df = 0.

e sl

Fourierovu transformaci by bylo mo#no pouzit t¥eba v prikladu 5.

2. UZiti Mellinovy transformace

Definice 2. Necht f(t) jest funkce definovand v intervalu <0 ). Necht f(t)
je absoluiné mtc grabilnd v kafdém konelném intervalu 0 < a < b < co. Potom

F(p) = lim f t-1f(t) At se nazgvd Mellinovou transformact (obrazem) funkce
A—w0 €
e—0

F(t) (origindglu); p.je komplexnt &slo.

Pro nae tdely je dilezits

Vita 6. Jestlife definiént obor F(p) obsahuje dva body p, @ p, tak, fe Re p, <
< Re p,, potom jest tvaru pdsw x, << Re p << x; a funkce F(p) jest v tomto pdsw
holomorfnit. Je-li x, = 0, potom provdechny body spojitostit kde 0 < t < oo funkce

v+t

1 —p+1 .
f(t) plati: f(t) = % lim 5o f F(p) ltTp dp, kde 0 <y < 1,2y <<y < 2y, Jestlize

yoim
%) Pod pojmem ,,jedingd‘‘ zde rozumime to, Ze ka?d4 jind funkee s tou¥e vlastnostf
se lidi od f(t) pouze na mnoZiné miry nula.
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Je=-1[f(@#)| dt << oo, potom v tom bodé, kde f(t) jest spojitd a v jeho# okoli md ome-
0

&+ iw

zenou, variacs, platt f(f) = hm f F(p)t-»dp.

W—»00

Dikaz méné zndmych bodi teto véty ponechdvame do oddilu 3.

Analogicky k vété 2, jez plati pro Laplaceovu transformaci, lze pro Mellinovu
transformaci formulovat nésledujici vétu.

Véta 7. Budtef [,(¢) origindly takové, Ze F,(p) jsou definovdny v pdsw x, <
b
< Re p < 2;. Necht platt 0) lim [|f,(t) — [.(8)] &t = 0, je-li n < m kde 0 <

b
< a < b < . Potom existuje lim f,(t) = f(t) (¢. znam. im [|f(£) — f,(¢)] ¢ = 0
pro 0 < a < b < o0). . e
F(p) je definovdna v pdsu x, < Rep < z, @ hm F.(p) = F(p) tehdy a jenom
tehdy, kdy% plati pro z, << Re p < z,:
1) ke kaZdému & > O existujt my, 1y, g, Ay tak, Ze pro 0 <<a < b < ay, oo >
> B> A4 > A, platt nerovnostt

JU(ft) — f(O)) 40772 Qt] < ¢

U fo (t) — f(®)) BRer-1 ] <&

2) ke katdému & > 0 existuje a, A, N tak, Ze

|uffn(t) r-1di] <e, Lffn(t) ot dif <

pro

n=>N.

i

1
Vita 8. Jestlife [fq(t) t% 21 dt konverguji stejnomérné vzhledem k n a integrdaly
0

Jfa() tver 2 At komverguji stejnomérné vzhledem k n, z, < Re p < x;, potom
1

jsou splnény predpoklady 1) a 2) véty 7.
Dfive nez uvedeme dalsi pfiklad zavedme do nafich tuvah tyto funkee:

s

Definice 3. Pro 0 < a < 1 jest {(p, a) = 2‘ G , kde Re p > 1. (7)

] + a)”’
Proa = 1 dostaneme £(p, 1) = {(p), kde {(p) jest zndmd Riemannova funkce.
Vlastnosti funkee {(p, a), jez budeme dale potfebovat, jsou shrnuty ve
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Yitg 9. Funkce {(p, a) jest pro Re p > 1 ddna absolutné konvergentni Ffadou
(7). Pro Re p > 1 je holomorfni funkci. Lze ji analyticky prodlouiti na celow
roviny tak, Ze plail:

1) Jedind singularita v koneénu jest pol 1. Fddu v bodé p = 1 a residuum
{(p, a) v tombo bodé je rovno 1.

2) Je-li ¢ > 0, potom v poloroviné Re p =2 1 -+ & jest (p, @) omezend. Je-li
1< Rep < 1+ ¢, potom existuje konstanta m tak, Ze pro p, pronéé |p — 1| =
=00 jer |5p,a)| < mla)lg |pl. Jestlize } < Rep <1, [p—1] =5 >0,
potom |£(p, a)| < m(a) |p].

3) tp) = 2o sin "L T (1 — p) (1 — p).

4y E(p, a) — Cp, 1 — a) = 21+29-11(1 — p) cos 3;? .

S —=pa) =00 —p, 1 —a)].

9457 """

70y = — 1 = o -
5 L) ==, =T, W=g5 6=
Z:(* 2”):0, " = 1)2;-"5 C(l _272): (jjﬁ Bn,
2n
kde B, jsou Bernoulliho &isla.

92n—1z2n s (— 1)1

6) C(2’l’b) —_ T - 7) z

2p p 1 . 3

8 tp @) = 2p) + 3 Cptp + 1) +

1 —
o PP A1) Ep A 2) e+

B 1)t — V) E(p+n) ...

n.

-+

Dikaz véty 9 vyboduje z rAmee této prace a bude dokdzan autory ve zvlast-
nim pojednéni.

Priklad 6.

Hledejme soudet fady

L@~ 1) + 5 Lo — = 2 TV @i - na. ©

kde

0 << —;E , I, (x) je Besselova funkece 1. druhu.

Z tabulek Mellinovy transformace (viz na pf. [2]) nalezneme korespondenci

1
T(% + ?) 3
M{Il(t)} = 27-1 ¥r,p~ s kd@ — 1 < Re P < ,2, )
IG—ﬂ
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Utzitim relace M{f(at)} = a~»F(P) dostaneme tuto fadu obrazi:

P 1

L= (5 +g)
5OV e e 2 E

i1 4] — 3 P

re - £

2 2

Plati:
© (-—-l)j—l . 1 | 3
S tpam e g) = e g

a tedy fadé (6) prislusi obraz

r(f{’_ N _L) _
Q—p—3p—p Z, ,,,? [:(p +1 i) — C(p -1 fi)] .
(3~ _ IZ) ’ ’ 4 T4
2 2
Z asymptotickélio vyjadieni pro

I1,(t) = ]/7% sin (t — % + 7}) + %;, kde r(f)] < M < co, dostdvame x, = _g_
Dale g = — 1 protoze I,(t) = ¢ I(t), kde I(t) je holomorfni funkce v okoli poéatku.

Z asymptotického rozvoje je téz patrno, ze fada (6) absolutné konverguje.
V daldim se omezime pii vySetfovani piikladu 6 na pas 0 << Re p < . Je pa-
trno, %e¢ v tomto pripadé konverguje Yada obrazi. Zkoumejme nyni pod-
minky véty 8.

b

[iro—nora=fi > G2 nei-nojas

(25— yab
& 1
== _»Z‘ 19?(27] _ 1)2 f A(u) du s kde A(u) = r[l(u)[ N
' 0

Uzitim asymptotického vzorce snadno nahlédneme, ze
‘ (25 -1z
1 A(u) du‘ < M@D).
Vz—1 =

Odtud plyne podminka 0) véty 7. Plati:

b

b
lim | f. ()t Vdt = f fuytertde ) b < o
a >0 -
0

@



stejnomérné vzhledem k %, protozZe
b (27 - 1)zt

1 2 (—1)yt
f £.() ‘““’”"1‘1‘:;@;@(—_—1)??@ f w1 T, (u) du .
0 - 0

b
Zvolime-li b dostateéné malé, pak nezévisle nan | [f,(t) t2=7-1] < e.
[1]

B o]
Podobné plati: lim [f,(f) tre?-1 At = [f,(¢) i2?-1df, 0 < 4 < oo, stejno-

B—m 4 .
mérné vzhledem k n. To snadno nahlédneme uzitim asymptotického odhadu
I,(t) a integraci per partes: v podstaté jde o konvergenei integrdlu

T
% sin ((27'_ 1).t—-—)
4

i

4
coZ jest dobfe zndmd skutetnost.
Viimnéme si jedté, %e pro 0 << Re p << 4jest [ex=»-1|f(#t)] df < c0. Vy-
0
sledkem téchto Gvah jest toto: fadé originala

oy = 2 2 ne =1

i-1

prislusi konvergentni #ada obrazf k funkei (pro 0 << Re p < §)

i 1
, d (“g T "2') 1 3
F(P) = 2—?—3‘%—7) - TN I:C(p + 1: —Z) - Z:(p + 1: Z)] )
;)

ktera je v tomto pasu obrazem pivodni fady. Pro 0 < Re p < 1 jest [trer-1,
[}

. [f(t)] dt < oo. a proto podle véty 6 plati pro 0 < & < %

. 1 )
1) = hnz % f F(p)t-rdp

IL4(t) — 1,(t)); 1,(2) se

1
(Ze f(t) ma koneénou variaci plyne z tohoto: I,(t) = ’

v nekonednu chova zcela analogicky jako I,(t), toti%

1,(¢) :l/;zt sin (t —_g %) + %) ,

kde [r*(t)] < M).
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Nig zajima f(1) a jde tedy o vypodet integralu

vio P i)
! f 9-p=3y—p 1_’_(,2~—|;;2 [C +1 C + 1, ]d
W00 271 3 P ’ 4 P

LT

Pro vypolet integralu pouZijeme residuové véty (v podstaté provadime

1
realisaci operatoru pomoci residuové véty). Nejdfive zjistime, Ze lim —— .

T 4

f F(p) dp = 0, kde ¢, jsou &sti kruznice o poloméru » a se stiedem v podatku

lez1c1 nalevo od piimky Re p = y. Vskutku, podle bodu 2 véty 9, na té dasti
kruZnice, kde

Re p—1

0<Rep=y jest [F(p)<Klp

a podobné pro
—1<Rep=< 0 jest [F(p)| < Klp[rr. 9
Prihlédnutim k bodu 4 téze véty dostdvame pro @ = 1:

e (ST

(g
a2 )]

r(z-4)
Protoze
1
rfs +3)
I'(— p) 2 2 cosﬂp.tgnzp——J tg—p L(=p) =
P

dostdvdme odtud koneénd rovnici (8) ve tvaru

P
3
=2t bg T 2 I [ ) “) :
2 1 P 1 P 4 4
I'f— — =) I'= — =
2 2 2 2
3) Odhad funkee I'(p) provedeme uZitim Stirlingova asymptotického vzorce pro I'(p), kte-

ry plati stejnom&rnd pro viechna p tak, Ze [arg p| < » — ¢, ¢ > 0.Stirlingav asy. mptotlcky
vyraz zni: I(p) = I/2ﬂa PpP-,
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Jestlize bod p bude na nasi kruZnici o po]omcru n>la—1<Rep= — 4,
potom podle bodu 2 vty 9 je |F(p)| < K|p| * a Jesbhze — 3 < Rep< —1,

2 =

jest |F(p)| < ° Klg i) - Posléze bude-li Re p < — %, potom dostaneme |F(p )| =

F
2\ . 1 ‘]., )d
< -5t . 3 idé p4 . — < 17 jest i _ (1) C =
< K|p| o] @ odtud je vidéti, Ze pro 0 < x < ix Jebtjl_{g S (p)dp
Cr
= 0. .

Podle residuové véty se nis integral rovna soudtu residui funkce F(p) v polo-
roving Re p < y. Tato residua jsou v bodech p= — 2k — 1, k= 10,1, 2, ...
Odtud jiz snadnym vypoétem dostavéame: pro 0 << x << in

- 1) o)
(2 — 1) —1) ol — 2k, =) — ol — 2k, =) | ==
18 (23) . 1
—— — 1) e B )
2,;( 0 s P (3]

kde B, (a) jsou Bernoulliho polynomy (kter

¢ miZeme vypoditat na piiklad
podle bodu 3 véty 9).

« . o - . 2z
Tato fada konverguje rychleji nez geometrickd fada o kvoeientu —, o éem?z
se snadno presvédéime, vyjadiime-li [{(— 2k, 1) — {(— 2k,

2)] pomoci vyrazu
(1 + 2k, 1) — &1 + 2k, 3)]. Vysledna fada tak konverguje mnohem rych-
leji nez fada pavodni.

Priklad 7.
Stanovme soudlet rady

1 1 = j
cosx 4 T cos 2x + —cos 3z F ... = Z oos Ix
kde 0 << z < 27, Této Fadé bude odpovxddt fada originala

2 cos 7./Lt

2 3
i1 ]

které odpovida fada obrazl

P
r (E) |
bﬂ DA Y .

LA
Ly

ktera konverguje pro Rep > — 1k funkei

(3]
F(p) = | 2v-12» — = 2]

p
P



Jest totiz

(”)
Mcos &) = [ 2071 — ¥2_-~ 0<Rep<l.
M (2

Zkoumejme nyni podminky véty 7. Podminka 0 jest zfejmé splnéna. Vzhle-

. n v t
dem k omezenosti funkce f,(f) = > S22 J%

-—,— mnezdvisle na n je konvergence
i1 )F
b
integralu [f,(t)#*? ' dt v nule stejnomémd, t. j. nezévislé na n. Stejno-
0
o
mérnou konvergenci integralft [,(¢) fte?-1 df zjistime snadno z vyrazu

o0 feel
n .
’ o kep
ff,l(t) prer-ldp = > " fcos w.u™? 1du,
J
A
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ktery jest libovolné maly, bude-li 4 dostatetné velké. Podminkidm je tudiz
vyhovéno. Podle véty 6 je

s P
ft) = - lim 5— f V:z 2r-1g-n _ z

dt o, . 2700

[ ?) — P
v 1(5 3

Zcela analngiclxy jako jsme to udinili v p¥ikladé 6 zjistime, ze je-li —
< Rep <y, potom [F(p)| < K|p[*?~'. Pro Re p < —
nalm rovnice pro funkei {(s) uvedend ve vété 9. Dostaneme

kde 0 <<y < 1.

i<
3 uzijeme funkcio-
A

po — 2 < Rep< — o |P(p) < Kipl~,

5
pro — 5 < Rep < —2: [F(p)| < K|p|~*lg|p],

| 27\ "7
Kip| 3(—;) :

27 muzeme vypodéitat integral residuovou vétou. Jediné

singularity F(p) pro Re p <y (v konednu) jsou pély prvniho fddu v bods
0, —1, —2. Dostaneme tak

& COS JX d (=2 7T a? n? 7 x?
A Bholl ALY S T S L L R
P 2 [dt((} FELNT )]H v

6 2 4

. P 5
pro Rep < — 5 [F(p)|

A

a tedy pro 0 < x <
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Vzhledem ke spojitosti levé i pravé strany jest tato rovnost platnd pro 0 < z
< 2.

A

3. N8které theoretické otazky souvisiei s piedehozimi oddily
Tuto tast vinujeme dikaziim vét vyslovenych v pfedchozich oddilech.
Dikaz véty 2.

@

Podminka 1) jest nutna. Zvolme & > 0. Existuje n, takové, Ze |[f(t) e-mevt,
0
cdt — [f,,@t) et dE] < Le. Odtud plyne, Ze existuje 4, takové, Ze pro 4 =
0

A A
= A, jest ]ff (t) e ot dt — L_)ffno(t) e ®ridf) < le. Tedy pro B= 4> 4

(=)

jest lff(t ) e-mert df — ff ) e veridl < e

Podminka 2) jest nutnd. Zvolme ¢ > 0. Existuje 4 > 0 tak, Ze |0f }(t) e~rt df| <<
< e Necht NV je takové celé &islo, Ze pro n 2> N plati ]f(f,,(t) —f#) erid| <
< lea |6?fn(t) e~?t df — f]‘(t) ert dt] < Le. Potom pron 2> N je ]j]‘n(t) e?t Jf| =
— | h0) e-rtdt — Fhoy et at & [0y e at — [0 e as + [0 e at <

< (1) o2 — 10 1 @+ 110 e d— i) e -+ |10 at] <

< E.

Podminky 1) a 2) jsou postadujici. Zvolme e > 0. Podle 1) existuje takové
B
nga Ay, tepro Ay < A < Bje [, (8) — f(t)) e "7t dt| < te. A, mbZeme zvolit
A
R
tak, ze pro 4, < A < B je |ffn (t) e~"ert df] < Jeatudiz pro 4o = 4 < B je

A

{ff(t ye ¥ridt] <e To tedy znamend, e existuje lim [f(f)e *u*dt pro

A—> 0

o < p= Rep.
Zvolme ¢ > 0. Necht Re p > ¢. K tomuto £ > 0 existuje 4 > 0 a N tak, Ze

{ff(v) e~ dt| < }e a pro n = N j {ffn (t) e7t df| < 3e. N zvolme tak velks,

A

¥e pro n = N je |[fu(t) e-rt dt — f/(l) e-?t di] < Je. Pron = Njest 16ffn(t) et
0 0

— ff(t) e-rtdt] < . Tim je dtkaz proveden.
0
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Dikaz véty 6 aZ na tvizeni, Ze v bodech spojitosti ¢ pro 0 <t < ©
funkee /(1) plati /(1) — & lim - Flpy <y < <
unkee f(#) plati f(¢) = di (U’if; i (p) - dp, kde 0 <y <, 2y <

nalezne &tenal v [4].
Dokazeme toto tvrzeni.

Vyjdeme ze znamé skutetnosti (viz [3]), ze jestlize G(p [ e~»t g(t) dt pro

P tak, Ze Re p > q, potom je-li y > 0, » > ¢, tu v bodech sp(.)]ltostl g( ) pro
R 1 (’ , .
0<t je di })‘I)TL i f ;,) p) et dp = ¢g(f), kde pro ¢ = 0 rozumime deri-

)—:m

vaci zprava. Je-li ¢t <L 0, potom vySetiovany integral jest=: 0.

Na infegral f f(t) t»-1 df pouZijeme transformaci proménnych e~ = ¢
0

o o

[0 097100 = — T fle=s) emor o2 dr = [ (o) =2 da —

0 0D
= [fe) e da + [f(e) e du
0 0

Poloime f(e=*) = @(x), f(e*) = p(x) pro 0 < o < w a ddle
g(@) e = h(w) L {h@)}—Hp), L k)~ K@)
w(x) e = k(x) Li{p(x)} = &(p)., L{px)} ="(p).

Podle poznamky vyfe uéinéné je (ve viech bodech spojitosti pro 2 = 0)

Y odm

d 1 H( i
ha) = akl%?f p ey = ke y=0. ya,
e yo 1. im

— 4 im ;)L-' f q)(p) er-rdp =

da ., .. 271 p —
yoblodw

v W

_d (]m ny f PO v dp + D)) jorli y < 1.
da\,, .., 27i p—1
p o dm

Polozme e-* = t, Pak mame

I
df. 1 b(p)
[ i M pi-e dp)
1= =gl o [ e
¥ oiw
a odtud dostavame
v im
d 1 Dp) L, o ploO/t;l(plotr_— I
f) = + dt(j.lilz S i f 1—p tordp uvazujeme derivaci zleva)
yo-iw
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d (.. 1 ‘ Dp) ,, prol < ¢ (prot =1
0= (],Ti S f 1 - 7)t rdp uvajujeme derivaci zprava).
v oim

Podobné dostdvame

o T

d [ .. 1 " K(4
/x(-)(') = ;;; ( lim 5 j 7IX()1)) epe dP) —

v 2700 7
Ay i
2w
d (.. 1 Yip — 1
= - lim = (1 : )0,7‘-’/0 dp| =
de\, . 210 P
o i
1oy, im

od . 1 (= P)
- dx(},“,]l 21 f L—p crrrdpl .

Polozime-li e* = {, dostaneme

df. 1 we—yp
Ht = -|lim — =rdp).t.
4Q d¢ (m w27 f 1 —7p e dp
1 i

d
a tedy () == 1 (...) prot 1,

d¢ :

1 ~

0= (£115 (...) prot<T1.

Jest 0 <y, I —a; <y, tedy 1 — 3, < &, JestliZe uvolime 0 <7y <1
a x, <y < ay, potom p; = 1 —» vyhovuje pozadavkim pro y; a je tudiz

vzhledem k rovnosti
F(p) == ®(p) -+ V(— p)
pro 0 << t << oo ve viech bodech spojitosti f(t):
d .. 1 . A
{) == — lim : (p) - .
) = g lim f r ' ap
Diukaz véty 7 vyplyne z dikazu véty 2, transformujeme-li piislugné integ-
raly podobné jako v dikazu vity 6.
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Peswowme

CJIOMRENUE BECKOIEYIILIN Ps0B G NMOMOUBIO UITEFPAJL-
HLIX TPEOBPABOBAIIUN

HATIAEN MAUEP, AT IPARUX IHTRYAC (Daniel Mayer, Jindiich Nefas)

(Toerymuio B peparnnio 20/NX1T 1955 1.)

B ¢rarne ommesiBacrest olNepaTopHb MeTO CHORCIH  DECKROHCUNEIX  ¢X0-
Jstmxes pspon. Hpoerora w odenn mporass o06nacth NpUMCHEHIBT SIBISIOTCS
CYHIECTBCHHBIMY BHITOJAMI DTOT(O MOTO/IA.

Ocrosnas ujues, Ha ROTOPOI 0CHOBATL OHICHIBAEMLIT MCTOJ, BHJHA 1P ero
NPUMCHCHMI Ha CJEJLYIONCM HPHMEPe, B KOTOPOM ¢IaracrceHd OTHOCHTCALIIO
exojagmuiics pji

1 1 1 1 1 e S
i T O . 1)
2 ! 3 4 L 5] 6 T ,,Z, n (1)

Haxopum raroe nzoGpamenue F(p) B cmpieac npeobpasopainmg Jlamaca, wroOn

o

, 1, 1

F(n) == = 9vo ue tpyuo, rax gax mapecruo, wro | 1.oe™ dt = S P nyssio
J 1

HONAMATL KK ¢ YMMY Beamann gynnmi F(p) g p = L2, ... ¢ coorpererpy-

onmm suarom. MaoGpasam psioe (1) kak eymmy nnofipaskenuii B oo/Woil Todike
p» =L

’\ (r])n~1 L .
Z = Z (— D1+ (n - 1))
7a L n n 1
TOTI COOTBETCTBYIONICe H30Opaskenue GyjeT 2 (= DL F(p e (- 1)) =

w1
= G{p), ric G(p) cern nzotpaskenne gyl g(f). Tora

i (-— ].)nﬁ :ff(/(l‘) ot dt . (_))

w1 n
0

Li(— By =t em D (1) (p 4 (0 — 1))

H cymMMe l'ill()ﬁ[)ﬂ')l((}lll'll‘r’l arieyacT ¢yMMa ()[)IH‘I”HHUIUH
o
i\‘ (_ ])n——l ¢ (n--T1yt }

P

no 1
Torga sajava cyMMUPOBAIIS P B JEITHOM CAYUAC CBOTUTCN K HAXOASICIINY
nhrerpana (2). B3 nacrosnuem eayvae nnees
2 ; 1
Z ( ])n Io—(m—1t .

.
i [4e
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n Torjna

o O
o \
— 1)1 e~! 1
> S VA cdt = [ At = 1g 2.
w1 n 1 et l-}-e
0 0
Veaosna Qi HPUMCHCHNST 3TOP0 METOAA ¢YMMUPOBANNA OCCKONCHHBIN DHLOR
COACPIRUT TeopeMa 2; B G0JabLIIHHCTBE cayuaen MoKio ofolitick Doiee crporum
YCJIOBUCM, KOTOPOC HBISICTCS JOCTATOUHEIM, HO HC 1COONOJAMMBIM, 0 KOTOPOM
o
ropopuTes B reopese 3: jasg Re p > o exoparest nurerpanst [f(f) e ™" dt
0
PABHOMCPHO.
Mosumo mpeotGpasoranigr Janiaca MOMKEO aHATOTWIHLM CLHOCOGOM HCMOIL-
30Bath npeotpazopanie Mypre.
Jadvreltomas vacrn padorsl HOCBSIICHA BOLEPOCAM HETTOJb30BaHUsE 00paTHo-
1o npeobpasoBanus Messinua.

NI,DTOJL HWIAIOCTPHPYeTCA PAIOM TPAaRTHYeCKUX TTPUMCPOB.

ZUSH,IDH}OHf&.SSUIlg

DAS ADDIEREN UNENDLICHER REIHEN UNTER BENUTZUNG
VON INTEGRALTRANSFORMATIONEN

DANIEL MAYER, JINDRTCH NECAS
(Eingegangen am 20. Dezember 1955.)

Im Artikel ist die Operatorenmethode der Addition von unendlichen kon-
vergenten Reihen beschrieben. ISinfachheit und ein breites Applikations-
gebiet sind wesentliche Vorteile dieser Methode.

Die Hauptidee. an welcher die beschriebene Methode beruht, ist aus dem
folgenden Beispiele ersichtlich, in dem wir die relativ konvergente Reihe

11111 L (— 1ynet
BT S S S S 1

addieren. Im Sinne der Laplace’schen Transformation suchen wir ein solches

i - 1 . v 1
Bild F(p), damit F(n) = . Nachdem uns bekannt ist, dass [1.e=20 dt =
V] 0
ist dies nicht beschwerlich. Die Reihe kann als Summe von Werten der Funktion
F(p) fir p =1, 2, ..., mit zugehorigen Abzeichen angesehen werden. Driicken
wir die Reihe (1) als Summe der Bilder in cinem Punkte p = 1 aus:
< (—~ ])n—l < n—1 |
D N S D U (RSB

n 1 n 7.1
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Das zugehorige Bild ist also >(= 1)1 F(p + (n — 1)) = G(p), wo G(p)
no1
das Bild der Funktion g(t) ist. Dann

i (=D jfg(t) e~ dt, (2)

» o1 n
0

L{(— 1yt 00} = (— 1)1 F(p + (0 — 1)),
sodass der Summe der Bilder die Summe der Originale

o>

Z (— 1)t e (-1t

no 1
entspricht. Im gegebenen Falle wird also die Addition der Reihe in die Berech-
nung des Integrals (2) iiberfiihrt:

o

o 1
1y o= (-1 o
IL}-’! ( ) ¢ [ + G"L B
und also
z (— 1)t ol . ]
'er T - 1 "("()/_!. dt = ]+p’ dt:lg2
0 s

Die Applikation dieser Methode der Addition von unendlichen Reihen
igt durch den Satz 2 hedingt. Vorwiegend reicht die folgende kraftigere. im
Satz 3 behandelte Bedingung aus, die zwar ausreichend, jedoch nicht not-
”

wendig ist: fir Re p > o konvergicren die Integrale [f, (H)e *" dt gleich-
U

missig.

Ausser der Laplace’schen Transformation kann analogisch die Fourier’sche
Transformation benutzt werden.

Im tibrigen Teile des Artikels wird dic Frage der Verwendung der Mellin’schen
inversen Transformation behandelt.

Diese Methode wird durch eine Reihe von Beispielen illustriert,
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