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SVAZEK 1 (1956) APLIKACE MATEMATIKY ClsLo 3

VLIV VNEJSI TEPLOTY NA NAPJATOST PREHRAD A JINYCH
BETONOVYCH MASIVU

JINDRICH NECAS

(Pokradovani.)

3. Matematicky dodatek

V tomto paragrafu provedeme odvozeni formule (1), dokizeme o funkei
u(t, z). dané touto formuli, Ze je jedinym feSenim varianty 1. Dile ukizeme
spravnost formule (2). Podobné odvodime formuli (8), dokdzeme o ni, Ze je
jedinym Fefenim varianty (2). O spravnosti vzorce (9) nas presvédél podobny
postup jako v plipadé vzorce (2). Upozoriiuji, ze vzorec (1) je mozno odvoditi
ijinym zpisobem a Ze je na pr. obsazen v [10].

Methoda, jaké je uzito p¥i odvozeni formuli (1), (2), (8), (9), spodiva na uziti
Laplaceovy transformace. Pro jednoduchost v dal§im klademe @ = 1.

Definice 1. Necht funkce v(t) je integrabilni v kaZdém konecném intervalu
b

z {0, w). (T'o znamend [

v(t)| dt << o, kde 0 << @ << b < <0.) Potom Laplace-
) o0 A

ovou transformact V(p) funkce v(t) nazgvdme integral fe~rw(t) df = lim [e-2t.
0 A—0 0

cv(t) dt. p je komplexnt islo. v(t) nazyvime origindlem.

Véta 1. Necht v(t) je origindlem V(p). Necht konverguje integrdl fe‘mv(t) dt
pro néjaké p,. Potom konverquje @ pro takovd p, pro néZ Rep > R/e?po. Funkce
Vip) je v poloroving Rep > Rep, holomorfni funkci. (JestliZe f[v(t)[ df < o

-

potom lim [V (p)| — 0, kde Rep, + ¢ < Rep, 0 < ¢.)

D]
Dukaz je obsaZen na pi. v [13].
Definice 2. Bud M mnofina takovyjch funkct u(t, ), Ze

L. existuje dvojice funkci p(x), o(t) splitujict podminky varianty 1. tak, Ze
u(t, x) Fest varianiu 1. za této okrajové a poldteéni podminky,
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.
1 J . ou oYU .
2. ult, z) je stejnomérné omezend pro x > 0, w0 A PO ¥ > &> 0, ¢ libo-
) e ox=
volné.

Mnozina M kromé 0 obsahuje netrividlni prvky, na pi. funkei (2).
Necht & > 0 a Rep > 0. Potom plati pro wu(f, x) z M:

ou
f?f (t, ) e=?t dt = — u(0, z) + pU(p, ) =
0
A2,
= — p(@) + pU(p, v), fe vt =g,
a proto dostdvime:
U .
= (P> %) — pU(p, @) + pl) =0, (20)
lim U(p, ©) = O(p) , (21)
lim U(p, ) = 0. (22)
Obecné Feseni rovnice (20) ]e |
V;- a 1 px el’;;‘ﬁ ‘ - I—; s e l/;J; | VI)S
A(p)e + B(p) e + = f ps)e Pids 4~ | op(s) e’ ds .
2l/p 2lp
(23)
] eVBx’jf Ve
im — [ p(s)e ™ ds =0,
v 2 p )
nebot plati:
Vo VicosLa % K
- Vps € 2 ? .s
= | pis)e 2 ds\ < \’lax s ds.
12]//])!‘ l 21/1_ J e ‘p )]

Max |p(s)] — 0, jestlize  — oo (klademe p = re™).

X8 w

g

e Vv
lim —— f (s)e s =0,

nebot plati:

_h)m x ( ) Vps d 1 f ( ) lf,s d
ms)e 8§ = —— x — 8§)e § =
2V op )

kg

. » s
— ZZ—.V"T p(x - g) e LPS ds + :17 fp(f _ S) 6771 ” s ’
Py 2} po



kde 4 > 0. Je-li 4 dosti velké a x > 4, potom

kde ¢ > 0 libovolné,

| 1 Vs q | £
| ps |
l—— f plx —s)e " ds <.
2)p r,[ ;

pro dostateénd velké x, protoZe lim p(x) = 0. Necht nyni U(p, ») je ddno rov-

nicf (23). Potom z podminky (2‘2) plyne A(p) = 0. Z podminky (21) plyne
B(p) + 11 ff)(é') e 17 ds = Op)
0

2

&l

tedy

o

1 Vs
B(p) = O(p) — ‘..’,,,,fﬂp(s) e V7 ds (24)
.'.)41,' P
1]
K nalezeni originalu vyrazu (23), klademe-li tu 4(p) = 0 a B(p) z (24), pouZi-
jeme dvou znamych vét z theorie Laplaccovy transformace.

/éta 2. (Véta o konvoluci.) JestliZe integrdaly F,(p) = ff1(’/) e " dta Fy(p) =
)
= f'fz(t) e "' dt konverguji absolutné pro Rep = o, potom F(p) = F\(p) . Fy(p)
(1]
1
je Laplaceovyjm obrazem funkce f(t) = [fi(t — &) [o(£) A6 a inlegral F(p) =
) )

= f 1(&) e~ At Lonverguje pro Rep > o absoluiné.
[}

Dukaz najde ¢tenai v [13].

Yéta 3. (Efrosova zobecnéns véta o konvoluci.) Necht L(f(s)) = F(p) «
L(g(&, 8)) == m(p) e *"? pro skorovdecka & ¢ {0, w), kde w(p) a p(p) jsou funkce
nabyjvajici komplexnich hodnot proménné p. Nechl konverguje ve smyslu Lebes-

gueové inlegrdl n[ fe 7g(&, s) f(£) déds pro redlné o. Potom platé:
0 0

o

L([g(%, s) [(&) d&) = o(p) F(yp(p)) pro Rep > o.

0

Dikaz viz [14].

Original k O(p) e e najdeme podle véty 2. Dostaneme:
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Original

o0

~Jpe f ~
€ - Vs
——= | p(s)e ds
2L‘ Py

~Jpx

zjistime podle véty 3, polozime-li w(p) = ;‘;17;’ p(p) = ]/ﬁ F(p) = P(p).

oy
Protose L{n(p) e ") = *—/1: e
Zi/ s

(e 6
[{~—¥e’”€ ¥ dsd& < w0
[=e]

1 ey ol
Ll ——]e op(E) dE) = § Vis dg |
(o [ ) = [
0 1}

Pfi hledani origindlu vyrazu tfetiho z (23) dostaneme:

pro ¢ > 0, tu

o o

['pes— T)d 1 |'os ds .
2 fp( e Zl’pf plek e

i u

Dale jiz postupujeme analogicky a dostaneme:

o

1 - Lo ps
Lt , 4t e £
(2|/n£f€ plx &) ds) 2]/])] plx+s)e ' ds
0 0

Substituel @ -+ £ = u dostaneme:

1 ~
T I S p(u) du.
.,l/ ot

€T

Original vyrazu ¢tvrtého z (23) dostaneme analogicky ve tvaru:

Ve
e fe 2t p(u) du.
2]/ Tt

0
Tim jsme dokazali vétu:
Vita 4. Jestlife w(t, x) je v M, potom se dd vyjadfiti formauli (1).

v

Neni oviem pravda, ze kazda funkee, FeSici variantu 1, je obsaZena v M.

e 2
lehce se presvédéime, Ze uvedend funkee Tesi variantu 1. Z toho divodu mu-
sime o formuli (1) dokdzati, Ze ma vlastnosti, pozadované ve varianté 1.

2 1
Polozime-li na pt. ve vzorei (1) o(t) = 0 a p(x) = ny(x), tu =—; (£, 1) = O (F’)’



Piimym derivovanim zjistime, Ze je splnéna rovnice pro vedeni tepla,
Zbyvaji toliko okrajové a pocatetni podminky. Necht t— 0 a 2 > 2y > 0.

z*a
, At )
Protoze funkce (e »-»-—-—)-—-]e omezend, je-li 0 << u < ¢ dostavame:
I — u)?
t i @ )
. (t—u
lim m,_ e du — 0.
o0 2/ ) (¢ — u)?
0
. . . .U u 4+ x
Druhy integral v (1) upravme substitucemi: —— -~ = s a — -~ = s,
2|/t 2)/¢
1 _ et 1 .
— e 4 pu)du=-—= [eTp2)ts + 2)ds =
2]/ stk V'J‘E
0 @
2}t
r
@ 2t
1 - 1 . I
= — e opelts +2)ds + = | e "plx — 2)ts)ds — (25)
& V=
0 0
1 1 -~
— fe opu)du = ——— | e v pelis — z)ds. (26)
21/’ 7t ]/ 7T
0 »
2}t

Jestlize £ — 0, potom posledni integral konverguje k nule. Integraly (25) kon-
verguji k

o o

1 1 :
—;fe”'p(x) ds + —/—_fe"'* p(x) ds = plx) .
E B
0 0
t @
N x e 4t-w) z
Necht nyni - 0at> ¢, > 0. — = | ———— du po substituci S =8
2/ =) ¢ — w)? 2/t — u
0
dostane tvar:
] , i
= feo e )ds (27)
1/ 7 ] 482

l”t
a konverguje k o(f), kdy? x — 0. Z (25) a (26) je vidét, Ze ostatni integraly
konverguji k nule, kdyz x — 0.

Necht nynf z — 0 a ¢t — 0. Zvolme si ¢ > 0. K tomuto ¢ naleznéme &islo 4
tak, ze erfc A < —UW, kde M je horni hranice absolutnich hodnot |o(f)| a
[p(z)|. w(t, z) upravme do tvaru nasledujictho pomoci vyrazi (25), (26), (27):
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u(t,x):l/g—nfe'"szo(t—— ) —_T_If 2lts+ )ds +

+ Véf eple — 2}ts) ds — L fe‘ “p2)ts — x) ds . (28)

0 @«

Mno#inu bodit [, ] rozdélme na dvé: [1, x] « M, jestlite ’2910*/* > A, [t w]e M,
/T

jestlize ——- << 4. Pm body [¢, #] ¢ M, mame:

Wt
2 wﬁ”"”o t-——xi ds
Al

E]E

lrfe*pulzs%)d

2|t

a kdyz t — 0 a  — 0, potom

< 2M erfc 4 < --—'—
5

[ 1 - - o - >
‘Vv:rfe_ p2)ts + x) ds — l/—fe‘*‘p(())ds‘ irfo,

o

2_L
;f p(x — 2 z‘s-) ds — ,L._fe"szp(()) ds
"Z ]/’ T

"-1

< 2M.2erfc d +

0
e 2 £
LA =
10 5 10
Tedy [u(t, x) — p(0)] < L& < &.
Jestlize [¢t, 2] e M, a @ — 0, { — 0, potom
2 » 22 2 - . | - & | ¢
V;fe 0 (t_‘*sz)dé_ane 0(0) ds1_\1—0—1——5,
2|/t ;’
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& Ed

2) 2]1

1 ] ol/7, 1 — 8t < €
!7; e pla — 2)/ts)ds — Vv_i fe P(0)ds | << 55,
: ’ (1} 0
1 [ . I e e
N -9/ 76 o Y dg — 65 gl <L —. .
i fe p(2)/ts — w)ds e [c p(0)ds| < 35+ ¢
El’["i Err
Protoze 0(0) = p(0), dostavime:
o« o ;T}%
2 8% 1 gt ! — 5%
u(t, ) — 0(0) 7= fe ds — p(0) = fe*- ds — p(0) 5~ fe ds +
@ ] 0
B
] o0 2 P 8
+ p(0) == [ eFds| = Jult,x) — p0)| < - <e.
Vx 10
2‘] i

Necht nyni # — 0 a te {0, B>, kde 0 <7 B << co. Budeme opét funkei u({, x)

uwvazovat napsanou ve tvaru (28). Prvni, jakoZ i étvrty integral konverguji
stejnomém® k nule. Protoze 2]/ts 4 x = @ a lim p(z) = 0, tu pii dostateéns

el
velkém 2 druhy integrdl nezavisle na ¢ je libovolné blizky k nule. Tieti
integral se da pséti:

77 ) -
1/];./’(1 (e — 21/{8) ds = lezfp Sp(x — 2| ts) ds - T’%f? cp(x — 2|/ts)ds ,
0 - 0 - A

kde 0 << A. Zvolme & > 0. Potom jestlize 4 bude dosti velké, tu v p¥ipads

=z 2> A bude posledni integral v absolutni hodnoté < —; Jestlize x => 2AV]§,

2|/t

~ . A 1
tu . > 4.V integralu -

2 l«’/t ' V 7

Tedy i tento integral konverguje k nule. Tim jsme dokézali

A

f e=plx — 2)ts)ds je x — 2)is = x — 2]/tA.

[}

Vétu 5. Formule (1) Fedt variantu 1.

Zbyva jesté dokazati unicitu.

Véta 6. (Véta o maximu a minimu.) Budle ddny (7 spojité funkce p(x), o,(t),
0,(t). p(x) v koneéném intervalu {a, b, o,(1) a 0,(t) v koneéném intervalu {ty, t,>.
Necht pla) == o,(t,), p(b) == 0,(t,). Potom funkce u(t, x), ¥edict rovnici pro vedent

192



tepla, spojité prodlufitelnd na okraj intervalu (ty, t,> X {a, b> a spliujici tyto
podminky: u(t, @) = oy(t), u(t, b) = 04(t), u(0, x) = p(x), nabjvd svého mavima
bud na zdakladné definiéniho obdélnikw, nebo na boént strané.

Dikaz viz [14].

Enl
+

o>

0 a

Obr. 1. Definiéni obdélnik.

Dokézeme nyni unicitu v nagem piripadé. Budte u, a u, dvé FeSeni varianty 1.
(Pro stejnou okrajovou a potitedni podminku.) u = u, — u, fesi variantu 1
s okrajovou podminkou o(f) = 0 a p(x) = 0. Kdyby u(t,, 2,) == 0 pro néjaké
ty > 0, 2, > 0, potom by hodnota wu(fy, ,) byla dosaZena na vsech usedkach

-

Xy, 0t Tty -} 1. To oviem neni mozné, nebot lim u(f, ) = 0 stejno-
X~

mérné vzhledem k ¢ e (0, £, -+ 1>. Tim jsme dokazali

Yétu 7. Formule (1) ddvd jediné Fesent varianty 1.

Dikaz formule (8) se déje prakticky krok za krokem stejné jako v p¥ipadé
formule (1). Ponékud odlisny bude dikaz jednoznaénosti varianty 2.

Predpokladejme, Ze existuji dvé raznd fedeni varianty 2, u, a u,. Oznadme
% = u; — u,. Potom existuje 7' > 0 tak, Zze v intervalu [ = 0 < <7 x

X 0 <X a << o je m = min u(l, x) << maxw(t,x) = M. M < 0, nebot kdyby
[t,r]et [t alet '
M > 0, potom by hodnotu M funkee «(f, x) nabyvala proa = 0, 0 < ¢t <. 7T,.

I . ou N y , v Y
Protoze - 0, je T M > 0, coz neni mozné. Odtud plyne, ze m << 0.
x
L, . o A
Hodnotu m nabyva funkee w(t, ) pro 0 <<t < o,z = 0. Je ~ = am < 0,
) cxr

coz neni mozné. Dokazali jsme tak

Vétu 8. Formule (8) ddvd jediné feseni varianty 2.

Poznamenejme, Ze jestlize p(x) ma omezenou spojitou derivaci v (0. «0) a
A

cu a

~(6,0) = = (ult, 0) =

P (0) = % (p(0) — 0(0)), potom Newtonova podminka 7

— o(t)) je splnéna pro t 2> 0.
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Zavérem dokazme asymptotickou formuli (2). P¥edné z rovnice (22) je patrno,
7e jestlize { — co, potom integraly obsahujici p(x) vymizi. Jde tedy o to
asymptoticky vyjadriti integral

1 x?

X 6 Lt —u)
- sin ou du =
21/” (t — n)

[ t

@z
4n

x e e
= —— Isinwt | — cos wu du — cos wt — sin ow du) . (28)
2|/ ut u?
0 0

Funkei o(t, x) dostaneme, jestlize v (28) horni mez ¢ nahradime symbolem co.
Integral

@ e— 4r
2]/ 7T Tt
0

2

y i . oot
viak snadno vypocteme. Udélejme v ném substituci el u?, Dostaneme:
LT

[2e]
2 — 2 wx?
I—f vdy, kde ~= T

[

. , , . 1 . P

Ve slovniku operatorového poétu najdeme vzorce: l—; e * je original vyrazu
/T8

elve-v o n , .

~1~,~;:~ . Ditkaz tohoto vzorce ¢tendf najde ve zminéné knize LAVRENTEVA a

SaBara. Po jednoduchych transformacich (nebo uzitim gramatiky operd-

I3
p—

P PIECN TNCESY!
torového pocétu) dostaneme: - — je origindlem vyrazu: ————

Obrazem

o -
. ‘ « v v 1w v bl TP [s3)
k integrala (29). Snadno se presvédéime, ze dostaneme: e L 2 (cos ]/—- x |-

+ 1 .sm]/z ) Odtud jiz lehce plyne vysledek.
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B pesynprare noayuaores GopMyJisl, Talomue pacipejleicne TeMITepaTy Psl,
B cJIeYIOIEeM Buje:

i xta o

Va [ ! (@-1)a (zro)ae
u(t, .7‘): rl, fe At -1) (T) dr + lﬁ_ f(a’ @, 41 )Q)(T) dr

?Zl 7 (tAT) 2|/t

npudem u(t, 0) = o(f), u(0, &) = p(x), e o(t) — Temmeparypa nuemImell ¢pejst
(t =2 0 n osnawaer Bpems), p(z) — navasrLuag Temueparypa (z =2 0 u oznavaer

paccTogige OT JAMIEBHOI 1J10CKOCTH TUTOTHHBL), @ = —~

N

npn4eM
ou

M, 0) = _;_ (u(t, 0) — oft)).

ox

Eean o(t) == sin wt, 10 yeranopusmeccH coctosgume xano Gopmyramu

— l/’ f__”_' am
vit,x) =e b2 sin lot — x 5
B EPBOM cayydace, i '

, S
[ ao . x )
fain - + o —— o o
) 2 Y am 2 awm
O a1 0 R T A — X} — cos ot — z
2

9

&

v(t, x) = %‘—(f[

BO BTOPOM cilyyae.
x
(M == () + s -+ 1 2(1(»)

Teusop uanpsorennii, coorseTeTBYOWAN yupyrol pedopmanun, jpair ¢gop-
MyjaaMu

s =15, =0, 0, =0, = — Eyu(l, x) .
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Tensop manpaykenuil, BLIYUCACHHH ¢ YIOTOM HOJI3ydecTi OeTOHA WMEeT BHI

oult) — R(t, 7) o(t) -+ f Rit,5) - o5(s) ds,

AHAJIOTMYHO M A OCTANBLUKIX KOOpAMHAT Temsopa. 3fech K(f, s) — penaxca-
nuonuas kpupas, pasuasg F(1 +e~ > ). T o(t) = sin of acumnToTHICCKIIT
TCHBOP Jau B HEPBOM CIIYUAC BEIPAIKEHNAMI Oy = T,, == T,y = Ty, = 0,

I + 5 €08 (wf — Qx)]

cr,,:crz:—Ez e m[(l ’ 4r2(4: )sm(wt—!?x)+

e 2 —=

aw
—» E— mojysk yupyrocra, iy — KO9()YUIIEHT TEMTOBOTO pac-
2
IIHpenns.

B maremartnveckom ToGapiiennu jaH cTPOruil BeIBOJ QOpMYyIT, Kacalowmxes
pacupenesieHusi TCMITEPATYPBl, 1POBEAEHUbBIL [0 METOLY IpeodpasoBaHILs

Jlamnnaca.

Résumé

L’INFLUENCE DE LA TEMPERATURE EXTERIEURE
SUR LA TENSION DANS LES BARRAGES ET AUTRES
MASSIFS DE BETON

JINDRICH NECAS
(Recu le 1°7 Novembre 1955.)

On donne dans ce travail une méthode de calcul des tensions de chaleur
dans les barrages-poids dues aux changements de température extérieure.
En substituant un demiespace au barrage, on déduit les formules pour la dis-
tribution de la température dans le barrage et cela aussi bien pour I'état sta-
tionnaire comme pour l’état nonstationnaire. On tient compte de conditions
marginales de différentes espéces. L’illustration de ces formules par des exemples
poursuit le but principal qui est de déterminer les tensions dues a ’échauffe-
ment. Les formules finales donnant la distribution de la température sont:

f xq

/= i Vo [ o v
u(t, ¥) = d’/ﬁ L o) dr + ta (e W e at ) p(r) de
(¢ — 1)} 21 at '

0

ol u(t, 0) = o(t), u(O, x) = p(x), o(t) étant la température du milieu extérieur
(t = 0 signifie le temps). p(x) est la température initiale (x > 0 signifie la
cp

distance mesurée du bord du barrage), @ = —/1( .
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Si o(t) = sin wt, alors I'état stationnaire est déterminé par les formules
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dans le premier cas, et par
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dans le second cas (/1, = am i + - [l Qaw) .

Le tenseur de tension correspondant & la déformation élastique est donné par

[ € e _ £ — e ___ e _ vl
O =Ty, = Ty, =T, = 0, a) = o] = — Hyu(t, ).

Le tenseur de tension calculé en tenant compte du fluage du béton est

0.(t) = R(t, ) o3() + f R(t,) 5 ox(s) ds

avec des formules analogues valables pour les autres coordonnées du tenseur.
Tci R(t, s) est la courbe de relaxation qui est égale & 3(1 -+ ¢ > %), Pour
o(t) = sin wt, le tenseur asymptotique est, dans le premier cas, donné par les
expressions
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N aq ) iy . . .
o1 Q = 9 E est le module d’élasticité et y le coefficient de dilatation.

Les formules concernant la distribution de la température sont déduites
d’une fagon rigoureuse, par la méthode de la transformation de Laplace, dans

Iappendice mathématique.
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