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SVAZEK 1 (1956) APLI K A C E MATE M Á T I KY ČÍSLO 3 

VLIV V N Ě J Š Í T E P L O T Y NA NAPJATOST P Ř E H R A D A J I N Ý C H 

BETONOVÝCH MASIVŮ 

J I N D Ř I C H NEČAS 

(Pokračování.) 

3 . Matematický dodatek 

V tomto paragrafu provedeme odvození formule (1), dokážeme o funkci 
u(t, x), dané touto formulí, že je jediným řešením var ianty 1. Dále ukážeme 
správnost formule (2). Podobně odvodíme formuli (8), dokážeme o ní, že je 
jediným řešením var ianty (2). O správnosti vzorce (9) nás přesvědčí podobný 
postup jako v případě vzorce (2). Upozorňuji, že vzorec (1) je možno odvoditi 
i j iným způsobem a že je na př. obsažen v [10]. 

Methoda, jaké je užito při odvození formulí (1), (2), (8), (9), spočívá na užití 
Laplaeeovy transformace. Pro jednoduchost v dalším klademe a = 1. 

Definice 1. Nechť funkce v(t) je integrabilní v každém konečném intervalu 
b 

z <0, co). (To znamená f\v(t)\ dt < oo, kde 0 < a < b < co.) Potom Laplace-
a ca A 

ovou transformaci V(p) funJcce v(t) nazýváme integrál fe~ptv(t) dt = lim fe"vt . 
0 A~i-X) 0 

. v(t) dt. p je komplexní číslo. v(t) nazýváme originálem. 
CG 

Věta 1. Nechť v(t) je originálem V(p). Nechť Jconverguje integrál fe^ptv(t)dt 
o 

pro nějaké p0. Potom konverguje i pro taJcová p, pro něž Rej) > Re£>0, FunJcce 
CO 

V(p) je v polorovině Rep > Re;p0 holomorfní funJccí. (Jestliže f\v(t)\ dt < oo, 
o 

potom lim IV(p)| ~> O, kde Rej>0 + e < Re^, O < e.) 
\v\^ab 

D ů k a z je obsažen na př. v [13]. 

Definice 2. Bud M množina taJcovýcJi funJccí u(t, x), že 

1. existuje dvojice funJccí p(x), o(t) spMující podmínJcy varianty 1. tak, že 
u(t, x) řeší variantu 1. za této okrajové a počáteční podmínJcy, 
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v -_. OU d2U n 7 - T 2. w(ř, a:) je stejnoměrné omezená pro x > O, •=— , -—̂  _>̂ o * > e > u, e noo-
ÓvG COO 

volné. 
Množina M kromě O obsahuje netriviální prvky, na př. funkci (2). 
Necht x > 0 a Rep > 0. Potom platí pro u(t, x) z ilI: 

00 

I ~ (t, x) e~vt dř = - u(0, x) 4 pU(p, x) =-

o 
a proto dostáváme: 

Ә 2 ^ 

Ô..<;~ 

(2?, s) - p!7(p, cr) 4 p(*) = O . (2°) 

lim U(p, x) = 0(p) , ( 2 1 ) 
X—»-00 

lim Í7(ps a) = O . ( 2 2 ) 
aj—>oo 

Obecné řešení rovnice (20) je: 

_ _ ]/VX f _ \ VX í* . . _ 

4(p) e V ^ 4 B(p) e~Vi* 4 %= I p(s) e^^ds + --=-_- / p(«) e^ s ds . 
2VpJ 2\/p J -Vü 

Ipx 

2 У P 

[23) 

Иm Д--_- f p(s) e ' V í s ds = 0 , 

[/rco^ir 

nebot platí: 

V |p(«)e- V , M d« < ^ - ^ Max|p(s) |e 2 ds 
1 2 l / p J 2 y r J x<s<co 

X ' X 

Max |p(*)| -> O, jestliže a; -> co (klademe p = ret,f). 
3__S<0O 

p-Vw r y-

lim - — - I <p(a) el í,s ds = O , 
_-*Q0 2 / « J _-*Q0 2 } ' ^ 

neboť platí: 
• ]/px - yp„ /• _ л ł* .,_ 

/ p(_) Є1^ d* = -=L p(* ~ «) ^ Һ ' S d s 

J 2 / -Ö J 

=- 4 = f P(* - «) ̂  ds 4 4 = f PÍ* - s) e]'>S ás ' 
2]/pJ 2\pJ 
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kde A > 0. Je-Ii A dosti velké a x > A, potom 

s)e~rpsás wvfv{x 

kde e > 0 libovolné, 

7^ / p(x — s) e~l,ps ás 
2TPÍ'J 

-]lvs 

є 

< 1 

pro dostatečně velké x, protože lim p(x) — 0. Nechť nyní ř7(p, x) je dáno rov-
X—>aj 

nicí (23). Potom z podmínky (22) plyne A(p) = 0. Z podmínky (21) plyne 
co 

B(?>) + 4 - f P(«) e~' *' ds = 0(p) , 
2\'P J 

o 
tedy 

B(p) = O(p) - i f p(í) íf ^ ds . (24) 
2\PJ 

o 

K nalezení originálu výrazu (23), klademe-li tu A(p) = 0 a B(p) z (24), použi­
jeme dvou známých vět z theorie Laplaeeovy transformace. 

00 

Věta 2. (Věta o konvoluci.) Jestliže integrály Fx(p) = f/x(ř) e' } , ř dí a Ta(2>) =-
o 

= //2(0 e~vt d! konvergují absolutné pro Rep > o, potom F(p) = I^(|)) . E2(ř>) 
o 

i 
;c Laplaceovým obrazem funkce f(t) == ffx(t — | ) / 2 ( | ) d£ a integrál F(p) = 

o 

= //(í) e'~pf dč konverguje pro R,ep > a absolutné, 
ó 

D ů k a z najde čtenář v [13]. 

Veta 3. (Efrosova zobecněná věta o konvoluci.) Nechť L(f(s)) = F(p) a 
L(g(£, s)) = m(p) e £yiP) pro skoro všecka f e <0, 00), Me o>(p) a v>(P) ?6'ow funkce 

nabývající komplexních hodnot proměnné p. Nechť konverguje ve smyslu Lebes-
co 00 

gueově integrál *nf fe"Bg(t, s) /(£) d£ ds pro reálné o. Potom platí: 
o o 

L(/<7(l, *) /(I) d£) - G>(p) F(y(p)) pro Rep > o. 
ó 

D ů k a z viz [14]. 

Originál k 0(p) e~'px najdeme podle věty 2. Dostaneme: 

; Ç eW -) 
n) '{t-тў 

2 j r .-.o(т)dт. 

!SS 



Originál 

-V* 

00 

I p(s) e~ VP>Ì ds 

zjistíme podle věty 3, položíme-Ii a)(p):— —---__- , y(p) = y^, F(p) = P(p), 
2\/p 

ProtožeL(a)(p) e~ 4 ' b ) = —,-___ e Is 

2У-i» 
00 co 

/ / 

__ (.-+_)• 

- e-°s e 
l/S 

lŞ!_He--se d«d£ < 00 

o o 
pro ff > O, t u 

£ (?fc/^^ í , ( f ) d f ) = wí/ í ,(5)e^dS-
O O 

Při hledání originálu výrazu třetího z (23) dostaneme: 
i;— 00 TO co 

-V TI>(̂ ) ̂ áa =--4= r?(«) e ^ ^ d s = -L f ^ + «) e^* ds . 
2y_>J 2 ] / ^ 2y^J 

_ „ o 

Dále již postupujeme analogicky a dostaneme: 

L(^Se"'p(x+")á^wJp(x+s)e'r''ás-
o o 

Substitucí _? ~f- £ = M dostaneme: 

i r _ _______ 
---,-,___r I e 4Í p(w) dw . 

2y^j 
Originál výrazu čtvrtého z (23) dostaneme analogicky ve tvaru: 

1 /* _ ______ 
-l7_=_- / e 4 ř _o(w) dw . 

2]/%í J 
o 

Tím jsme dokázali větu: 

Věta 4. Jestliže u(t, x) je v M, potom se dá vyjádřiti formulí (1). 

Není ovšem pravda, že každá funkce, řešící var iantu 1, je obsažena v M, 
dhi / 1 \ 

Položíme-li na př. ve vzorci (1) o(ť) = 0 a p(x) — n0(x), tu ^-- (t, 1) — O lyp-A ; 

lehce se přesvědčíme, že uvedená funkce řeší var iantu 1. Z toho důvodu mu­
síme o formuli (1) dokázati, že má vlastnosti, požadované ve variantě 1. 
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Přímým derivováním zjistíme, že je splněna rovnice pro vedení tepla. 
Zbývají toliko okrajové a počáteční podmínky. Nechť t -> 0 a x > x0 > 0. 

xza 

e~~ iTt7-") 
Protože funkce - j e omezená, je-li 0 < u < t dostáváme: 

(t — u)? 
t _ x* 

x Ce 4(ť-M> 
lim —r— / — — r áu -> 0 . 
Í^O 2]/^J (ř - uý 

o 
-9/ ™__ V̂* Ot _| / j * 

Druhý integrál v (1) upravme substitucemi: -—----- = s a — T T — — <?. 
2|/ř 2|/ ř 

co co 

- . _ / e 4* p(w) dw = =-__ / e- s>(2]/te + #) ds = 
2\nt J \n J 

0 a; 

Wt 
x 

co 2 J í 

= ^= fe~s2p(2]/ts + ÍC) ds + — f e-slp(x — 2~\]ts) ás — (25) 
NJ \xj 

o o 
co co 

1 r (x + u)- 1 r 
- - _ / e 4 Í p(iř) dw = — 1 — / e-s'2 p(2]/řa — a;) ds . (26) 

2\nt J \n J 
0 x 

2,\t 

jestl iže t -> 0, potom poslední integrál konverguje k nule. Integrály (25) kon­
vergují k 

co co 

r-— / e~s2p(x) ás + r— / e- *'!p(x) ds — p(x) . 
\nj ]/nJ 

x Ce *(t~u> x 
Nechť nyní x -> 0 a t > čn > 0. -—-— / —— áu po substituci - T 7 _ _ r = s 

~ 21/TTJ (t-uý 2]/t-u 
dostane tvar: 

т% Г e " s 2 o ( 

2J/'ť 

a konverguje k o(í), když x -> 0. Z (25) a (26) je vidět, že ostatní integrály 
konvergují k nule, když x -> 0. 

Nechť nyní # -> 0 a t -> 0. Zvolme si s > 0. K tomuto e nalezněme číslo A 

tak, že erfc^4 < —-=•-., kde „ je horní hranice absolutních hodnot |o(í)| a 

\p(x)\. u(t, x) upravme do tvaru následujícího pomocí výrazů (25), (26), (27): 
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u(t, X) = ӯ= 

00 

l«Se~"°( - ±\ ds + p L fe-°:p(2\!is + cr) ds + 

2).' ŕ oo 

+ ~ ľ e'sìp(x - 2 V Ӣ d s — ïj= ґ e s>(2]/fó - ж) ds 
1/тrJ NЈ 

(28) 

Množinu bodů [t, x] rozdělme na dvě: [t, x] e Mx jestliže —^-- ^ A, [t, x] e M2 
- j |/ * 

x 
jestliže —y= < A. Pro body [t, x] e Mx máme: 

2 y t 

rs= / e - s'3o /ŕ — -^-1 d s j 
Ф 

k f°-^ 

4s2 

tó — ж) ds 

< M erfc ^ < ± , 

< 2M erfc A < +• 
5 

a když í -> O a ÍB -> O, potom 
00 00 

-Ľ ľe-s"p(2}/ts + ж) ds - =-L ľe-s!p(0) ds <± 10 ' 

ľ 
-= ľe s2p(x — 2]/tв) ds — =--.= ľe-sip(0) ds 
жj y лj 

< 2M , 2 erfc .4 + 

£ ^ IÍ£ , £ 

^ 10 ~ 5 "*" 10 * 

Tedy \u(t, x) - p(0)\ < ±e < e. 

Jestliže [t, x] c M2 a x -> O, t —> O, potom 

ľ 

00 co 

%Je-o(t-Щds-j=Je^o(0)ds < ± + ± 
~ 10 ^ 5 

2І'/ 

• • 

-L ľe-^-p(2]!ts + г)d* - - L ľe-**p(0)ds 
0 0 

£ 

^ T o -
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|=-L [e~sí p(x - 2Yts)ds - ~ [e~s°p(0)ds 
\\nj \nj 

o o 
OO co 

--L [e-slp(2\Ju - x) ds - --L [e-°p(0)d8 

< 
10 ' 

< Л + І. 
10 5 

Protože o(0) = p(0), dostáváme: 

oc co 

i w(ř, #) — o(0) -y- / e sa ds — p(0) --= j e - ' ' ds •— p(0) T r /V 8 * ds 

NJ l/rcJ NJ 

2]/i 

p(0) 

co 

Pj" d.s> ..(«,») - 29(0)| < — £ < £ 

Nechť nyní a; -> oo a ! e (0, 7?), kde 0 < B < oo. Budeme opět funkci w(č, x) 
uvažovat napsanou ve tvaru (28). První, jakož i čtvrtý integrál konvergují 
stejnoměrně k nule. Protože 2}íis -j- x > x a lim p(x) — 0, tu při dostatečně 

X—*•<» 

velkém a; druhý integrál nezávisle na ! je libovolně blízký k nule. Třetí 
integrál se dá psáti : 

X 

Í]/t A 00 

| e - ^ ( z — 2]/?s) ds -= =-- f e x > ( « — 2]/fó) ds + y— [e~s'p(x — 2}fts) ds , 
\lnj \>7iJ ]]nj 

0 (I A 

kde 0 < A. Zvolme E > 0. Potom jestliže A bude dosti velké, tu v případě 

^r > A bude poslední integrál v absolutní hodnotě < —. jestl iže x > 2^4]/!?, 
2[/ř 2 

A 

tu -j- > A. V integrálu — I e~s%p(x — 2}lts) ds je x — 2}/ts >x — 2]/L4. 
2 [/ í [/ n J 

o 

Tedy i tento integrál konverguje k nule. Tím jsme dokázali 

Včtu 5. Formule (1) řeší variantu 1. 

Zbývá ještě dokázati unicitu. 
Věta 6. (Věta o maximu a minimu.) Budte dány tři spojité funkce p(x), ox(t), 

oz(t). p(x) v konečném intervalu (a, b), ot(t) a o2(ř) v konečném intervalu <j0, í x ) . 
Nechť p(a) — o1(í0), p(b) -= o2(!;0). Potom funkce u(t, x), řešící rovnici pro vedení 
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tepla, spojité prodluzitelná na okraj intervalu (t0, txy X (a, b") a splňující tyto 
podmínky: u(t, a) = ox(t), u(t, b) = oa(ř), u(0, x) = p(x), nabývá svého maxima 
bud na základné definičního obdélníku, nebo na boční straně. 

D ů k a z viz [14]. 

t 

tv 

r0 

t 

tv 

r0 

t 

tv 

r0 

X 

0 c r ь 
Obr, 1. Definiční obdélník. 

Dokážeme nyní unicitu v našem případě. Buďte ux a u2 dvě řešení varianty 1. 
(Pro stejnou okrajovou a počáteční podmínku.) u = ux — u2 řeší variantu 1 
s okrajovou podmínkou o(t) = 0 a p(x) = 0. Kdyby u(t0, x0) 4= 0 pro nějaké 
t0 > 0, x0 > 0, potom by hodnota u(t0, x0) byla dosažena na všech úsečkách 
x > x0, 0 < t < tQ + I. To ovšem není možné, neboť lim w(ř, x) = 0 stejno-

měrně vzhledem k ř e (0, í0 + 1). Tím jsme dokázali 

Větu 7. Formule (1) c/ám jediné řešení varianty 1. 

Důkaz formule (8) se děje prakticky krok za krokem stejně jako v případě 
formule (1). Poněkud odlišný bude důkaz jednoznačnosti var ianty 2. 

Předpokládejme, že existují dvě různá řešení var ianty 2, ux a u2. Označme 
u = ux — u2. Potom existuje T > 0 tak, že v intervalu I — 0 < t < T X 
X 0 < x < oo je m = min »,(!;, x) < max %(ř, x) = M. M < 0, nebot kdyby 

-M" > 0, potom by hodnotu M funkce w(ř, a;) nabývala pro x — 0, 0 < t < Tt. 

Protože - > 0, je -=- = -x- l f > 0, což není možné. Odtud plyne, že m < 0. 
Á ÓX A 

(Jíl (x 

Hodnotu m nabývá funkce u(t, x) pro 0 < / < oo, x — 0. J e •»— = . m < 0, 

což není možné. Dokázali jsme tak 
Větu 8. Formule (8) c/ává jediné řešení varianty 2. 
Poznamenejme, že jestliže £>(#) má omezenou spojitou derivaci v (0 . oo) a 

p'(0) = ~ (p(0) — o(0)), potom Newtonova podmínka = - (!,, 0) = ~ (u(t, 0) — 
A ÓX A 

— °(l)) je splněna pro t > 0. 
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Závěrem dokažme asymptotickou formuli (2). Předně z rovnice (22) je p a t r n o , 
že jestliže t -> oo, potom integrály obsahující p(x) vymizí. J d e tedy o t o 
asymptoticky vyjádřiti integrál 

t _ x~ 
x Г e 4(*-м) 

sin aш åu f 2]/ зг J (í — w)4 

o 

t _ ___ ť _ __. 

ÍC / fe iu Ce iu \ 
= -_,-=_ I sin on \ -—— cos oni áu — cos cot l — r - sin cou duI . (28) 

2}/n\ J ui J u* I 
o o 

Funkci v(t, x) dostaneme, jestliže v (28) horní mez t nahradíme symbolem co. 
Integrál 

oo 

WśЈ 
4т 

- — e^ dт (29) 
т 2 

o 

^ 2 

však .snadno vypočteme. Udělejme v něm substituci — = u%. Dostaneme: 

co 

-"2 + —. , , , cox2 

7= j e " dw , kde « — —-- . 
7Г 

0 
/ • 

I 

2 f -_•+ - t , 1 Г -.+ ^ d _ 

RГ
 đм = F^Г Ъ 

1 i- . 
Ve slovníku operátorového poctu najdeme vzorce: •—__• e 2s' je originál výrazu 

|/3TS 

e l ' P ( < - l ) 
—=-_=— . Důkaz tohoto vzorce čtenář najde ve zmíněné knize LAVRENTĚVA a 
v vP 
ŠABATA. P O jednoduchých transformacích (nebo užitím gramatiky operá­

te 
g s el/2«- lli».(i-i) 

torového poctu) dostaneme: ---___ je originálem výrazu: ^— . Obrazem 
|/ 315 |/£> 

* 
e

! T eV2_V»» + -(---) 
originálu rj___ e~s je — ..• • . Jestliže j . - > 0, potom obraz konverguje 

]/ ns \ p + 1 

k integrálu (29). Snadno se přesvědčíme, že dostaneme: e V 2 (cos |/ -- x + 

i sin 1/ 

v?-(«_yj 
. sin 1/ — x\ . Odtud již lehce plyne výsledek. 
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Р С 3 ю м с 

ВЛИЯНИЕ ВНЕШНЕЙ ТЕМПЕРАТУРЫ НА НАПРЯЖЕННОЕ 
СОСТОЯНИЕ ПЛОТИН И ДРУГИХ БЕТОННЫХ МАССИВОВ 

ЙИПДРЖИХ НЕЧАС (ЛтсШсЬ Ыесаз) 

(Поступило в редакцию 1/Х1 1955 г.) 

[> работе дается метод расчета тепловых напряжений в гравитационных 

плотинах, возникших вследствие перемен внешней температуры. 

Замелив плотину полупространством, нетрудно вывести формулы для 

распределения температуры в плотине как для установившегося, так 

и для неустановившегося состояния. Принимаются во внимание различные 

типы краевых условий. Иллюстрация формул на примерах преследует 

главную цель: расчет напряженного состояния, возникшего под влиянием 

нагревания. 
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В результате получаются формулы, дающие распределение температуры, 

в следующем виде: 

I а. а оо 

х]/а Г е _ 4 < ^ }/а 

24л 3 ( * ~ т ) * 2]/; 

s l V * ^ Va fl -<__L_-- .<5±^?\ 

---i(r^.r ( T ) d T + 2Tsi ( c 4< -e 4t ,p(T)dT 

причем ._(., 0) = о(^), «,(0, х) = р(%), где о(Я) — температура внешней среды 

(I ___ 0 и означает время), у(ж) — начальная температура (ж _>. 0 и означает 

расстояние от лицевнои плоскости плотины), а — - - . 

. _с2а 

«*(*, а;) = - ^ 7 = / о(т)с1т — 
./ (г — т ) -A]/ajr d (£ — T)^ 

- / e »* erfc jrl— + -. [-rp — o T di 
a J teils — T A y a / 

«= i 

w- e 

l/o r / ( a : T ) i g „'x____La 

4=JU" 4Í + 0 " jP(T)dT 
' o 

„ , oo 

177 C ji* i *) f /(z + T) ]/a . « l / i \ , , , 

j e erH^r~ + T P p ( T ) ' 
причем 

£ (S, 0) = ~ (u(t, 0) - o(í)). 
а с . у ' ' я 

Если о(.) = в1п оЛ, то установившееся состояние дано формулами 

!/"""" _ / _..... ж 
г>(«, ж ) = е " У 2 ' 8 ' 1 П ^ — ж I/ "2" 

в нервом случае, и 

ao) 

I jam 
OC ~\/--X 

v(t, x) = -y-e ' 

1 ' » w . « 

2 ' Я . / laю \ У 2 . aæ 
- sm COČ — / -— x — -I cos coí — / -—-X Я \ ум \ [/ 2 / /л \ У 2 

во втором случае 

IX = «о. + ~ + --- |/2аг_> 

Тензор напряжений, соответствующий упругой деформации, дан фор­

мулами 

<*1 -= С = ^ х = т*„ = 0 , ау = о1 = — /_уад(г, ж) . 
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a„ — a, = — 

Ten3op nanpaïKeHHH, BtiHMCjieHHBiH c yneTOM noji3yiiecTii 6eTOHa HMCOT BH,O, 
t 

ax(t) = R(t, r) C«(T) + j R(t, s) ~ a«(s) as , 

T 

aiiajiorHHiio H fljia ocTanBiiHX KoopflHHar rensopa. 3u;ecB R(t, s) — pejiaKca-
HHomiaH KpMBaa, paBHaa-i(l -\-e'2r{t s)). J\j\no(t) = sin eut acMMnTOTH'iecKHH 
Teii3op flan, B nepBOM cjiynae BBipameHMHMH ax = ryz = rzx = rxy = 0, 

rj;e Q — |/-^--> £ — Mojjyjn, ynpyrocTH, u y — K03<f>$Hii;HeHT Ten,7roBoro pac-

mupenHH. 

B MaTeMaTHTCCKOM flo6aBJieiiun «an CTponni BBIBOA (J)opMyji, KacaiomuxcH 
pacnpe,n,ejieHHH TCMnepaTypti, îipOBefleHiitiH no MOTo^y npeo6pa30BaHHfl 
Jlanjiaca. 

R é s u m é 

L'INFLUENCE D E L A TEMPÉRATURE EXTÉRIEURE 
SUR LA TENSION DANS LES BARRAGES ET AUTRES 

MASSIFS DE BÉTON 

J I N D R I C H NECAS 

(Reçu le 1er Novembre 1955.) 

On donne dans ce travail une méthode de calcul des tensions de chaleur 
dans les barrages-poids dues aux changements de température extérieure. 
En substi tuant un. demiespace au barrage, on déduit les formules pour la dis­
tribution de la température dans le barrage et cela aussi bien pour l 'état s ta-
tionnaire comme pour l 'état nonstationnaire. On tient compte de conditions 
marginales de différentes espèces. L'illustration de ces formules par des exemples 
poursuit le but principal qui est de déterminer les tensions dues a réchauffe­
ment . Les formules finales donnant la distribution de la température sont: 

rl/fl r / Ï Ï M Va Cl • (—-ila (1-LT^\ 
u(t, x) = Xï^ / ± o(r) dr + i l J e « - e « p(r) dr 

2VnJ (t — r)"- 2UntJ 
1 0 V ' ' 0 

où u(t, 0) = o(t), u(0, x) = p(x), o(t) étant la température du milieu extérieur 
(t > 0 signifie le temps). p(x) est la température initiale (x > 0 signifie la 

co 
distance mesurée du bord du barrage), a — -. . 

A 
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/ x'a 

OÍ i e~i^~~ 
U(t, X) = -TF=^ I -Y- 0(T) dT -

XyanJ (t — %Y 0 

a-v t 

Oí ]fì -
e ^ " e r f c + т ^тт^ Ф) dr 

т , T j « -- e m ^ — г . ү a 

Vn Гi {X+T)Ч JJ^J^\ 
ҶJĹ l[e~~ ~~ + e~ « ) p ( т ) d т -
2 / л l J ľ o 

où | | (l, 0) = | («(*, 0) - o(t)) . 

Si o(t) = sin col, alors l'état stationnaire est déterminé par les formules 

, , -l/-f- - / "|/aS\ 
?;(/, .-r) — e * Â sin I eo£ — x I / —-1 

dans le premier cas, et par 

««, «) = T . U \!—- sm \rt - | / T .] - -L- oos ̂  _ [/ _ a ^ 

dans le second cas Ui — aco + ,.- + -y ]/2ao> I . 

Le tenseur de tension correspondant à la déformation élastique est donné par 

°i = nU = - i -= T i -= ° > < =- ̂  =- - %«(*» *) • 
Le tenseur de tension calculé en tenant compte du fluage du béton est 

ax(t) = R(t, x) al(x) + J R(t, s) j s oii(s) as 
r 

avec des formules analogues valables pour les autres coordonnées du tenseur. 
Ici R(t,s) est la courbe de relaxation qui est égale à -|(1 + e~2r(t~s)). Pour 
o(t) = sin col, le tenseur asymptotique est, dans le premier cas, donné par les 
expressions 

"x Tyz Tzx = XXy U , 

„, = a, = - ^ . — [ ( l + _ £ _ ) sin („, - Or) + 
4r2 + ЙJ 

2ro> 
' 4r2 + oj2 
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où Q = 1/ —-, E est le module d'élasticité et y le coefficient de dilatation. 

Les formules concernant la distribution de la température sont déduites 
d 'une façon rigoureuse, par la méthode de la transformation de Laplace, dans 
l 'appendice mathématique. 
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