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SVAZEK 1 (1956) APLIKACE MATEMATIKY CISLO 4

CLANKY

RESENI VLASTNICH TORSNICH KMITU DIFERENCNTM
POCTEM

JAROSLAV JANATKA

(Doslo dne 7. Fijna 1955.) DT:534,1.013: 517,940.004

V é&lanku je uvedena jednoduchd methoda vypodétu vlastnich tors-
nich kmitii soustavy o mnoha stupnich volnosti, jez obsahuje celou
fadu stejnych prvki. Po strénce matematické se jednd o FeSeni okra-
jového problému diferenéni rovnice homogenni soustavy, pfi Gem¥
okrajové podminky zdvisi na pFipojenych obeenych kotoudich.

Prvnim, kdo se u nas zabyval uZitim diferenéniho poétu k Fefeni
uloh torsniho kmitani, je Kozesnik. Tyto prace nejsou bohuZel dosa%i-
telné a proto autor nemohl z nich erpat.!) Buninsky [1] pouZil dife-

- renéniho poétu k redukei hmot homogenni soustavy a k sestaveni t.
zv. ndhradni funkee, ji% potom uZil k pfibliznému vySetieni frekvence
vlastnich torsnich kmiti. Povzbuzenim bylo autorovi dilo KArRMANOvVO
a Biorovo [3].

Autortiv piispévek spodivé ve zplisobu feSeni a v nalezeni prakticky
jednoduchého tvaru frekvenéni rovnice, kterd plati pro libovolny po-
Set obecnych kotouét, pfipojenych k obéma strandm homogenni sou-
stavy. Pokud je autorovi znédmo, nebyla dosud tato methoda nikde
uvefejnéna. Ani KoZesnik ji ve své nejnovéjsi publikaci [2] neuvadi.

Vytah z této prace byl autorem prednesen na L. védecko-pedagogic-
ké konferenci vysokoskolskych uéitelt strojnich fakult z oboru prui-
nosti a pevnosti a mechaniky v KoSicich v listopadu 1955,

Souhrn

Obsahuje-li pruiné poddajnd soustava schopnd torsnich kmitd celou radu
stejnych prvki (homogenni soustavu), je vyhodné frekvenéni rovnici rozstépit
na dvé ¢asti tak, aby dynamické téinky homogenni soustavy byly separoviny
od dynamickych uéinkd vyvolanych okrajovymi podminkami této soustavy.
Pro vyjadieni frekvenéni rovnice je pfitom vyhodné pouizit za argument bez-

1) Viz zévér.
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rozmérnou frekvenci a, protoze viechny potiebné matematické vyrazy lze pak
vyjadiit vesmeés veliéinami bezrozmérnymi. Frekveudni rovniei byl proto dan
tvar

F(a) = D),
kde levd strana zavist pouze na homogenni soustavé a prava strana pouze na
okrajovych podminkéch této soustavy. Vyhodou tu je, e transcendentni funkee
F(x) obsahuje pouze jedinou konstantu n, ktera udavia podet kotoudt homogen-
ni soustavy. Proto ji lze jednou pro vidy pro béiné poéty kotoudi n = 4, 6, 8
tabelovat nebo znazornit graficky. Jsou-li takové diagramy Lk disposici, pak
stadéi zabyvat se pouze funkei @(«x). Funkece @(x) je obeené racionalni lomena
a zavisi prostiednictvim svych koeficientd na konkretnim teieném ptipadé. Pro
tyto koeficienty, které zavisi jen na pomérnych éislech vytvorenych z para-
metri soustavy, jsou uvedeny vzorce, takze ciselny vypodet se redukuje na do-
sazeni do téchto vzoren, vypodet funkdénich hodnot pro nékolik vhodné volenych
hodnot «~, nakresleni malych tscka ¢ary @(~) do diagramu F(x) a vySetieni
prisetiki obou ¢ar. Usedky téchto prisediki uddvaji kofeny frekvendni rov-
nice x,. Kruhové frekvence vlastnich kmiti dané soustavy se pak vypodétou
z jednoduchého vztahu

w; = M‘l/

kde ¢ a I charakterisuji homogenni soustavu. (Vyznam velicin ¢ a [ je vysvétlen
na str. 247.)
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1. Uvod

Ctelem clanku je ukédzat jednak jednoduchow methodw praktického vijpoctu
vlastnich kmiti soustavy schopné torsniho kmiatani, jakou tvori na pt. hiidel
spalovaciho motoru, jednak vghody praklického poufiti diferencnich rovnic
k Felend technicksjch 4iloh. Ke sledovani vykladu neni tieba znat theorii dife-
ren¢nich rovnie, protoze linedrni homogenni diferenéni rovnice se stalymi ¢ini-
teli, které zde jediné budeme potiebovat, sc fes&i obdobné jako analogické
rovnice diferencialni. Protoze problematika feseni spodiva ve vhodné formulaci
okrajovych podminck, bude uvedena fada prikladd s nejraznéjsimi okrajo-
vymi podminkami, poc¢inajic s nejjednodussimi.

Diferenéni rovnice se hodi k feSeni pruzné poddajnych soustav, které obsa-
huji celou fadu stejnych ¢lentt, jako na pt. spojity nosnik s mnoha stejnymi
poli. Zatim co Fefeni takovych soustav obvykiymi obeenymi methodami je
velmi zdlouhavé a pracné, je FeSeni provedené s pomoci diferenénich rovnic
velmi jednoduché a piehledné. Casti soustavy obsahujici shodné ¢leny budeme
Fikat soustava homogenni. V nagem piipadé ji je hiidel opatfeny fadou ko-
toudt.
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2. Zakladni rovniee

Reseni provedeme za obvyklych predpoklads, t. j. ndhradni hiidel budeme
povazovat za nehmotny, avSak torsné tuhy, hmoty kotoudt za dynamicky
ekvivalentni hmotam piislusnych ¢asti zalomeného hiidele a hmotam kyvavym
a posuvaym. Udinel tieni nebudeme uvazovat a budeme predpokladat, 7e

systém je linedrni.

/ !
HHH-HY

Obr. 1. Obr. 2.
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Soustava schopnd torsnich kmité (obr. 1) obsahuje n stejunych kotouéa o mo-
mentech setrvacnosti 7. Spojovaci hiidele mezi kotoudi maji touz torsni tu-
host ¢.?) Stejné kotoude jsou odislovany 0, 1, 2, ..., » — 1. Utinek piipadnych
dalgich kotoudh vlevo a vpravo od homogenni soustavy (v obr. 1 vy$rafované)
na torsni kmity celé soustavy se v matematickém teSeni projevi prostied-
nictvim okrajovych podminek homogenni soustavy.

Z obecné theorie kmiti soustavy o ntkolika stupnich volnosti je znamo, Ze
kmita-li uvafiovand soustava nékterou z pfirozenych frekvenei (volné nebo
viagtni kmity), konaji viechny kotoude harmonické torsni kmity se stejnou
frekvenef a viechny kmitavé pohyby maji touz fazi. Oznadime-li tedy kruhovou
frekvenci vlastnich kmiti a, pak okamzitd vychylka obecuého kotouée oéislo-
vaného x je dana vztahem

pr = P sin (wf 4 p) . (1)

Pii Ghlové vychylee ¢, pasobi na w-ty kotoud (obr. 2) zleva a zprava vratné
torsni momenty nésledkem poddajného spojeni se sousednimi kotoudi z — 1
a x + 1. Tyto momenty jsou umérné torsnim tuhostem spojovacich hitdeli
a relativiim natodenim sousednich kotoutd. Pohybova rovnice a-tého kotoude,

tedy zni

](f’,,; = = e — Q1) — Pr — Pag) - (2)
Z rovnice (1) plyne
(]7Z == — (l_)g(],’m .
Dosadime-li tento vztah do (2), dostaneme rovnici
]("277& - C((/ r ™ Pu 1) -t C(V..U - (/‘,ru) ’ (3)

2) Je to kroutiei moment potiebny k relativnimu natoeni dvou sousednich kotoud

o jednotkovy thel.



ktera vyjadiuje rovnovahu mezi setrvaénym momentem kotoude a vratnymi
silami casti hiidele mezi sousednimi kotoudi. Oznadime-li
Iw?

C

= a2, (4)
muzeme (3) upravit na tvar

(pm—l_(z‘“’xQ) P + Prr1 = 0. (5)

Je to homogenni linearni diferenéni rovnice druhého ¥adu se stdlymi diniteli

a vyjadiuje zavislost mezi ihlovymi vychylkami ti1 sousednich kotouéh. Parti-

kularni feSeni této rovnice miizeme predpokladat jako u analogické diferencialni

rovnice ve tvaru g, = e*, nebo g, = a*. Dosadime-li toto feseni do (5), dosta-

neme
art g — (2 — a®) a4 1] == 0.

Pro libovolné ¢, je tteba, aby obsah zavorky se rovnal nule. Této podmince
vyhovuji dva kofeny

zxz N g
Ay, 0 = 1 — é‘ -+ _2_1’0‘2 — 4.

Reseni diferentni rovnice zévisi na tom, je-li x = 0. Lze dokézat [1], #e pro
uvazovanou soustavu je vidy « << 2. Potom kofeny charakteristické rovnice
jsou sdruzend é&isla komplexni

kde

p=1-5, y=4li—a, ©

a obecné fefeni rovnice (5) v komplexnim tvaru je
go = Oy + iy) + Colf — i) (7)

Vyjadiime-li koteny a, , ve tvaru exponencidlnim
- WV os | 9 g
B iy =B+ e,
kde

v
tg = L.
g M g’

jak patrno z (6), mtizeme (7) psat ve tvaru
P = Ce" 4 Che™ 4 (9)
Jezto fthlova vychylka ¢, je dislo realné, musi byti obeené konstanty C a C,
konjugovana ¢isla komplexni. Vyjadiime-li si tedy C, ve tvaru
C, = Ce”,
musi platit

Ty
Cy= Ce
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kde C a v jsou disla redlnd. Dosadime-li tyto vyrazy do (9) dostaneme

Yo = O[ei(/rmr}-v‘) JF e~ i(‘uan)] ,
nebo

. = A cos (ux 4+ v) . (10)

Tento vztah vyjadiuje obecné fedeni diferenéni rovnice (5) pro o < 2. In-

tegra¢ni konstanty 4 a v zdvis{ obecné na okrajovych podminkédch. Veli¢ina p
je urdena (aZ na celistvy ndsobek x) vztahem (8). MiZeme ji téZ snadno uréit
dosazenim feseni (10) do diferenéni rovnice (5). Vykratime-li spole¢ného ¢ini-
tele A, dostaneme tak .

cos [ulx — 1) + v] — (2 — &%) cos (ux -+ ») -+ cos [u(x + 1) 4+ »] =0
a po uprave
cos (ux + v)[2ecos g — (2 — )] = 0.
Pro libovolné ¢, musi byti (se zietelem k (10))

OLZ

cos =1 — 5 (11)
nebo, pouzijeme-li vztahu
P 2
cos pp =1 — 2sin ’jf*'l_'"g"
Lu P
gint — 4 X 11.1
sing =+ 5 (11.1)

Protoze podle (4)
-
o o/l
== e | —, 4.1
2 T2 ]/ c (4.1)
ma prakticky vyznam jen kladné znaménko v rovnici (11.1), Obecné eseni (10)
jsme ovéem stejnym pravem mohli psat ve tvaru
@, = Bsin (ux 4 ») (10.1)
nebo '
@, = C cos g -+ D sin px . (10.2)

3. Pozonamky k fefeni

Obecné fefeni obsahuje, jak patrno ze vztahu (10), po pifpadé (10.1) nebo
(10.2), t¥i neznamé veli¢iny, z nichZ dveé jsou integracni konstanty, na pi. 4 a»
ve vztahu (10) a tfeti je veli¢ina 7, na niZz zavist zatim neznamé kruhova frek-
vence vlastnich kmitt soustavy. Tato zavislost je ddna vztahy (4.1) a (11.1) a
zni

>
w = 2]/ ; sin ‘I; . (4.2)
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7 obecné theorie kmitl je zndmo, %e p¥i vlastnich kmitech soustavy nelze
urdit absolutni velikosti amplitud jednotlivych prvki, nybrz jen pomérné jejich
hoduoty, to je prubéh kmith podél soustavy v libovelném métitku. Z tohoto po-
znatku vyplyva, ze konstantu 4 v rovnici (10) nem@GZeme urcit. Napiseme-li si
totiz pomér kterychkoliv dvou thlovych vychylek, konstanta 4 se nam vy-
krati.

Zbyvajici dvé neznamé p a ¥ mazeme najit z okrajovych podminek na levém
a pravém kraji homogenni soustavy. V obecném piipad¢ dostaneme tak dveé
rovnice pro u a v, z nichZ po eliminaci » vyplyvé frekvendni rovnice pro u, jejiz
kofeny dosazeny do (4.2) udavaji kruhové frekvenee vlastnich kmiti soustavy.
Regeni je, jak uvidime, zvlagt jednoduché tchdy, je-li jeden konee homogenni
soustavy volny.

Okrajové podminky se daji vyjadiit bud s pomoci ihlovych vychylek g, nebo
krouticich moment& M. Proto si jesté odvodime vyrazy pro kroutici momenty
vlevo a vpravo od obeeného kotoude x. Cast hiidele mezi libovolnymi dvéma
sousednimi kotoudi, na pt. x a - 1 je namahana stdlym krouticim momentem
c{py — @), ktery je roven soudtu setrvaénych momenti kotoudt po jedné
strané hiidele. Podle toho bude hiidel vpravo od kotoude x (méme-li na mysh
jen homogenni soustavu) namahan momentem

i

2 [
My = c(pe— Qo) = > TePp; = — 5 Todg, —
7.0 Kow: 1
= Ac{cos [ux + v] — cos [ulx + 1) + »]} =
T 1 .
= 2d4csin | plz 4 )+ v|sin 5 (12)
Cast htidele vlevo od kotoude @ bude z¥ejmé namahéna momentem

My, =elpoy — @) =My 1=
, ] o
= 2Acsin [,u(:n — —;,-) i -v] sin /21 (13)

Protoze v diferenénim poétu je prvni diference (diference prvniho fadu) de-
finovana vztahem
Arf’x = Pza1 — Fu s
je
M,,=—clAy,,

@ P
to znamend, Ze kroutici moment vpravo za a-tym kotoudem je co do velikosti
umérny prvni diferenci funkce vyjadiujici dhlovou vychylku z-tého kotoude.
Podobneé plati
‘Mm,L = —cAp,_.
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Momenty na okraji homogenni soustavy jsou bud rovny nule, nebo jsou dany
setrvadnymi momenty piipojenych kotoucd, nebo zavisi na poddajném spojent
krajniho kotoute s nehybnym prostorem.

4. ReSeni p¥i riznyeh okrajovieh podminkich

4.1. Krajni koloué homogenni soustavy je volny (obr. 3).

Predpokladejme, Ze na pt. levy krajni kotou¢ neni spojen s zZddnym daliim
kotoutem, a Ze proto miize volné kmitat se soustavou po pravé strané. Okrajova
podminka na pravé strané miuze byti libovolna.

Pt matematickém vyjadieni okrajové

podminky s pomoei dhlovych vychylek !l / 7
kotoudll ¢ je potiz v tom, Ze nezname g

Musime proto pouzit vztahu mezi g, a ¢y, U U 7
ktery vyplyva z rovnovahy setrva¢ného o 1 2 n-1 Z

mormentu kotoude 0 a vratného momentu Obr. 3
v 3 v . Ve pr. o.
¢asti hitdele mezi kotoudi 0 a 1.

Tty = clpy — ¢1) -

Pouzijeme-li oznadeni (4) mizeme tuto rovnici psat ve tvaru

(I —=a) gy — =0 (14)
a vyjadiime-li « pomoci p (11), dostaneme koneény tvar okrajové podminky
(2cos pp — 1) g — @, = 0. (14.1)
Dosadime-li do ni
p, = A cos v,

g, = A cos (u+v),

dostaneme
Al(2cos u — 1) cosy — cos (1 -+ »)] = 0.
Ma-li vibee vzniknout kmitdni, musi byti 4 = 0 a proto musi obsah zavorky
byti roven nule. Po jednoduché upravé dostaneme tak
cos (i — 1) — cogy = 0

a konedné
1

«
=

L.
! S111

2 sin
2

2r—p)=0.

w

. s
Protoze sin, g— = 2—1/ - # 0 pro w + 0, musi byti

sin 3(2r — w) =0,

4,,::%4-&-7\:, k=0,41+2, ... (15)



Proto
¢p = A cos (px - v) = 4 cos [ulx + 3) + k],

nebo jednoduse
Py = 4 A cos u(x + 3) - (16)

ProtoZe nds zajimd jen pribsh vychylek v jednom smyslu, ma prakticky
vyznam jen kladné znaménko. Jednoduchy vysledek » = % , ktery plati ve

viech pripadech, kdy jeden konec homogenni soustavy je volny, at je okrajova
podminka na druhé strand jakakoliv, podstatné zjednodusuje daldi feSeni a
umoziiuje vypracovani jednoduché methody vysetfeni frekvenci vlastnich
kmiti soustavy. : -

Ukazme si nyni, jak snadno dospéjeme k témuz vysledku pomoci krouticich
momentld. Je-li levy krajni kotoud homogenni soustavy, oznadeny na obr. 3
nulou, volny, je samoziejmé soudet momentit po levé strand roven nule. Dosa-
dime-li tedy do obeeného vyrazu (13) pro M, ; za x nulu, dostaneme

0.

i b 4 .
My, = 24c¢sin [~ ; -} v] sin, % =

Z této rovnice okam#it$ plyne podminka (15) a tim i vyraz (16). Jak vidét, je
vyjadieni okrajové pedminky s pomoci momentlt mnohem jednodussi a proto

je budeme v dalgim vyhradné pouzivat. Dosadime-li do (12) a (13), v = Lt

2 2
dostaneme
M, = 24csin p + 1) sin £ (12.1)
. .U
My, == 24c sin px sin § . (13.1)

Tyto vztahy plati oviem jen tehdy, je-li jeden konec homogenni soustavy
volny.

4.1.1. Piedpoklidejme, Ze i druhy (pravy) krajni kotoudé homogenni soustavy je
volngj. To znamend, Ze soudet momentid po pravé strané posledniho kotoude
oznadeného n — 1 je roven nule. Dosadime-li tedy do (12.1) & = n — 1,
dostanenie

M, 1,= 0= 24csin pn sin ’Li , (17)
s
coz je frekvendni rovnice uvazované soustavy. Jeji kofeny musi vyhovovat
podmince

Mg == 1 = 1,2,...,n~ 1.



Hodnota ¢ = 0 nemd praktického vyznamu, protoze ji piislusi o = 0. Kru-
hové frekvence plisluiné kofentun frekvendéni rovnice (17) jsou podle (4.2),
[2], (3] B

c .o _
wi:i’,l/j sm_-;%, t=1,2,...,(n — 1). (18)

Casto se pro jednoduchost povazuje homogenni soustava za spojity hiidel

o torsni tuhosti
¢

Ch:n>

a momentu setrvadénosti
I, =1In.

Piesné to plati ovSem jen v limité pro n— o a proto piisludnou frekvenei
najdeme [2] jako limitu vyrazu (18), t. j.

o &
®,; = 21/ ]i: lim = mV.IL; . (18.1)
AR
n

Podle [2] najdeme snadno chybu, jiz se dopustime pii konedném » ze vztahu
(18). Vlozime-li tam

.oam e
8in —— A&
2n 2n’

dostaneme pfimo (18.1). Piipustime-li na pi. chybu 29, pak musi byti
i 7
2 Q7
t. J.
noz 45 I /o
4.1.2. Jeden konec hiidele je welknut. efle _._____%Q&Uv
Cést h¥idele mezi poslednim kotoudem
homogenni soustavy a mistem vetknuti o 1 2 n-1
mé torsni tuhost ¢, (obr. 4). Momentova Obr. 4.
vyminka za poslednim kotoudem je

Z!Invl‘l' = Cv(pn-l (19)

a po dosazeni M, , a ¢, ze vztahtt (10) a (12.1) proa = n — 1,

. . 4 1
24e¢ sin pun sin /2 =c,dcospu (n - —;;) .

\

Oznadgime-li pomérnou tuhost vetknuti

=



bude posledni rovnice znit

' L 1
2 sin um sin ‘;i =y, COS l (n — ".)) (19.1)
a po uprave
COS [N COS /zi [2:/1 — tg untg ’g] = 0. (19.2)
— Y

M

Vyloudime-li prpady, pro které cos un cosg = 0, protoze by unezdviselona y,.,
“

je frekventni rovnice
MY R
tg un tg 5 = o (20)
-~ = Vv
Tato rovnice méd zakladni vyznam a uddvd fedeni vSech piipadi, kde druhd
okrajova podminka je tvaru

ﬂ{“ 1.0 ™ CYo¥Pn-1 » (193)
Pro obeené hodnoty y, nelze kotfeny transcendentni rovnice (20) najit
v uzavieném tvaru a musime se omezit na fefeni pribliZzné a to bud grafické,
nebo postupnym priblizovanim na zakladd odhadnutych hodnot p. O grafickém
. - ¢ . . oo .
znazornéni funkee F(a) = tg un tg ; bude pojednano v ndsledujicim odstavei.
Je-li ve zvldstnim pripadé ¢, = ¢, jest
1 M
tguntgo =1,
t.j.
2

Mi .
Hiopn 4o 1) = (20 — 1)
3 (2n - 1) (2¢ ) 5

1=1,2,...,n

a piislugné kruhové frekvence jsou [3]

=2 E 2 —1 x 21
; ;l/l sin on {172 (21)

Kdyby posledni kotoud byl nehybny, t. j. ¢, = 0, znéla by frekvenéni rovnice

tg un tg g == — 1 a kruhové frekvence vlastnich kmitd by byly
/ .
o o—al/Cgn L ) ‘
()"ﬁZ‘I/Ism(fm‘]':z , 1=1,2 ...n—1. (22)
Kdyby koneéné ¢, = 2¢, platily by vztahy
tg un tg g =,
o 2 —1 =
=y
c . [2—1
0,; = 2V; sin (-——22%—— . Z») . (23)

[
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4.1.3. Jeden krajni kotouc¢ homogennt soustavy je spojen hiidelem o torsni tu-
hosti ¢, se setrvaénikem o momenty setrvaénosti I, (obr. §). Okrajovd podminka
8 pravé strany je

M, 1,4+ Lo, = 0. (24)

Je-likoz M,
soustavy, vyjadiuje hofeni podminka vlastné momentovou vyminku rovnovi-
hy celé torsni soustavy, na kterou nepiisobi zadné vnéjsi momenty. Neznamy

1 » J& souet setrvaénych momentt viech kotoudtn homogenni

dhel ¢, najdeme z podminky rovnovihy mezi setrvaénym momentem setrvac-
niku a vratnym momentem piisluiného spojovaciho hiidele

TaPp, = clp, — @a_y) .

Oznadime-li analogicky ko vztahu (4) I I s
ILo? el cf clle ﬂ
: N id S

’(-‘——— = a?, (25) ‘HVWE ] e — 1

] i

» L 5 o 1 2 n-1
milzeme psat jednoduse S

Ty 26 Obr. 5.
Vs = ’\_f (26)

Oznadime-li jedté podobné jako v piedchozim piipadé 4.1.2 pomérnou tuhost
poddajného spojeni setrvadniku s homogenni soustavou

C,
E, = ’)}S

a dosadime-li vztahy (25) a (26) do (24), dostaneme

]Wn‘--l,l’ — C')}s Y :_ 1 %—1 . (

A%

no
=
—
=

Srovname-li (27) s (19.3), vidime, Ze vyraz

ma vyznam pomérné tuhosti, pravé tak jako y, v (19.3). Zasadni rozdil je
oviem v tom, %e x, zdvisi prosttednictvim o, (25) na kruhové frekvenci vlast-
nich kmitd o a na dynamickych vlastnostech soustavy, t. j. na I, ac, Zavedeme
proto pro », oznadeni pomérnd dynamicka tuhost. Oznaéime-li jesté pomér

1
Ts = 7()5‘ s
Ize vztahy (25) a (27) psit jednoduse
It ¢ I,
at= Tl S 25.1
Y c ¢ I (25.1)
2, = (27.1)




'

Ze vztahu (27.1) je jasné patrna zavislost », na bezrozmeérné frekveneci «
a na pomeérnych Gislech y, a ¢,. Rovnici (24.1) mizeme nyni jednoduse psat

ﬂIn~1,P = CXPp_1 - (24:2)

Dostali bychom ji z (19.3), kdybychom zaménili y, za x,. Proto mlizeme analo-
gicky ke (20) psat ihned frekvenéni rovnici

m o tg o T
tg un . tg R (20.1)

$§
Transcendentni rovniei (20.1) 1ze snadno Fesit graficky, jezto obé strany rovnice

jsou funkcemi téze proménné «. Oznadime-li levou stranu #,(x) a pravou
Dy, (x), jsou tyto funkee definoviany takto:

F(x) = tg un tg {2, , 8in {7; = i; (28)
2,
Dy{a) = 9, Hy —
a po dosazeni a upravé
px? 2
) = e e T 29
Pl = oy Tape, T B e ek, 29
kde
- Vs
k’s 2 Vs ’

a index 01 u @(«) znadi, Ze jeden kraj homogenni soustavy je volny (0), a ke
druhému je pFipojen jeden kotoué (1).

Ke grafickému zndzoméni funkei F,(«) a Py (x) je vyhodné znati jejich cha-
rakteristické vlastnosti, které ndm nakresleni pHsludnyeh k¥ivek usnadni, po
pitpadd ugetfi vithee kresleni nékterych vétvi. Protoze je vidy x < 2, staéi sle-
dovat prubéh funkei jen v intervalu 0 < & < 2.

Zabyvejme se nejprve funkei F,(x), kterd md 3irdi vyznam. Jelikoz v uvede-

s . [h T ; ] ;
ném intervalu je tg{j % 0, bude mit F,(x) nulové body [F,(~) = 0] v mistech

pro néz

tgun =0,
t. j. pro
= i =0,1,2,..., (n— 1),
7
(pro ¢ == n by bylo un = T x, = 2, coz odporuje nasemu pozadavku x < 2).

2
Témto hednotém p, odpovidaji
7

xg; == 2 8in T (30)

2
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y . no i
Jezto dale tg 5 v intervalu 0 < o << 2 je konedny, bude mit tira F(x)

agymptoty v mistech, kde

tgun = 4 oo,
t. j. pro
_ 2%—1 = .
fo == g, U L2 ...n.
Témto hodnotam piislusi
(20— 1 =z
Kpes = 2 8In (—f—%——- - ‘j) . (31)

Jak patrno, bude mit ¢ara F, («) n nulovych bodl a stejny podet asymptot.
Pro odhad kofent « Gasto sta¢i nakreslit ¢dru F,.(x) jen od ruky. K tomuto
teelu je uZiteéné znat sklon tedny k dafe I, (x) v nulovych bodech. Jeito se
jednd o funkei slozenou, je )

dF,(«) _ dF,(«) dp

Tdy T dp Tdx
Po provedeni piisiudnych derivaci a s ohledem na to, Ze v nulovych bodech je
tg un = 0, cos? un = 1, najde se snadno

7
dF(x)y n 2 7272«“7
),

2 u 4=k

Céra F,(«) ma podobny charakter jako tangentoida (obr. 6). Rozdil je v tom,
%e prvni vétev ma v nulovém bodé teénu vodorovnou a sklon teény v nulovych
bodech dalSich vétvi s rostoucim « stoupa (32), nulovy bod neptli vzdalenost
asymptot p¥isludné vétve, nybrz je posunut ve sméru rostouciho « a vzdalenosti
sousednich asymptot se s rostoucim « zmenguji. Cary F,(«) lze pro riizné potty
kotoudn » homogenni soustavy (t. j. pro obvykié poéty klik zalomenych hii-
delt spalovacich motori) nakreslit jednou pro vidy na zasobnilisty (rozmnozit),
protoze funkee F,(x) je bezrozmérnd a nezdvisi tudiz na rozmérech motoru.

Funkee @y,(x) zavisi jak patrno z (29) na dynamickych vlastnostech torsni
soustavy a je proto tieba ji v kazdém Yeseném piipadd kreslit znovu. Vyhodou
tu je jeji jednoduchy pribsh. Cara @, (x) prochdzi potatkem, kde mé vodo-
rovinou tednu & odtud klesd (ma zdporné pofadnice) a% do mista

poo—— e

I
oy = VT, = || Fe (33)

c 2



kde ma asymptotu. Pro o > x; je @y (x) > 0. Je-li ¢, = 2¢ je x,s = w0, pro
¢, > ¢ neni n,, redlné a tara @y (x) asymptotu nema. Asymptota padne zaru-

¢en¢ mimo nasi pracovni oblast, je-li «,, << 2, t. j. pro
I _ ¢
];5465 -2, ¢, << 2.
Fra) $a)
8
7
6.
5 ¢
|
¢
Ea)
3
2
B, /
1 - 7 /
/] la
7 o 20
1+ a,
-2
-3
-4
-5
76{
.;li
Obr. 6.
Ze vztahu (33) je vidét, ze pti sta-
I 16 e,
ém poméru — zavisi poloha asym-
cllc c,
_____ — . o _
ptoty jen na poméru 78 naopak.
o 1 2 s
Koteny frekvenéni rovnice «; jsou
Obr, 7. dany useCkami praseéika dar F,(x)

a @y (x). Prigludné kruhové frekven-
ce vlastnich kmiti se pak vypocitaji ze vztahi
fe . o . .
(/)Z-:(xi/-l, 1=1,2,3,... (34)

Grafické vySetieni kofenlt o, pro homogenni soustavu se étyimi kotoudi a se-
trvaénikem je vyznaceno na obr. 6. Protoie funkce @y(x) zavisi jen na pomé-
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c I . N ‘o .
rech —- a 7 Ize zmé&nou téchto poméri snadno doeilit zménu frekvence vlast-
s

nich kmith.

2

4.1.4. K jedné strané homogenni soustavy jsow pfipojeny dva obecné kotouée
(obr. 7) o momentech setrvaénosti I, a I, (na pt. setrvaénik a rotor generdtoru,
nebo lodni §roub). Ptisludné spojovact hiidele maji tuhosti ¢, a ¢,. Momentova
vyminka rovnovahy (okrajovd podminka zprava) je

M, ey, + Lwip, = 0. (35)
Protoze miizeme, jak znamo, vypoditat jenom pomérné thlové vychylky kotou-

¢, upravme si (35) takto

M, 1 p+ |0+ T0? Py Pa c @y =0. (35.1)
' Pal Prna
Oznacime-li jesté podobné jako v pfedchozim odstavei 4.1.3 (25.1)

o

1 B 2
Iw?=cy, 10" =cyn,,

0‘,_2 {)(2
062 = “2 - - — 36
by T vl (36)
dostaneme po dosazeni a Gpravé
] 1 Logs\ o .
M, L R e == 35.2
n-1,p + X (0[1 ! 013 (f’A) ot Pn—1 ( > )
nebo jednoduse
M, | p= CHypPur > (85.3)
kde
1 1 (p,;\ P4
=—oa |+ — =) . 37
Ha * (ﬁ;l + 19'3 ‘1’4} 'n—1 ( )

Tim jsme opét upravili okrajovou podminku (35) na tvar (19.3), které odpovida
feSeni (20). Nyni zbyv4 jen upravit vyraz (37). Poméry thlovych vychylek mi-
Zeme uréit z rovnie:

]sz(pB = C’B((PH - 7() ’

Ltpy = ey(p, — @5) -+ elg, — gna)

Pouzijeme-li oznadeni (36), plyne z poslednich dvou rovnie

(2 N L
T4 I — 0‘1% % — '}/11'193 ’
,(p'(_ — S .1....“_., S —
(P'rh—l P yj} ’X}-)}
1 — 2 L 28 O
ot va of—1

)"A’?'.—i(“z — Vuly)

S s | 0] F 77T,



Dosadime-li tyto poméry do (37), dostaneme po jednoduché tpraveé

’ay — P ity 1 i 20) (37.1)

ot — &y D+ yul@a + I+ vayadads
Protoze frekvenéni rovnice je typu (20), je
Doo(x) = - P

a po dosazeni

Yo — (B, 4+ 9,)]

Do) = = o —— — . (38
ox{2) (2 =yt —[(2 — y.)ys(D4 4 Tg) + 29,08,] & -+ 2y ,7,0,0, (3%)
Pro numericky vypocet se hodi lépe tvar
9 x% — ¢
Do) = - Ya ( "")i) (38.1)

byt — bya® - by

K jednoduchému vyjadfeni konstant v (38.1) je vyhodné, kromé zavedeni po-
mérnych &isel

yA:%, hﬁf’cﬁ, 19A='j]:, 193:—;;,
oznaditi jests
00 =villy, 0, =70
Potom .
e = yu(0p -+ 0 = 85 +ysls . by = (2 —yp,) e+ 20,, (39)
by=2—y,, . by = 20,0, .

Z roviic (38) a (38.1) lze snadno vyéist charakteristické vlastnosti @g(x).
Cara @gy(x) mé jeden nulovy bod v poddtku (xy, = 0), kde ma teénu vodorov-
nou a druby pro g, = ¢,. Dalii priabéh sary Poy(x) zdvisi podstatné na tom,
jei2 —y,=0,t.j. 2c=c,.
L. Je-li 2¢ > ¢,, je b, > 0 a kiivka @ ,(x) ma dvé asymptoty, jejichz polohu
udavaji kofeny rovnice
by — byx? + by = 0.

Protoze véechna pomérnd ¢&isla jsou kladné, jsou obé asymptoty pfi b, > 0
realné. Mezi prvni a druhou asymptotou se @gy(x) méni z kladnych hodnot do
zapornych a prochézi nulou v misté x,,. Za druhou asymptotou je @y, > 0.

2. Je-li 2¢ << ¢,, je by << 0, ¢dra @gy(x) md jen jednu asymptotu a mezi po-
¢atkem a touto asymptotou je @(x) < 0. Za asymptotou je @&yy(x) > 0, za
nulovym bodem je Pyy(x) << 0.

. Jeli2c=c¢,,je2 —yp, =b,=0a

Do) — — Pl A o) )

bt by 20 b,)
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Nejtastéji je 2¢ > ¢,. Zajimaji-li nds jen nékteré frekvence (prvai a druhd)
neni tieba cely prabéh @y, (x) kreslit. Staéi zjistit asymptoty a nulové body,
prisluiné vétve nakreslit jen od oka a spoéitat t¥i nebo ¢tytfi body v okoli ode-
kévaného prisediku.

4.1.5. Po jedné strané homogenni soustavy je vice obecnyeh kotoués. Tak tomu
byva u slozitéjsich torsnich soustav, jako je na pi. hnaci mechanismus motoro-
vyeh vozidel. Postup je stejny jako v predchozich piipadech, jen racionalni
lomend funkee k vyjadieni @(x)
je vyssiho stupmé. Je potom

vhodnéjsi ¢islovat pridavné ko- I
toude od voiného konce. ¢

Na obr. 8 je vyznadena tako- D ———————— ‘L
vé sousta‘\.fa s themi piidavny- 7 5 s
mi kotoudi. Je-1i m piidavnych ;A 2
kotoudi, je okrajova podminka Obr. 8.
podobné jako diive

M, 5.+ L, + Lop, + ... 4 L,w?p, =0, (41)

nebo jednoduseji
m

M, -+ > Lo, — 0.
i 1

Souvislost pridavné soustavy se zdkladni soustavou homogenni si vyjadiime
podobnd jako v odstavei 4.1.4 poméry thlovych vychylek ¢;, ¢ = 1,2, ..., m
k dhlové vychylee sousedniho (krajniho) kotoude homogenni soustavy oznade-
ného n — 1. Muzeme si také myslet, Ze tento kotoué patii k pI‘idavng soustaveé
s oznacenim m - 1. Vytkneme-li tedy ze soudtu setrvaénych momentt ¢,

dostaneme
m
My 1p 4 @ 2 Tw? 1 =0, (41.1)
Pty
Se zietelem ke znamym vztahdm
A2 2
To0? = con? — cyonl o
08 = 0t = ey = ey - 1’) c 9
a Protoze @1 = Pu-1, jak shora uvedeno, mitzeme (41.1) upravit na tvar
m 1 q«'
92 Bl 2
My g p = — @,_gex* Z P
Vi P

Jelikoy analogicky k (35.3) musi platit

Zl[n 1.p — C%m(rnf] ]
je
x s Lo (42)
Epp == a? O T
'_'1 l)z P41
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Poméry thlovych vychylek najdeme postupnou eliminaci z podminek rovno-
vahy:

Ly = ¢y — 74)
Ly, = co(ps — @3) + €4(92 — ¢1)

Imwz[f’m = Col@Pm — Pma1) T Cnet(@m — Praa) -

(43)

Pouzijeme-li opét oznadent I,m? = xi¢; a ddle pro jednoduchost y, = 4, t. j-
o = «>9,;, dostaneme z prvni z rovnic (43)

1 O
P2 af — &,
Oznadime-li fy(x) = f, = «* — §,, dostaneme z druhé rovnice
P Oofs Y
Ps3 fa(a® — 8y — Dayy) — G1y1?, fs
Z treti ]
s fy 04
Pa fala® — 83 — Byps) — OyyaPsfs fa
atd. -

Jak patrno, plati pro pomér dhlovych vychylek sousednich kotoudt obeeny
vztah

Pi — 62 fz , (44)
Pisa fine
pii ¢emz funkee f; = f,(x) jsou ddny rekurentnimi vzorei
- fl =1 ’
fo= o2 — 4y,
fa = folo® — 0y — Doy1) — Ouy1dafr s (45)

fo = fal&* — 83 — Dyys) — Oaystafs

fo = ficalo® — 6iy — Diayiss) — Oigysaliafins -
Pouziti téchto obecnych vztahG si ukdZeme pro homogenni soustavu se
tfemi pridavnymi kotoudi, t. j. pro m = 3. Z rovnic (44) plyne

Ps3 - P2 o e P1 /1
(2 XY CUS SO PR R P P L
2 af«; 2 0 Pa ! B
a po dosazeni do (42) s pouzitim zavislosti 8, = :
,,,,, VO (SaaDafy — 7ad - 46
Ky = / (Ogy10sfr — yabsfs + 1) - (46)
!

Vyjadtime-li f; s pomoel « (45), dostaneme koneénd

oy y(at — ays? ) 47
Doy(x) = 2, - bsaﬁ — b4(x4 + byt — bo‘ “
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Oznadime-li opét
&y = 01 + y10s

gy == 0y + yally,
bude

gy = & + &,

Gy = €18y — Y1050, ,

by = 2 — yy, (48)
by = (2 — y3) @y + 20,4,

by = (2 — v3) @y + 205(0; + &),

0 = 20670,0. .

l

Kdybychom do vztaht (48) dosadili ¢, = 0, t. j. v, = §; = &; = 0, dostali

bychom, jak se lze snadno pYesvédeit, vatahy pro homogenni soustavu se dvé-
ma piidavnymi kotoudi.

Jak vidét, nedini Yeieni soustavy s nékolika piidavnymi kotoudl zadnych
potizi, jen-nalezeni obeenych vztahd pro koeficienty raciondlni lomené funkce
vyjadinjici @(x) je p¥i vétdim podétu téchto kotoudh pracnéjii, ale za to je lze
stanovit jednou providy. Rozbor pribéhu @y (x) se provede podobné jako
v ptedchozich pripadech, nejlépe na konkretnim p¥ipadé s ¢iselnymi hodnotami
konstant. Vypodet ¢iselnych hodnot mrohoélent pro proménnou « se provede

velmi snadno Hornerovym schematem.
4.2. Levy kraj homogenni soustavy neni volny. Neplati potom jednoduchy

vztah (15) mezi pa v, t. j. v == g + k#, ani jednoduchy vyraz (16) pro ¢,.

4.2.1. Predpoklidejme, Ze k levému kraji je pFipojen kotoué T (na pt. torsni
tlumid) podle obr. 9.

Okrajova podminka zni

Lop, = M,, (49) I
¢
a po obvyklé uprave [(25), (2¢6)] | —H+-————-—--
— Cxypg = My, , (50) n-2 n-1

kde
Obr. 9.

%T o '}},l, )
Vyjadiime-li nyni g, a M, , v zavislosti na p a » vetahy

po = A cosvy,

. AN’
My, = 24c sin (v — ’;) sin -’%,
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a dosadime-li tyto vyrazy do (50), dostaneme po apravé
cos (it — v) — (1 — %,) cosv = 0. , (51)

To je zakladni vztal mezi g a v pro vechny pripady, kdy k levé strané homo-
genni soustavy je ptipojen jeden koton¢ (7') a odpovida okrajové podmince (49).
4.2.2. K levé strané homogennt sou-
/ . yeooo. v .y
'S ¢ A v v
S stavy je pnpoyi.n kotoué T (tlumid)
! a kk pravé kotoué S (setrvadénik) podle
obr. 10.

Okrajové podminka zprava je

w

M, i, + ]_;,mz% =0,

Obr, 10.

Doszadime-li do ni podle (12)

. 1 LN
My y»= 24csin [/:(77, — 5} rpsin :—),
jakoz i
IS(UZ(FS = Oy
a délime-li obé strany soudinem Ae¢, dostaneme
. 1 . .

Zsin | pfn — ) -+ v ]sin - = %, cos [a(n — 1) 4= 7] (52)

a po uprave
cos (un 4+ v) — (1 — x,) cos [p(n — 1) - 2] = 0. (52.1)

Abychom mohli pohodIné vyloudit v z rovnic (51) a (52.1) separujme Cleny
s cos » a sin v a zavedme pro jednoduchost cznadent
7 Ap=1—%, a A, =1—ux;.
Dostaneme tak
(cos pt — ;) cosv + sin o siny = 0,
[cos un — Jgcos o (n — 1] cos v — [sin gen — Agsin p(n — L) siny = 0.

Tyto dvé linedrni homogenni rovnice pro neznamé cos » a sin » mohou miti
Fefeni od nuly razné jen tehdy, kdyz determinant soustavy je roven nule. Tato
podminka vyjadiuje hledanou frekvendéni rovnici a zni [3]

sin p(n 4+ 1) — (4, 4+ 4,) sin pn + A, sin un — 1) =0, (53)
kde .
Lol X
Sin Q’ —= 2) 5
;“T - ’
Ay = ’

pii demiz veliginy ¢ a 0 maji obvykly vyznam.
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Jak patrno je leva strana frekvendni rovnice (53) funkei a. Pro libovolnou
hodnotu » méZeme tedy psiti

Y () = sin p(n + 1) — (A 4 2,) sin un 4 LA, sinpu(n — 1) . (53.1)

Je-li «; jeduim z kofent rovnice (53), je

>

Pl = 0.

Sestrojime-li tedy ¢aru y = p(x), pak vzdalenosti nulovych bodu této Cary
(prasecikl s osou «} od poéatku udéavaji kofeny frekvendéni rovnice py(x) = 0.
Aby vypodet nebyl pili§ prac-
ny, je t¥eba znat pribliznou

/ /s /
hodnotu p¥isluéného kotenu o, rII i P D B
a tu mtZeme vzit o néco mendi, l ie e e o
ne# vyjde pro danou soustavu Y SLIES | SN S SRS W-__L —i 4
bez kotoude 7. U 0 noz et l l
L
o L = 7 I}
4.2.3. K pravé strané homo- /
gennt soustavy jsou plipojeny Obr. 11.

dva t&5ké kotoude, na pi. setr-
raénik a rotor generitoru
(obr 11). '
Okrajova podminka zprava
je stejna, jako v pripadé 4.1.4,
proto plati i zde (35.3) a (37).

Rozdil je jen ve vyjadiceni /
M, 1, & @uy, které je ticha ¢
dosadit do (35.3) a které tu zd-

visi na obeené hodnoté ». o o

provedeném dosazeni dostane-
me rovniei, kterd se lisii od (52) Obr. 12.

jen indexem u ». Plati tedy

i frekven¢ni vovnice (53) zamdénime-li v ni A, za 4,, = 1 — »,,. Frekvenéni
rovnice tedy zni y;,(x) = 0, kde

(X)) = sin p(n + 1) — (A, + A,)sin un -+ 4,4, sin wln — 1) . (53.3)

Vyraz pro 4,, dostaneme s pomocei (37.1):

(I —y)ad — (=) o 4 0,] 7 f (S:l(slf

i
Nt — (g 4 0) NE 0,0,

4.3. Jak patrno z odstavee 4.2, neni feeni frekvendni rovuice typu (53) jiz
tak pohodIné, jako fefeni rovnice (20.1), protoze jenom jeden jeji ¢len nezavisi
na pipojenych kotoudich. Pokusme se proto upravit rovniei (53) na tvar (20.1),
na pr. tim, Ze danou soustavu prevedeme na soustavu s jednim koneem volnym.

265



Predpokladejme tedy, Ze obecny kotoué zleva T (tlumi¢) o hodnotach I,, ¢,
(obr. 12) lze nahradit dal§imi n’ kotoudi, shodnymi co do I a ¢ s kotoudi pavodni
homogenni soustavy (o n kotouéich). Tim vznikne nova, nahradni homogenni
soustava o n 4 n’ kotoudich s levym koncem volnym. Pridavnad homogenni
goustava (o n' kotoudich) musi miti za vlastnich kmiti na pavodni soustavu
tyz dynamicky Géinek jako kotou¢ 7'. Uéinek 7' se na pivodni soustavu plendsi
krouticim momentem
. — 2
co(pr — ®o) = L,0%p, .
Stejny moment musi za vlastnich kmita vyvinout i pfidavnd homogenni sou-
stava. Musi tedy platit pro tuto soustavu
2 —
[rw Pr = ﬂln' -ir
Pro pavodni soustavu musi oviem soudasné platit
2 —
Labp, = — otypo -

Protoze kotoué 0 pivodni soustavy musi miti stejnou Ghlovou vychylku jako
kotoué n’ soustavy ndhradni, t. j. ¢, = pr’, lze posledni rovnieci pro nahradni
soustavu psat

— Py = M, . 1,r (54)
Po dosazeni ¢, podle (10) a M, , , podle (12), dostaneme

1 . .M
— ¢, 4 cos p (n’ + 5] = 24c sin pn’ sin iz
a po zkraceni Ac a rozepsani levé strany
,u . ;o . b
— #r | €Os pn’ €08 o — sin un’ sin S| = 2 sin pn” sin 5

a po uprave
tg pn’ . tg g S L (55)
Veli¢ina »' tu patrné zastupuje integraéni konstantu ». Abychom ji vylou-
¢ili, potiebujeme vyjadiit okrajovou podminku s druhé strany, v nasem piipadé

z pravé. Predpokladejme pro jednoduchost, ze pravy konec homogenni sousta-
vy je volny. Potom musi platit

a po dosazeni z (12)
24c sin u(n’ 4+ n) sin g = 0.
Protoze 2A4c¢ sin /2£ #+ 0, vyhovuje této rovnici

un' 4+ n)y =imx, +=20,1,2,...
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t. j.
un' = — un + ix

tg un’ = — tg un .

Po dosazeni do (55) dostaneme (20.1), #m% jsme si zatim alespoil na jednom

piikladu ovéfili spravnost nageho postupu.

4.3.1. Predpokladejme nyni, ze na pravé strané je setrvaénik S (I, ¢s). Pri-

sludnd okrajova podminka je jako (24), t. j.
lw'nw n-1,p -+ Ismz% =0, 7

¢ili se zietelem na (20.1)

tg u(n’ + n) tg /ZL— = .

(56)

Rozvedeme-li levou stranu rovnice (56) a dosadime-li (55) dostaneme po

dprave
7 Ky -y — K,
tg un . tg -'l2— e M U B T %y o
2 At —
2 — (ot 3y) — g,
tedy
i N2y = 2y — 2%p)
Piy(x) = 5, S TR
2(x? — wygy) — &g+ Hp — Ky
Dosadime-li sem
a2 of
Ky = Yy D Mg = Yy e
8 Vsag_as 7 E
dostaneme
200 A2
X ayx® — )
Dy () =

Bad — bon® 1+ by
Oznadime-li
Vs T+ Ve — VsVe = Ve »

lze konstanty @ a b jednoduse vyjadiit takto

Ay = Vsr »

@y = ¥50, + 7205,

[)4 =2 — Var s

by = (2 — y,) 0g + (2 — ) Oy -+ 29577 s
by = 26,6, .

(57)

4.3.2. Jsou-li k pravé strané homogenni soustavy pfipojeny dva obecené ko-

toude 4 a B (a k levé jeden 7, obr. 11), pak okrajovi podminka zprava je

M, n-1,p + IwPp, + 10, =0



a Feseni je analogicky jako v odstavei 4.1.4 typu (20), t. j.

tg u(n' + n) tg ;i =3 ﬁé‘”;w ,

(60)

kde »,, je dano rovnici (37.1), kterd s na&im zjednoduSenym oznadenim ma
tvar

pp . Ya(0 L (61)
.

Obr. 13.

Srovname-li (60) s (57), vidime, Ze

D (x) — (7 sy = Hgpsty)
Do) = g T e T Hanr) _
2N — g} — &Py o+ Hp o Hagiy)

(62)
Dosadime-li sem vyrazy pro = jako funkece «, dostaneme podobné jako diive

N Aagxt — apn® - a) .
D) = e S b — By (63)

kde
Uy = Yup =Yy + Ve — VVr s
g ==y ,p&y - YOy + y,,,éA >
=1
%y = Y40,8; + V20,05 = 0,0,0, T
(‘—“I = ],1 '!’_ 11) + Il,') >
a dale
LG = e = Yar>
])4 — (2 - 7,17) €p + (‘-)‘ - VT) (j/l “_ (2' - '})A) (j’l’ + 2}’/1:"/' >
[)2 = ('3 o VT) (jAajf ’f’ (") - VA) é]'Eu —}_ 2(($,1(5T _\L y.n'}lf“gs) ’ (64’)

[’0 = 2’5.1 ')1167’ )

€y = ’5/4 + 71{7—(}/1 .

4.3.3. K obémua krajiom homogenni soustavy jsou pFipojeny dva kotouce. K jedné
A. B, ke druhé 7', R (obr. 13).

Pro @(x) plati tu ziejmé rovnice analogické rovnici (62) jen s tim rozdilem,
Ze veli¢inu », musime nahradit veli¢cinou #,,, t. j. pomérnou dynamickou tu-
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hosti soustavy kotouct 7' a R. Nahradime-liiv (61) indexy 4, B indexy 7', R,
dostaneme
How = 4 yl‘“z(’xz - ‘5'1:) : .
at — (0, + &) &* + 0,0,
Dosadime-li tedy vyrazy (61) a (65) do (62) se zminénou zdménou x, za x,,,
dostaneme

(65)

o @gx® — aunt £ a,n® — ay)

) = 4 5 Dt 4 bt — b By

(66)
kde ptislusné konstanty jsou dany vztahy

Uy = Yyp = Y4 + YV — VaVr >
@y = Yarles 1 &) + vi0r + v204,
Ay = Yartpeu + VYa0s(0, + &) +¥20,(0, + £,
Ay = Y,0,0,8; + ¥;0,058, = 6,;6,0,0, II,
bS - 2 - ‘yAT ?
by = (2 —yudley +8) £ 2 —7.) 00 + 2 —p) 00+ 2y00 (67)
by = (2 — yu) 38, + (2 — p,) 0,(6, + £,) + (2 — v,) 0,(05 + &) +
F 2[00, - yavele, e,
by = (Z — Va) 020,85 + (2 — p,) 8,0,8, + 2[0,0,(0, + 8,) + y.vresee]
by = 28,0,0,0, ,
£p = (Su -+ A/zx'f}A ’
£, =0, + y,0, .

Frekvenéni rovnici (53) lze samoziejmé upravit na tvar (20.1), po piipads
(57) 1 cestou ryze matematickou. Rozepiseme-li trigonometricksd funkee souétu
v rovniei (53), dostaneme po jednoduché uprase pestupné
(1 - AgAp) sin un cos p 4 (1 — AA,) cos pn sin u — (A, 4+ A,) sin un = 0,

cos unitg pn[dy + A, — (1 4 A,4,) cos ] — (1 — A4,)sin u} = 0.
Protoze hledana frekvence vlastnich kmitd, zdvisi nutné na piipojenych ko-
toudich, niusi byti obsah slozené zavorky roven nule, t. j. musi platit

tg un[d, - A, — (1 4 AA,) cos p] = 1 — A A, sin g .

Dosadime-li sem podle (11)

cos =1 — -
2
a {
2 sin? & )
. 2 x*®
Sl ft = - = .
iz Iz
L 2
tg ) t(r 53
2 2
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dostaneme po uprave
I a1 — Aghy)
teunte L — . T NT o TRUH
RIS T 80 7)) — (U F A2 — )
Zavedeme-li do této rovnice xy a x», vatahy (52.2), dostaneme konedné

2oty + %p — Hy¥p)
2(a® — xgty) — o(xg + np — HgHg)'

tg/m.tg/—;:

coZ souhlasi se vztahem (57).

5. Prehled vysledki

7 dosazenych vysledktl vyplyva, Ze pro homogenni soustavu, k néz jsou vlevo
. e , ST v oy o
t vpravo pripojeny dalst obeené kotoude, lze frekvencnt rovnici ddt tvar

Fla) = Dla)

kde F(x) zdvist jen na homogenni soustavé a @(x) jen na pripojengch kotoutich.
Je-li funkce F(«) definovdina vztahy
— ol gnf 2
F(x) = tg un tg g SN = o,
kde n je polet kotoultc homogennt soustavy, pak obecnij vijraz pro funkci O(x) md
tvar

o%(5ty ‘3\‘7742 — 1)

&) = . S g
Px) 2(0® — #yxg) — ooy + 2y — Hy3ty) (68)

Velidiny »; a x, jsou funkeemi « a vyjadfuji pomérné dynamické tuhosti
poddajnych spojeni obou konett homogenni soustavy s piipojenymi soustavami
obecnych kotoudl. Je-li jeden konec homogenni soustavy volny, pak jedna
z pomérnych dynamickych tuhosti je rovna nule. Je-li tedy na pf.», = 0 a
%y = x, zjednodusi se (68) na

Jsou-li oba konce volné, je », = %, = 0 a
D(x) = 0.
V obecném piipads po dosazeni »,(x) a #,(x) je funkce @(x) raciondlni lomena,
tvaru :
2
B(x) = XN (69)
golx)
kde g,(x) a g,(x) jsou mnohodleny, jejichz konstanty zévisi na pomé&rnych hod-
notach parametri soustavy. Na pi. pro homogenni soustavu s pfipojenym jed-
nim kotoucem po jedné strang a s dvéma kotoudi po druhé strané (pfipad 1, 2) je

L ¥t — a,n® + ay) .
@12(&) - b6%6 - b40&4 +j b’zfxz _ bo 5 ) (b3)

kde koeficienty «; a b; jsou dany vztahy (64).
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Obr. 14.

Gray

Xte)

I~
[}

Obr. 15.



Frekvencéni rovnici Fa) = @(x) lze samoziejmé psit i ve tvaru (podle 68)

1 2o = wpry) 1
Fa) T 0) T by —m)
nebo
a2 1 n% —
g Iy — e 70
2[ Jch&)J #y oy — Ry, (70)
Oznatime-li levou stranu (70) (/(x) a pravou x(x), je
G(x) = ;U (1 -+ cotg un . cotg %) , sin /21 = % (71)
a funkee y(x) s pouzitim (69)
2 g4(x) - g.(x
p) = L) AG0), (72)

7291(“)

Na pt. pro pripad 1, 2 (63) je potom

a s pouzitim vztahi (64)
hy =1,
hy =0, + 0, + y,vr -+ &,
hy = 0,3, + 0,) + €8, + yuva)
hy = 0,0,0, .

Podobné vztahy se lchee najdou i pro ostatni pripady. Priklad grafického
fedeni frekvendnich rovnic £(x) == @(x) a G(x) = y(x) pro tyz piipad je vy-
znaden na obr. 14 a obr. 15. Z téchto diagrami je patrno, Ze podet priseéikl ar
F(x) a @(x) piipadnd éar (/(x) a y(x), jejichZ Gsetky udavaji kofeny frekvenéni
rovnice, je mengi, nez podéet viech kotent frekvenéni rovnice, jich# je o jednu
méné nez podet viech kotoudii. Z toho plyne, Ze predpoklad x < 2 plati jen pro
Cast kofenti. Pro ostatni, vy3di kofeny (které maji jen theoreticky vyznam),

bychom musili pfedpokladat x > 2.

K dosazenym vysledkiim by se mohlo dojiti i jinymi cestami, na pr. pfimym
fesenim soustavy linedrnich rovnie typu (5). Vyhodou pouditi diferenéniho
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podtu je viak jednoduchost, prehlednost a elegance fefeni, jakoz i jednoduchy
vysledny tvar frekven¢éni rovnice. Pii odvozeni provedeném za obvyklych
piedpoklada, uvedenych v tvodu, nebylo tieba sdhnout k zadnym dalSim
omezenim a proto lze celou Fadu niZsich kofent frekvenéni rovnice nalézt
pouhym nakreslenim ¢ary @(x) do pripravenych diagramt F(«), piipadné ¢ary
x() do diagramt G{«). Z téhoz divodu by bylo mozné piesnost vypodctu libo-
volné stupiiovat postupnym piiblizovanim. Neni toho vSak tieba, protoze
pouhé grafické feseni dava, jak bylo zjisténo mnoha provedenymi kontrolnimi
vypodty, vysledky piesnéjsi nez jiné obvyklé methody. Odpadi tu vybhledavani
ptiblizné hodnoty hledané frekvence, jez je nutné u zkusmych method, jakoz
i opakovani feseni za tlelem docileni presnéjiich vysledki. ProtoZe pro prak-
tickou potiebu je obvykie tfcba znat jen prvni dvé kritické dhlové rychlosti,
nent tieba kreslit cely pribéh Car @(«), pripadné y(«), nybrz jen jejich dva krat-
ké tseky v okoli vySetiovanych kofent frekvendni rovnice. Ve kterych mezich
tyto kofeny, t. j. hledané prasetiky dar @(«) a F(x) lezi, lze snadno posoundit
z prabéhu veétvi éar F(x), jakoz i z nulovych bodt a asymptot tar @(x), piipadné
dar y(x) a («). Tyto éary lze potom nakreslit od oka a v okoli kazdého pru-
setiku stadl vypoéitat 3 aZ 4 hodnoty funkce @(«x), resp. y{x). Vypolet tiselnych
hodnot mnohoélentt v racionalni lomené funkei vyjadiujict @(«), nebo y(x) se

v/

velmi zjednoduddi a urychli, nzije-li se k tomu Hornerova schematu.

Ke konci povazuji za svou milou povinnost podékovati na tomto misté prof.
Ing. Dr J. Kozesnikovi, ¢lenu koresp. CSAV, ktery rukopis této price s ne-
viedni ochotou preetl a doporudil mi nékteré dodatky ke konciim odstavei
3 a 4.1.1. Pi1 této prilezitosti jsem se dozvédél, ze Dr Kozesnik dogpé!l k po-
dobnym vysledkim jinou cestou ve své bohuzel neuvefejnéné praci ,,Kroutivé
kmitani hiideld na podkladé operatorového poétu Steinmetz-Heavisideova™,
ktera byla v r. 1933 odménéna cenou MAD.
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Peswome

MPUMEHEHNUE UCHUCTIEHUST KOHEUYHBLIX PABHOCTEN K 3AJIAULL
0O COBCTBEHHDLIX KPYTUJILIIBIX KOJEBAHUAX

SIPOCIAB AHATHA (Jaroslav Janatka)

{Locrymuno B pepaxmmio 7/X 1955 r.)

B c¢rarpe npnpognress MOBBIH, NPOCTOH MeTOJ ONpeleNeHAA cOOCIBEHHEIX
KPVTIIbHBX kogeGanuil ofiell cHCTeMBl ¢O MHOLHMU CTelleHIMA CBODOIEI, KO-
TOpPas COJCPHHT PAN PABHBIX MGKIY cO0OH 5ICMCHTOB-ONHOPORHYIO CUCTEMY.
C mMaTeMaTHyecKOi TOUKI 3PeHUA 3a/laYa CBOAUTCS K PEIICHUIO KPaeBoil npobie-
MEL PA3HOCTHOIO YPABHENHA OJHOPOAHOH CHOTEMEI, HPHYEeM KPAeBbIC YCJIOBHA
3aBHCAT OT JMHAMITYECKUX JHECTOKCTENl ImMOJlaTnUBRIX ¢BA3EH, KOTODEE CBI3LI-
BaioT ofe YacTu OJHOPOAHON cHereMBl ¢ jgofaBounsivMm guckamu. Yacrorst
¢oDeTBeRHBIX KoJe0aumil Beell cHMETEMBI NPONOPIHOHAJLHBL KOPHAM 4acTor-
HOI'0 VPaBHENWs OXHOPOAHOIl- cueTeMbl. HacToTHOE ypaBHEHNE MOMKHO Beerja
npeofpazoBaTh TaK, YTO OALA €ro 4acrb BaBUCHT TOJBRO OT YMCaa JUCKOB
OJIHOPOJTHON CHMCTEMEl, & BIOpas ~— TOJNBKO OT FHNAMWYECKHX 3HeCTKOCTeH npi-
COGJMHEHHBIX CHCTCM. OJTO GAWHHOE mpeodpasoBaHue PazmocTHOTO YPaBHEHS
MO3BOJAELT PELIATEL YPABHEINne MIPOCTHIMHA I'PAPUYCCKAMI METOTAMH COCTOSIINS-
M} B HaXOmIEHHU TOYEK Iepecededus ABYX cucereM juamii, Tark rar ogma us
cHCTEM 3aBHCHT TOJNBKO OT YHGJIA JUCKOB OJHOPONHOTO YpaBHeHMA, TO IJIsA
BCTpeHalOMuXca Haunbojiee 4acTO KOJHYECTB JIMCKOB MOMKHO e¢ JIapUCcOBATH
pas HaBcerja. 3HAYAT, pelleHHe CBOJMUTCA K HAYEPUeHHIO BTOPON CHCTEMEI
JHHAIN, KOTOPAad ABJiHeTCA TpaduroM ApoOHOI parnuonansuoi QyHRyuu, Koaf-
PUOueHTE KOTOPOH BaBHCAT OT IIapaMerTpoB KPYTUIbHOI cucrembl. Pemenwe
Ba/RHEIX MJIA UPAKTHKA CJIYyYaeB, T. e. HCCJEeOBAHMe HanMelbIX KOpHeH
YAcTOTHOI'0 YPABHEHAdA, OYenb IIPOCTO, HOTOMY YTO MOMHO JIETKO AATh OICHKY
TOTO, KaK OyAeT npoberars OjHA HIJIM [BE BeTBY BTOPO CHCTEMBI JIMHII, & B BEI-
IICIACHUAX MOKHO OTPAHMYATLCA HA HECKOIBRO TOYEK, HAXONAIINXCA B OKPECT-
HOCTH OKHTAEMBIX TOYCK IlepeceHelnd.

Summary

DETERMINATION OF FREE TORSIONAL VIBRATIONS BY MEANS
OF DIFFERENCE EQUATIONS

JAROSLAV JANATKA .
(Received October 7, 1955.)

This paper presents a new simple method of calculating the natural frequen-
cies of a torsional system with many degrees of freedom, which contains a se-
ries of identical units — a homogeneous system. From the mathematical point
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of view it is a solution of the boundary problem of the difference equation of
a homogeneous system, where the boundary conditions depend on the dynamic
spring constants of the flexible couplings, which couple both sides of the homo-
geneous system with other disks.

The frequencies of the free vibrations of the whole torsional system are then
proportional to the roots of the frequency equation of the homegeneous system.
It is then possible, in all conditions to arrange the frequency equation in such
a way, that one of its sides depends on the number of disks of the homogeneous
system only, while the other side depends only on the dynamical spring con-
stants of the joined systems.

This uniform arrangement of the frequency equation enables a simple gra-
phical solution, consisting of finding the points of intersection of two families of
curves. Since one family of curves depends only on the number of the disks of
the homogeneous system, it is possible once and for all to plot it for a usual
number of disks. The solution is then reduced to plotting the second family of
curves, which is a graphical representation of rational fractional function, the
coefficients of which depend on the parameters of the torsional system. The
solution of the practically important cases, i. e. the finding of the smallest roots
of the frequency equation is very simple, as it is possible to estimate the course
of one or two branches of the second family of curves and restrict the calculat-
ion to a few points in the neighbourhood of the expected intersection points.
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