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SVAZEK1 (1956) A P L I K A C E M A T E M A T I KY ČÍSLO 4 

Č L Á N K Y 

PvESENÍ VLASTNÍCH TORSNÍCH K M I T Ů DIFEPvENČNÍM 

POČTEM 

JAROSLAV JANATKA 

(DoŠlo dne 7. října 1955.) DT ; 534.1.013: 517.949.004 

V článku je uvedena jednoduchá methoda, výpočtu vlastních tors-
ních kmitů soustavy o mnoha stupních volnosti, jež obsahuje celou 
řadu stejných prvků. Po stránce matematické se jedná o řešení okra
jového problému diferenční rovnice homogenní soustavy, při čemž 
okrajové podmínky závisí na připojených obecných kotoučích. 

Prvním, kdo se u nás zabýval užitím diferenčního počtu k řešení 
úloh torsního kmitání, je K O Ž E Š N Í K . Tyto práce nejsou bohužel dosaži
telné a proto autor nemohl z nich čerpat.1) B U B I N S K Ý [1] použil dife-

• renčního počtu k redukci hmot homogenní soustavy a k sestavení t. 
zv. náhradní funkce, jíž potom užil k přibližnému vyšetření frekvence 
vlastních torsních kmitů. Povzbuzením bylo autorovi dílo KÁRMÁNOVO 
a BÍOTOVO [3]. 

Autorův příspěvek spočívá ve způsobu řešení a v nalezení prakticky 
jednoduchého tvaru frekvenční rovnice, která platí pro libovolný po
čet obecných kotoučů, připojených k oběma stranám homogenní sou
stavy. Pokud je autorovi známo, nebyla dosud ta to methoda nikde 
uveřejněna. Ani Kožešník ji ve své nejnovější publikaci [2] neuvádí. 

Výtah z té to práce byl autorem přednesen na I. vědeckopedagogic
ké konferenci vysokoškolských učitelů strojních fakult z oboru pruž
nosti a pevnosti a mechaniky v Košicích v listopadu 1955. 

Souhrn 

Obsahuje-Ii pružně poddajná soustava schopná torsních kmitů celou řadu 
stejných prvků (homogenní soustavu), je výhodné frekvenční rovnici rozštěpit 
na dvě části tak, aby dynamické účinky homogenní soustavy byly separovány 
od dynamických účinků vyvolaných okrajovými podmínkami této soustavy. 
Pro vyjádření frekvenční rovnice je přitom výhodné použít za argument bez-

1) Viz závěr. 
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rozměrnou frekvenci a, protože všechny potřebné matematické výrazy lze pak 
vyjádřit vesměs veličinami bezrozměrnými. Frekvenční rovnici byl proto dán 
tvar 

F(a) =- 0(a) , 

kde levá strana závisí pouze na homogenní soustavě a pravá strana pouzo na 
okrajových podmínkách této soustavy. Výhodou tu je, že transcendentní funkce 
F(a) obsahuje pouze jedinou konstantu n, která udává počet kotoučů homogen
ní soustavy. Proto ji lze jednou pro vždy pro běžné pocty kotoučů n = 4, (3, 8 
tabelovat nebo znázornit graficky. Jsou-li takové diagramy k disposici, pak 
stačí zabývat se pouze funkcí &(a). Funkce &(a) je obecně racionální lomená 
a závisí prostřednictvím svých koeficientů na konkrétním řešeném případě. Pro 
ty to koeficienty, litero závisí jen na poměrných číslech vytvořených z para
metrů soustavy, jsou uvedeny vzorce, takže číselný výpočet se redukuje na do
sazení do těchto vzorců, výpočet funkčních hodnot pro několik vhodně volených 
hodnot v, nakreslení malých úseků čáry &(a) do diagramu F(a) a vyšetření 
průsečíků obou čar. Úsečky těchto průsečíků udávají kořeny frekvenční rov
nice v?;. Kruhové frekvence vlastních kmitů dané soustavy se pak vypočtou 
z jednoduchého vztahu 

- i / — 

kde c a I charakterizují homogenní soustavu. (Význam veličin c a / je vysvětlen 
na str. 247.) 

1. Úvod 

Účelem článku je ukázat jednak jednoduchou methodu praktického výpočtu 
vlastních kmitli soustavy schopné torsního kmitáni, jakou tvoří na př. hřídel 
spalovacího motoru, jednak výhody praktického použití diferenčních rovnic 
k řešení technických úloh. Ke sledování výkladu není třeba znát theorii dife
renčních rovnic, protože lineární homogenní diferenční rovnice se stálými čini
teli, které zde jedině budeme potřebovat, se řeší obdobně jako analogické 
rovnice diferenciální. Protože problematika řešení spočívá ve vhodné formulaci 
okrajových podmínek, bude uvedena řada příkladů s nejrůznějšími okrajo
vými podmínkami, počínajíc s nejjednoduššími. 

Diferenční rovnice se hodí k řešení pružně poddajných soustav, které obsa
hují celou řadu stejných členů, jako na př. spojitý nosník s mnoha stejnými 
poli. Zatím co řešení takových soustav obvyklými obecnými methodami je 
velmi zdlouhavé a pracné, je řešení provedené s pomocí diferenční cli rovnic 
velmi jednoduché a přehledné. Části soustavy obsahující shodné členy budeme 
říkat soustava homogenní. V našem případě jí je hřídel opatřený řadou ko
toučů. 
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2. Základní rovnice 

Řešení provedeme za obvyklých předpokladů, fc. j . náhradní hřídel budeme 
považovat za nehmotný, avšak torsně tuhý, hmoty kotoučů za dynamicky 
ekvivalentní hmotám příslušných částí zalomeného hřídele a hmotám kývavým 
a posuvným. Účinek tření nebudeme uvažovat a budeme předpokládat, že 
systém je lineární. 
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Obr. 1. 

x 

Obг. 2. 

Soustava schopná torsních kmitů (obr. 1) obsahuje n stejných kotoučů o mo
mentech setrvačnosti I. Spojovací hřídele mezi kotouči mají touž torsní tu
host c.2) Stejné kotouče jsou očíslovány 0, 1, 2, . . . , n — 1. Účinek případných 
dalších kotoučů vlevo a vpravo od homogenní soustavy (v obr. 1 vyšrafované) 
na torsní kmity celé soustavy se v matematickém řešení projeví prostřed
nictvím okrajových podmínek homogenní soustavy. 

Z obecné theorie kmitů soustavy o několika stupních volnosti je známo, že 
kmitá-li uvažovaná soustava některou z přirozených frekvencí (volné nebo 
vlastní kmity), konají všechny kotouče harmonické torsní kmity se stejnou 
frekvencí a všechny kmitavé pohyby mají touž fázi. Označíme-li tedy kruhovou 
frekvenci vlastních kmitů co, pak okamžitá výchylka obecného kotouče očíslo-
vaného x je dána vztahem 

<Px = A* sin ((ot + xp) . (1) 

Při úhlové výchylce <px působí na x-tý kotouč (obr. 2) zleva a zprava vratné 
torsní momenty následkem poddajného spojení se sousedními kotouči x — 1 
a x -\- 1. Tyto momenty jsou úměrné torsním tuhostem spojovacích hřídelů 
a relativním natočením sousedních kotoučů. Pohybová rovnice x-tého kotouče, 
tedy zní 

I<Px = - c(Tr - <Px-i) — c(<p_ — (px+1) . (2) 
Z rovnice (I) plyne 

<Px = — M'2(Px • 

Dosadíme-li tento vztah do (2), dostaneme rovnici 

ho2(px = c((px - <p__x) + c((px - (px+1) , (3) 

2) Je to kroutící moment potřebný k relativnímu natočení dvou sousedních kotoučů 
o jednotkový úhel. 
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která vyjadřuje rovnováhu mezi setrvačným momentem kotouče a vratnými 
silami částí hřídele mezi sousedními kotouči. Označíme-li 

^- = ««. w 
můžeme (3) upravit na tvar 

9?<--i — (2 — ix2) cpx + 99x+1 = 0 . (5) 

J e to homogenní lineární diferenční rovnice druhého řádu se stálými činiteli 
a vyjadřuje závislost mezi úhlovými výchylkami tří sousedních kotoučů. Parti
kulární řešení této rovnice můžeme předpokládat jako u analogické diferenciální 
rovnice ve tvaru cpx = eXx, nebo cpx = ax. Dosadíme-li toto řešení do (5), dosta
neme 

ax+l[a2 — (2 — a2) a + 1] = 0 . . 

Pro libovolné cpx je třeba, aby obsah závorky se rovnal nule. Této podmínce 
vyhovují dva kořeny 

2 

«i.2= - —~2- ± f V ^ 2 - 4-

Ptešení diferenční rovnice závisí na tom, j e l i <x H| 0. Lze dokázat [1], že pro 
uvažovanou soustavu je vždy a < 2. Potom kořeny charakteristické rovnice 
jsou sdružená čísla komplexní 

«i,2 = č ± iy , 
kde 

č = l - y , 7= f l / í ^ , (6) 

a obecné řešení rovnice (5) v komplexním tvaru je 

^ =- C ^ + iyf + G2(/3 - iy)" . (7) 

Vyjádříme-li kořeny a12 ve tvaru exponenciálním 

ß + iy = Í//5'2 + y- . Є±<" , 
kde 

ľ tg «-*=-•£, l7?2 + ? 2 = V (8) 

jak patrno z (6), můžeme (7) psát ve tvaru 

<?, = C V ^ + C 2 e ~ ^ . (9) 

Ježto úhlová výchylka cpx je číslo reálné, musí býti obecné konstanty C\ a C2 

konjugovaná čísla komplexní. Vyjádříme-li si tedy C\ ve tvaru 

C\ = Ce« , 
musí platit 

C — CP '" 
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kde C a v jsou čísla reálná, Dosadímedi t y t o výrazy do (9) dostaneme 

( P x - C[éUíX+v) + e'i(f'x + v ) ] , 
nebo 

(px — A cos (fix + v) . (10) 

Tento vztah vyjadřuje obecné řešení diferenční rovnice (5) pro a < 2. In
tegrační konstanty A a v závisí obecně na okrajových podmínkách. Veličina /* 
je určena (až na celistvý násobek n) vztahem (8). Můžeme ji též snadno určit 
dosazením řešení (10) do diferenční rovnice (5). Vykrátíme-li společného čini
tele A, dostaneme tak 

cos [fj,(x — 1) + v] — (2 — a2) cos (fix + v) + cos [ji(x + 1) + v] = 0 

a po úpravě 
cos (fix + v)[2 cos /( — (.2 — a2)] = 0 . 

Pro libovolné cpx musí býti (se zřetelem k (10)) 

(X 
cos/i = i — — . ( i г 

nebo, použijeme-li vztahu 

II (X2 

cos // = I — 2 sin2 -~ = 1 — 

sm£-=±-£. (--•-. 2 -" 2 
Protože podle (4) 

-_• - ± ~2 (4.1) 

má praktický význam jen kladné znaménko v rovnici (11.1), Obecné řešení (10) 
jsme ovšem stejným právem mohli psát ve tvaru 

(px =-. B sin (fix + v) (10.1) 
nebo 

(px — C cos fix + D sin //£ . (10.2) 

3. Pózo úniky k řešení 

Obecné řešení obsahuje, jak pat rno ze vztahu (10), po případě (10.1) nebo 
(10.2), tř i neznámé veličiny, z nichž dvě jsou integrační konstanty, na př. A a v 
ve vztahu (10) a třetí je veličina //,, na níž závisí zatím neznámá kruhová frek
vence vlastních kmitů soustavy. Tato závislost je dána vztahy (4.1) a (11.1) a 
zní 

-IljЛif. (4.2) 
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Z obecné theorie kmitů je známo, že při vlastních kmitech soustavy nelze 
určit absolutní velikosti amplitud jednotlivých prvků, nýbrž jen poměrné jejich 
hodnoty, to je průběh kmitů podél soustavy v libovolném měřítku. Z tohoto po
znatku vyplývá, že konstantu A v rovnici (10) nemůžeme určit. Napíšeme-li si 
totiž poměr kterýchkoliv dvou úhlových výchylek, konstanta A se nám vy-
krátí. 

Zbývající dvě neznámé /zaf můžeme najít z okrajových podmínek na levém 
a pravém kraji homogenní soustavy. V obecném případě dostaneme t a k dvě 
rovnice pro /u a v, z nichž po eliminaci v vyplývá frekvenční rovnice pro [i, jejíž 
kořeny dosazeny do (4.2) udávají kruhové frekvence vlastních kmitů soustavy. 
Řešení je, jak uvidíme, zvlášť jednoduché tehdy, j e l i jeden konec homogenní 
soustavy volný. 

Okrajové podmínky se dají vyjádřit buď s pomocí úhlových výchylek (p, nebo 
kroutících momentů M. Proto si ještě odvodíme výrazy pro kroutící momenty 
vlevo a vpravo od obecného kotouče x. Část hřídele mezi libovolnými dvěma 
sousedními kotouči, na př. x a x + 1 je namáhána stálým kroutícím momentem 
c(<px — <px+1), který je roven součtu setrvačných momentů kotoučů po jedné 
straně hřídele. Podle toho bude hřídel vpravo od kotouče x (máme-li na mysli 
jen homogenní soustavu) namáhán momentem 

X v l 

MXP = c(rPx — (Px+1) = 2Ia>Vť = — 2 Ia)2(Px= 

i 0 /.' x • 1 

== Ac{cos [[IX + v] — cos [[A(X + I) + v]} = 

= 2Ac sin LÁx + i j + v] sin | - . (12) 

Část hřídele vlevo od kotouče x bude zřejmě namáhána momentem 

M*tL = C((P*-1 - <P*) = MX-A,P = 

- 2,4 csin \Jx - ~\ + v\ sin - | . (13) 

Protože v diferenčním počtu je první diference (diference prvního řádu) de
finována vztahem 

^'Px = <Px+l — <?.* , 

je 
Jf,, yj = - c Ac^, , 

to znamená, že kroutící moment vpravo za a?-tým kotoučem je co do velikosti 
úměrný první diferenci funkce vyjadřující úhlovou výchylku #-tého kotouče. 
Podobně platí 

MXjL = - c A p ^ . 
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Momenty na okraji homogenní soustavy jsou buď rovny nule, nebo jsou dány 
setrvačnými momenty připojených kotoučů, nebo závisí na poddajném spojení 
krajního kotouče s nehybným prostorem. 

4. Řešení při různých okrajových podmínkách 

4.1. Krajní kotouč homogenní soustavy je volný (obr. 3). 

Předpokládejme, že na př. levý krajní kotouč není spojen s žádným dalším 
kotoučem, a že proto může volné kmitat se soustavou po pravé straně. Okrajová 
podmínka na pravé straně může býti libovolná. 

Při matematickém vyjádření okrajové 
podmínky s pomocí úhlových výchylek 
kotoučů cp je potíž v tom, že neznáme (p0. 
Musíme proto použít vztahu mezi (p0 a cpx, 
který vyplývá z rovnováhy setrvačného 
momentu kotouče 0 a vratného momentu 
Části hřídele mezi kotouči 0 a 1. 

/ / / 

LГ 

/ 

Obr. 3. 

Ico2(p0 = c{(p0 •- cpx) . 

Použijeme-li označení (4) můžeme tuto rovnici psát ve tvaru 

(1 - « 2 ) ? O - W L = 0 (14) 

a vyjádříme-li « pomocí fi ( I I ) , dostaneme konečný tvar okrajové podmínky 

(2 cos fl - 1) qj0 — <px = 0 . (14.1) 
Dosadíme-li do ní 

dostaneme 

џ0 = A cos v , 

Џi = A cos [fi + v) , 

A[{2 cos fi — 1) cos v — cos (pí + v)] = 0 . 

Má-li vůbec vzniknout kmitání, musí býti A + 0 a proto musí obsah závorky 
býti roven nule. Po jednoduché úpravě dostaneme tak 

COS (fJL — v) — cos V = 0 
a konečně 

Protoze sin. -—• 

2 sin ^ sin — (2v — //,) = 0 . 

4= 0 pro co 4= 0, musí býti 

t. j. 
v = ^- + kҡ , 

sin |-(2ľ 

k 

p) = 0 , 

• 0, ± 1 , ± 2 , . . . (15) 
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Proto 
<px = A cos (fix + v) = A cos \p(x + I) + forc] , 

nebo jednoduše 

<Px = ± A cosfi(x + -i) . (16) 

Protože nás zajímá jen průběh výchylek v jednom smyslu, má praktický 

význam jen kladné znaménko. Jednoduchý výsledek v = ~, který platí ve 
2 

všech případech, kdy jeden konec homogenní soustavy je volný, ať je okrajová 
podmínka na druhé straně jakákoliv, podstatně zjednodušuje další řešení a 
umožňuje vypracování jednoduché methody vyšetření frekvencí vlastních 
kmitů soustavy. 

Ukažme si nyní, jak snadno dospějeme k témuž výsledku pomocí kroutících 
momentů. Je-li levý krajní kotouč homogenní soustavy, označený na obr. 3 
nulou, volný, je samozřejmě součet momentů po levé straně roven nule. Dosa-
díme-li tedy do obecného výrazu (13) pro MXJj za x nulu, dostaneme 

Mo|X = 2Ac sin í - - | + v\ sin | = 0 . 

Z této rovnice okamžitě plyne podmínka (15) a t ím i výraz (16). J a k vidět, je 
vyjádření okrajové podmínky s pomocí momentů mnohem jednodušší a proto 

fi 
v Uxus iu i v v j í i a u u c puuzi ivc iu . J_/WOCIU.IIIIC-H u.u \ÍAJ a, \íOj, V = 

dostaneme 

je budeme v dalším výhradně používat. Dosadíme-li do (12) a (13), v = e 
Ji 

MXjP = 2Ac sin fi(x + 1) sin ~ , (12.1) 

Mx,i = 2Ac sin fix sin --•. (13.1) 
Zi 

Tyto vztahy platí ovšem jen tehdy, je-li jeden konec homogenní soustavy 
volný. 

4.1.1. Předpokládejme, ze i druhý (pravý) krajní kotouč homogenní soustavy je 
volný. To znamená, že součet momentů po pravé straně posledního kotouče 
označeného n — 1 je roven nule. Dosadíme-li tedy do (12,1) x = n — 1, 
dostaneme 

Mn i ) P = 0 = 2Ac sin, fin sin — , (17) 

což je frekvenční rovnice uvažované soustavy. Její kořeny musí vyhovovat 
podmínce 

171 
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Hodnota i = 0 nemá praktického významu, protože jí přísluší OJ = 0. Kru
hové frekvence příslušné kořenům frekvenční rovnice (17) jsou podle (4.2), 
[2], [3] 

2 |/ j sin ~ , i = 1, 2, . . . , ( — 1) . 1 8 ) 

Často se pro jednoduchost považuje homogenní soustava za spojitý hřídel 
o torsní tuhosti 

a momentu setrvačnosti 

c » = » ' 

I„ = In . 

Přesně to platí ovšem jen v limitě pro n —.> oo a proto příslušnou frekvenci 
najdeme [2] jako limitu výrazu (18), t . j . 

a>.,-=- 2 /-? 

гя; 
sm — 

2n 

Ì
/ o i i i -

Гf иҷ - ' 
1 Һ П->00 x 

4 ' 
18.1) 

Podle [2] najdeme snadno chybu, jíž se dopustíme při konečném n ze vztahu 
(18). Vložíme-li t a m 

. in iii 
S l n 2 S ~ 2 Í ' 

dostaneme přímo (18.1). Připustíme-li na př. chybu 2%, pak musí býti 

in ^ n 
2n~ = ¥ ' 

t . j . 

n !> 4,5ť . I I I I I 

4.1.2. Jeden konec hřídele je vetknut. c c c c> 
Část hřídele mezi posledním kotoučem 
homogenní soustavy a místem vetkmití 
má torsní tuhost cv (obr. 4). Momentová Obr. 4. 
výminka za posledním kotoučem je 

-tf»-i, j . = C*<Pn-l ( 1 9 ) 

a po dosazení JI a ; 1 , a 93,, ze vztahů (10) a (12.1) pro x = n — 1, 

2^4c sin /m sin -9 = c,A cos/< |?i — — 

u U LJ 
0 1 2 n-1 

Označímeli poměrnou tuhost vetknutí 

CJL = 

C 
ľv 



bude poslední rovnice znít 
ľ 

z sm fin sm - = yv cos џ n 

a po úpravě 

cos fin cos — 
Zl R-^ïҺ0' 

/< 

T9.Г 

(19.2) 

Vyloučíme-li případy, pro které cos fin cos—- -= 0, protože by //nezáviselo na yv, 

je frekvenční rovnice 

tg џn tg £ = Y.> (20) 

Tato rovnice má základní význam a udává řešení všech případů, kde druhá 
okrajová podmínka je tvaru 

Mn_Xp - cyv<pn_x . (19.3) 
Pro obecné hodnoty yv nelze kořeny transcendentní rovnice (20) najít 

v uzavřeném tvaru a musíme se omezit na řešení přibližné a to buď grafické, 
nebo postupným přibližováním na základě odhadnutých hodnot fi. O grafickém 

znázornění funkce F(a) — tg fin tg -- bude pojednáno v následujícím odstavci. 
Á 

Je-li ve zvláštním případě cv = c, jest 

t - j . 

tg џn tg f = 1 , 

Ş (2n + I) = (2І - 1) :J, i = l . 2, ...,w 
2 2 

a příslušné kruhové frekvence jsou [3] 

o>, -= 2 7 s m \ 2 » (2Г 
' 2 t — 1 7T 

1 " 2 

Kdyby poslední kotouč byl nehybný, t. j . cv = co, zněla by frekvenční rovnice 

tg џn tg - | 

Vìj 

1 a kruliové frekvence vlastních kmitů by byly 

J / c . Í2i — 1 -r\ 
(22) 

Kdyby konečně cv = 2c, platily by vztahy 

t g ^ t g - | -= co , 

/*i == 

«ť = 

2ť — 1 7Г 

_ _ __,._ f 

C . / 2 t — 1 7Г 

'^ľ^Һг'2 
[23) 
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4.1.3. Jeden krajní kotouč homogenní soustavy je spojen hřídelem o tor sní tu
hosti cs se setrvačníkem o momentu setrvačnosti Is (obr. 5). Okrajová podmínka 
s pravé strany je 

Mn.,,, + //»V. = 0 . (24) 

Jedikož Mn_1P je součet setrvačných momentů všech kotoučů homogenní 
soustavy, vyjadřuje hoření podmínka, vlastně momentovou výminku rovnová
hy celé torsní soustavy, na kterou nepůsobí žádné vnější momenty. Neznámý 
úhel (ps najdeme z podmínky rovnováhy mezi setrvačným momentem setrvač
níku a vratným momentem příslušného spojovacího hřídele 

ItfftPs = Cs(<ps — <Pn-i) • 

Označíme-li analogicky ke vztahu (4) l i l I I 

L 
A, 

můžeme psát jednoduše 

<pа = Г — "л? 

(25 

(26) 

! / / 

iЗл 

Obr. 5. 

Označíme-li ještě podobně jako v předchozím případě 4.1.2 poměrnou tuhost 
poddajného spojení setrvačníku s homogenní soustavou 

7 = y' 
a dosadíme-li vztahy (25) a (26) do (24), dostaneme 

a2 

-Mn~l,P = Cys -—^r <Pn-l 
Oís 1 

Srovnáme-li (27) s (19.3), vidíme, že výraz 

(24. i; 

ľ-s 1 

má význam poměrné tuhosti, právě tak jako yv v (19.3). Zásadní rozdíl je 
ovšem v tom, že tcs závisí prostřednictvím as (25) na kruhové frekvenci vlast
ních kmitů co a na dynamických vlastnostech soustavy, t . j . na Is a cs. Zavedeme 
proto pro KS označení poměrná dynamická tuhost. Oznaěíme-li ještě poměr 

is
 s ' 

lze vztahy (25) a (27) psát jednoduše 

Ioŕ c^ /,, 
' cľ ' 7 

,\-
y A ' 

ys*
2 

*2 - yA ' 

(25. i; 

(27. i; 
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Ze vztahu (27.1) je jasně p a t r n á závislost xs n a bezrozměrné frekvenci a 
a n a poměrných číslech ys a ůs. Rovnici (24.1) můžeme nyní jednoduše psát 

-tf„-l,P = C*s<Pn~l • (24.2) 

Dostali bychom ji z (19.3), kdybychom zaměnili yv za xs. Proto můžeme analo
gicky ke (20) psát ihned frekvenční rovnici 

t g / m . t g f = --Í----. (20.1) 

Transcendentní rovnici (20.1) lze snadno řešit graficky, ježto obě strany rovnice 
jsou funkcemi téže proměnné a. Označíme-li levou stranu Fn(a) a pravou 
0QÍ(x), jsou ty to funkce definovány takto : 

FJa) = t g / m t g | . , s m | = | (28) 

• í > r a W = 2 „ ^ _ ; *, = - - l ^ -

a po dosazení a úpravě 

* - < « > = ( 2 = ^ ^ ^ * _ T O . <2»> 

kde 

a index 01 u CP(ix) značí, že jeden kraj homogenní soustavy je volný (0), a ke 
druhému je připojen jeden kotouč (1). 

Ke grafickému znázornění funkcí FJa) a &Q1(a) je výhodné znáti jejich cha
rakteristické vlastnosti, které nám nakreslení příslušných křivek usnadní, po 
případě ušetří vůbec kreslení některých větví. Protože je vždy a < 2, stačí sle
dovat průběh funkcí jen v intervalu 0 <I a < 2. 

Zabývejme se nejprve funkcí FJa), která má širší význam. Jelikož v uvede

ném intervalu je tg-~- + 0, bude mít FJa) nulové body [FJa) — 0] v místech 

pro něž 
tg fin = 0 , 

t . j . pro 

Ui = ~ , i = 0, 1. 2 ( » - 1) , 
n 

(pro i = n by bylo /in = -- a an — 2, což odporuje našemu požadavku a < 2). 
_i 

Těmto hodnotám //ř odpovídají 

« 0 i = 2 s i n ^ - (30) 
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Ježto dále tg - | v intervalu 0 <L a < 2 je konečný, bude mít čára Fn(a) 

asymptoty v místech, kde 

tg џn -= i oo , 
t . j . pro 

2г — 1 -л; 
^ = - " w - " • 2", - - l , 2 , . . . , n . 

Těmto hodnotám přísluší 

\~L-|V 
J a k patrno, bude mít čára Fn(a) n nulových bodů a stejný počet asymptot. 
Pro odhad kořenů a často stačí nakreslit čáru Fn(a) jen od ruky. K tomuto 
účelu je užitečné znát sklon tečny k čáře Fn(a) v nulových bodech. Ježto se 
jedná o funkci složenou, je 

dFn(a) _ dFn(a) d/* 
cLx dfi ' da 

Po provedení příslušných derivací a s ohledem na to, že v nulových bodech je 
tg fin = O, cos2 fin = 1, najde se snadno 

. ji 

dF(a)\ n S m ¥ 2na( 

da J 2 0 u 4 — (X2 

1 o cos2 ^ ° 

(32) 

Čára FJa) má podobný charakter jako tangentoida (obr. 6). Rozdíl je v tom, 
že první větev má v nulovém bodě tečnu vodorovnou a sklon tečny v nulových 
bodech dalších větví s rostoucím a stoupá (32), nulový bod nepůlí vzdálenost 
asymptot příslušné větve, nýbrž je posunut ve směru rostoucího a a vzdálenosti 
sousedních asymptot se s rostoucím a zmenšují. Čáry Fn(a) lze pro různé počty 
kotoučů n homogenní soustavy (t. j . pro obvyklé počty klik zalomených hří-
delů spalovacích motorů) nakreslit jednou pro vždy na zásobní listy (rozmnožit), 
protože funkce Fn(a) je bezrozměrná a nezávisí tudíž na rozměrech motoru. 

Funkce ^01(<x) závisí jak pat rno z (29) na dynamických vlastnostech torsní 
soustavy a je proto třeba ji v každém řešeném případě kreslit znovu. Výhodou 
tu je její jednoduchý průběh. Čára <P01(a) prochází počátkem, kde má vodo
rovnou tečnu a odtud klesá (má záporné pořadnice) až do místa 

«aS = l/2&A= / — - Ц , (33) 

2П7 



kde má asymptotu. Pro <x > <xs je @01(oc) > 0. J e l i cs = 2c je ocas = OD, pro 
cs > c není <xus reálné a čára # 0 i ( a ) asymptotu nemá. Asymptota padne zaru
čeně mimo naši pracovní oblast, je-li aas > 2, t . j . pro 

4 - C 

c. 
2 , c, < 2c . 

kГ(a),Ф(a) 

! I 

L 
o 

Obг. 6. 

/ / 

n-г n-i 

Ze vztahu (33) je vidět, že při stá

lém poměru — závisí poloha asym

ptoty jen na poměru j - a naopak. 

B 

Obr. 7. 
Kořeny frekvenční rovnice <xť jsou 
dány úsečkami průsečíků čar Fn(oc) 
a í>0i( a)- Příslušné kruhové frekven

ce vlastních kmitů se pak vypočítají ze vztahů 

I ' 
i = 1,2,3, . . . (34) 

Grafické vyšetření kořenů at x>ro homogenní soustavu se čtyřmi kotouči a se
trvačníkem je vyznačeno na obr. 6. Protože funkce í )

0 i(^) závisí jen, na pomě-
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c I 
rech — a — , lze změnou těchto poměrů snadno docílit změnu frekvence vlast-

C S i .9 

nich kmitů. 

4.1.4. K jedné straně homogenní soustavy jsou připojeny dva obecné kotouče 
(obr. 7 ) o momentech setrvačnosti IA a In (na př. setrvačník a rotor generátoru, 
nebo lodní šroub). Příslušné spojovací hřídele mají tuhosti c, a c / r Momentová 
výminka rovnováhy (okrajová podmínka zprava) je 

-*-"„-1,* + IAa*pA + I_a*pB - 0 . (35) 

Protože můžeme, jak známo, vypočítat jenom poměrné úhlové výchylky kótou 
čů, upravme si (35) takto 

Mn_ljP + [lAco2 + IBoř ?*\ ~T±- . <pn__ =- 0 . (35.1) 
\ <PA] <Pn~\ 

Označíme-li ještě podobně jako v předchozím odstavci 4.1.3 (25.1) 

IAco2 = c_ot_ , lBco2 = c_<x_ , 
(X (X 

a'=7J- *l = VW ( 3 0 ) 

y AUA yBUB 
dostaneme po dosazení a úpravě 

nebo jednoduše 
Mn~l,P = MAB<Pn-l , (35.3) 

kde 

Mn hl, + c«2 (-1 + -1 . Щ *ţ- . 9n__ = 0 (35.2) 
Wл Vв <Pл I <Pn-i 

У-л . - = - « • ( ! + | ^ ) ^ . (37) 

Tím jsme opět upravili okrajovou podmínku (35) na tvar (19.3), které odpovídá 
řešení (20). Nyní zbývá jen upravit výraz (37). Poměry úhlových výchylek mů
žeme určit z rovnic: 

IBco2cpB = cu((pB — tpA) , 

IA°*PA = CB{<PA - <PB) + C(VA - 9?n-i) • 

Použijeme-li označení (36), plyne z posledních dvou rovnic 

9>£ = 1 = _ Yj__s 
<PA 1 — <*_ a2 — y^s ' 

i - «* + 
YA <*_ — i 

YA(«2 - /*#,) 
«4 - « 2 [7-Л + Y-Фл + 0,)] + YAYB$WB 
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Dosadíme-li ty to poměry do (37), dostaneme po jednoduché úpravě 

n _ y^%W - r.,(fl_ + fl_)] , , 7 n 

"B «« - *-[y,0_. + y_(#_ + 0,)] + y ^ M * " 

Protože frekvenční rovnice je typu (20), je 

*«(-) = 2 + + -
a po dosazení 

0 Í V . = - r ^ a [ ^ 2 - r.(fl . + fl_)] , , 8 , 
021 ' ( 2 - y_) ^ - 7 ( 2 - y_) y_(tf, + 0,) + 2y_0_J «- + 2y_y_#_#_ " * ' 

Pro numerický výpočet se hodí lépe tvar 
ď> í„\ y^{oc2 — ea) . 
0 - ( a ) = 64^"6^+6, • ( 3 S J ) 

K jednoduchému vyjádření konstant v (38.1) je výhodné, kromě zavedení po
měrných čísel 

CA Cg n I „ I 

*<-T' 5'« = 7 ' *'TÁ' *'=T,' 
označiti ještě 

<5_ = yJh , fhs = y A • 
Potom " 

^ -= y _ ( ^ + 0 J = á_ + y_#_ , 62 = (2 - y j £_ + 2<5_ , (39) 

&4 = 2 - y_ , , 60 - 2Ó_Ó_ . 

Z rovnic (38) a (38.1) lze snadno vyčíst charakteristické vlastnosti $02(&)-
Čára <->02(«) má jeden nulový bod v počátku (oc01 = 0), kde má tečnu vodorov
nou a druhý pro a02 = e_. Další průběh čáry tf>02(#) závisí podstatně na tom, 
je-li 2 - y_ fe 0, t . j . 2c 11 c_. 

1. Je-li 2c > c_, je 64 > 0 a křivka G\2(<%) má dvě asymptoty, jejichž polohu 
udávají kořeny rovnice 

6 4 * - _ ^ 2 + 6 o _-. o . 

Protože všechna poměrná čísla jsou kladná, jsou obě asymptoty i)ři 64 > 0 
reálné. Mezi první a druhou asymptotou se @OÍ{OÍ) mění z kladných hodnot do 
záporných a prochází nulou v místě «0 2. Za druhou asymptotou je 0 O 2 > 0. 

2. Je-li 2c < c_, je 64 < 0, čára 0o%(oc) má jen jednu asymptotu a mezi po
čátkem a touto asymptotou je &02(oc) < 0. Za asymptotou je <->„-(«) > 0, za 
nulovým bodem je &oz(oc) < 0. 

3. Je-li 2c = c_, je 2 — y_ = 64 = 0 a 

q>»M - - -b^bT- - ~~ WA{^-JB) • ( 4 0 ) 
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/ / 
c 

n-2 n-1 

Nejčastěji je 2c > cA. Zajímají-li nás jen některé frekvence (první a druhá) 
není třeba celý průběh $ 0 2 (a) kreslit. Stačí zjistit asymptoty a nulové body, 
příslušné větve nakreslit jen od oka a spočítat tř i nebo čtyři body v okolí oče
kávaného průsečíku. 

4.S.5. Po jedné straně homogenní soustavy je více obecných kotoučů. Tak tomu 
bývá u složitějších torsních soustav, jako jo na př. hnací mechanismus motoro
vých vozidel. Postup je stejný jako v předchozích případech, jen racionální 
lomená funkce k vyjádření 0(rx) 
je vyššího stupně. J e potom 
vhodnější číslovat přídavné ko
touče od volného konce. 

Na obr. 8 je vyznačena tako
vá soustava s třemi přídavný
mi kotouči. Je-li m přídavných 
kotoučů, je okrajová podmínka 
podobně jako dříve 

Mn l r + ^coVi + / a o ) > 2 + . . . + I„«)V™ = ° > ( 4 1 ) 

nebo jednodušeji 
m 

-*-"«-1.* + 2 1 ^ ^ = 0-
i 1 

Souvislost přídavné soustavy se základní soustavou homogenní si vyjádříme 
podobně jako v odstavci 4.1.4 poměry úhlových výchylek fpi} i = 1, 2, ..., m 
k úhlové výchylce sousedního (krajního) kotouče homogenní soustavy označe
ného n — 1. Můžeme si také myslet, že tento kotouč patř í k přídavné soustavě 
s označením m + 1. Vytkneme-li tedy ze součtu setrvačných momentů <pm+x 

dostaneme 

Obr. 8. 

M, 9Wi 2 Ií6"2 ~ " = ° • 
І i 9'ш+i 

(41.1 

Se zřetelem ke známým vztahům 

Ifiř - Cť«2 _ Cy.^ -- Cy . — __ ç 

a p r o t o ž e <pm+x 

yA " W' 

<Pn-i> j a k shora uvedeno, můžeme (41.1) upravit na tvar 

Mn-\j, = 

Jelikož analogicky k (35.3) musí platit 

o ^ l <Pi 

ІTІ V І тn+i 

j « 

"'•п 1,р — С'ХтЦ'п-1 ! 

у - * - ^ * ** 
/6*1 ®г %п+1 

(42) 
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Poměry úhlových výchylek najdeme postupnou eliminací z podmínek rovno
váhy: 

Ii->Vi = ci(<Pi — <Pz) > 
1.W2<ř2 = C3(9?2 — <Ps) + Cx(9?ř — </-•,) , 

Im«>fy~. = CTO(9?m — 9?m+_) + C^.^í/',,, — </Jm__) . 

Použijeme-li opět označení Leo2 = <x2cť a dále pro jednoduchost yř#_ = <5., t . j . 
<x2 = <%2(5ť, dostaneme z první z rovnic (43) 

___— _ _____ 
99 2 (X2 — _, 

O z n a č í m e - l i /2(<x) = /2 = <x2 — <5_, d o s t a n e m e z d r u h é r o v n i c e 

9_2_ = _/g _ <___J_2 
ÍPa / 2 ( ^ 2 ~ f52 — #27l) — <V/l#2 /s 

Z třetí 
< _ _ = _ ^3/3 _ _ _ _3_3 

^4 / 3 (^ 2 - <Š3 - ůBy2) — ó2yJ}J2 ft 

atd. 
J a k patrno, platí pro poměr úhlových výchylek sousedních kotoučů obecný 

vztah 

+ = _ , , . / _ , (44) 
<Pi+l l i l i 

při čemž funkce /ž = /.(<x) jsou dány rekurentními vzorci 

/i = l , 
/2 _= a 2 — d1 , 

h = / 2 ( * 2 - 6* ~ &0i) - <5i7A/i > ( 4 5 ) 
/4 — /3(/%2 — _3 — # 3y 2) — Szy2&3f2 , 

fi = /.-i(«2 — ái-a — # ť-i}\-2) - &i-tyi-t#i-ifi-2 • 
Použití těchto obecných vztahů si ukážeme pro homogenní soustavu se 

třemi přídavnými kotouči, t . j . pro m — 3. Z rovnic (44) plyne 

9?3 _ , /a . 9_ ___ . * /_ . ? i á .3 * /_ 
— — 0 3 _— , — 0 2 0 3 -7- , — — 0_020 3 -7-

<Pé h <Pi fi n h 
a po dosazení do (42) s použitím závislosti d{ = yfli 

* 3 - -f- ( ó 2 7 A / i - yMz + /a) • (46) 
!4 

Vyjádříme-li /. s pomocí a (45), dostaneme konečně 

0 (a) - ... ̂  _ _ _ 3 _ ^ - «2«2 + _ _ _ . f 4 7 ) 
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O značíme-li opět 

bude 

(48) 

e i = <Si + 7í&2, 

e3 = ^2 + /"2#3 , 

«a = £i + H , 

aQ = e^ j — y1(52#3 , 

66 =- 2 — y3 , 

&4 =- (2 - y8) «2 + 2Ó3 , 

62 = (2 - y,) a0 + 2<53(<5a + £ l) , 

b0 = 2Ó&Ó? . 

Kdybychom do vztahů (48) dosadili c± = 0, t . j . yx — dx = ex = 0, dostali 
bychom, jak se lze snadno přesvědčit, vztahy pro homogenní soustavu se dvě
ma přídavnými kotouči. 

J a k vidět, nečiní řešení soustavy s několika přídavnými kotouči žádných 
potíží, jen nalezení obecných vztahů pro koeficienty racionální lomené funkce 
vyjadřující 0(OÍ) je při větším počtu těchto kotoučů pracnější, ale za to je lze 
stanovit jednou provždy. Rozbor průběhu <P0Z(a) se provede podobně jako 
v předchozích případech, nejlépe na konkrétním případě s číselnými hodnotami 
konstant. Výpočet číselných hodnot mnohočlenů pro proměnnou <x se provede 
velmi snadno Hornerovým schématem. 

4.2. Levý kraj homogenní soustavy není volný. Neplatí potom jednoduchý 

vztah (15) mezi (j, a v, t . j . v — ~ + kít, ani jednoduchý výraz (16) pro cpx. 

4.2.1. Předpokládejme, že k levému kraji je připojen kotouč T (na př. torsní 
tlumič) podle obr. 9. 

Okrajová podmínka zní /r 

lTořcpT = M0L 

a po obvyklé úpravě [(25), (26)] 

— CHrcp0 ~ M0L , 

kde 

(49) 

(50) 

/ / / / 
c 

П-2 П-1 

т 
ҡт —. y т 

0í% 

Obr. 9. 

Vyjádříme-li nyní cp0 a M0 L v závislosti n a / í a v vztahy 

cp0 = A cos v , 

i [v — ^J sin j , 
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a dosadíme-ii tyto výrazy do (50), dostaneme po úpravě 

cos (/./ — v) — (1 — HT) cos V == 0 . (51) 

To je základní vztah mezi// a v pro všechny případy, kdy k levé straně homo
genní soustavy je připojen jeden kotouč (T) a odpovídá okrajové podmínce (49). 

4.2.2, K levé straně homogenní sou
stavy je připojen kotouč T (tlumič) 
a k pravé kotouč S (setrvačník) podle 
obr. 10. 

/ / 
-vП 

n-2 n-i 

Obr. 10. 

Okrajová podmínka zprava je 

Mn_1P + Ism*<ps = 0 . 

Dosadíme-li do ní podle (12) 

in / Mn_hP = 2Ac_m\fi\n- ^ + -inţ, 
jakož i 

I/o2q\, = — CKHcpn_x 

a dělíme-li obě strany součinem Ac, dostaneme 

1\ , 1 . /i sin //[??, — - j + v\ sin -y = y., cos [//(w — I) + v] ( 52) 

52.1) 
a po uprave 

cos (/Lín + v) — (1 — *,.) cos [//(w — 1) + r] = 0 . 

Abychom mohli pohodlně vyloučit v z rovnic (51) a (52.1) separujme členy 
s cos v a sin v a zaveďme pro jednoduchost označení 

XT —= 1 — ř.r a As — 1 — xg . 
Dostaneme tak 

(cos JLI — XT) cos v + sin /./, sin v = 0 , 

[cos /m — As cos /. (w — 1)] cos v — [sin /.m — Xs sin //.(% — I)] sin v = 0 . 

Tyto dvě lineární homogenní rovnice pro neznámé cos /' a sin v mohou míti 
řešení od nuly různé jen tehdy, když determinant soustavy je roven nule. Tato 
podmínka vyjadřuje hledanou frekvenční rovnici a zní [3] 

sin ju(n + 1) — (As + XT) sin /m + XSXŤ sin /i(n — 1) — -0 , (53) 
kde 

li rx 
S l n 2 = 2 ' 

д, - ( 1 - y r ) ^ 2 — <5r 

( i — 7>s,) «
2 — a., 

. „ . . ^ ^ . . . . 

při čemž veličiny y a <5 mají obvyklý význam. 

/ „ = 

_ti4-



/ / 
c ' 

J a k patrno je levá strana frekvenční rovnice (53) funkcí a. Pro libovolnou 
hodnotu a můžeme tedy psáti 

yu(cx) — sin fi(n + 1 ) — (Ás + Ay) sin fin + As.Ar sin i,i(n — 1) . (53.1) 

Je-li iXi jedním z kořenů rovnice (53), je 

Vu(*i) = 0 • 

Sestrojíme-li tedy čáru y — y(<x), pak vzdálenosti nulových bodů této čáry 
(průsečíků s osou <x) od počátku udávají kořeny frekvenční rovnice y>u((x) — 0. 
Aby výpočet nebyl příliš prac
ný, je t řeba znát přibližnou , 
hodnotu příslušného kořenu <xť 

a t u můžeme vzít o něco menší, 
než vyjde pro danou soustavu 
bez kotouče T. 

4.2.3. K pravé straně homo
genní soustavy jsou připojeny 
dva těžké kotouče, na př. setr
vačník a rotor generátoru 
(obr 11). 

Okrajová podmínka zprava 
je stejná, jako v případě 4.1.4, 
proto platí i zde (35.3) a (37). 
Rozdíl je jen ve vyjádření 
Mn Xp a </\-i; které je třeba 
dosadit do (35.3) a které tu zá
visí na obecné hodnotě v. Po 
provedeném dosazení dostane
me rovnici, která se liší od (52) 
jen indexem u x. Platí tedy 
i frekvenční rovnice (53) zaměníme-li v ní ls za X 
rovnice tedy zní ip12,(oí) — 0, kde 

Obr. I I . 

/ / 
cr 

I I I 

IL 
n'-l 

Obr. 12. 

= 1 — x ,„. Frekvenční 

Vis.0*) = sin /u(n + 1) — (ÁAB + + ) sin im + XAUlr sin f.i(n — 1] 

Výraz pro AAtt dostaneme s pomocí (37.1): 

(1 - y j l ) a 4 _ [ ( l -yA)eB+ c5,]*2 + dAóB 

AAB ~ 

[53.3) 

J-'в ŕ 0A 
ÒA SJ, 

4.3. J ak patrno z odstavce 4.2, není řešení frekvenční rovnice typu (53) již 
tak pohodlné, jako řešení rovnice (20.1), protože jenom jeden její člen nezávisí 
na připojených kotoučích. Pokusme se proto upravit rovnici (53) na tvar (20.1), 
na př. tím, že danou soustavu převedeme na soustavu s jedním koncem volným. 
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Předpokládejme tedy, že obecný kotouč zleva T (tlumič) o hodnotách IT, cr 

(obr. 12) lze nahradi t dalšími n' kotouči, shodnými co do / a c s kotouči původní 
homogenní soustavy (o n kotoučích). Tím vznikne nová, náhradní homogenní 
soustava o n -\- n' kotoučích s levým koncem volným. Přídavná homogenní 
soustava (o n' kotoučích) musí míti za vlastních kmitů na původní soustavu 
týž dynamický účinek jako kotouč T. Účinek T se na původní soustavu přenáší 
kroutícím momentem 

CT((pT — (p0) = IT0)2(pT . 

Stejný moment musí za vlastních kmitů vyvinout i přídavná homogenní sou
stava. Musí tedy platit pro t u t o soustavu 

ITco2(pT = Mn,_1P. 

Pro původní soustavu musí ovšem současně platit 

IT(Ú2(pT = — CKT(p0 . 

Protože kotouč 0 původní soustavy musí míti stejnou úhlovou výchylku jako 
kotouč n' soustavy náhradní, t . j . (p0 = (pri', lze poslední rovnici pro náhradní 
soustavu psát 

~cxT(pn, = Mn,_lr. (54) 

Po dosazení <pn, podle (10) a Mn, _ l p podle (12), dostaneme 

— cxTA cos /i Irí -\- — j = 2Ac sin fin' sin — 

a po zkrácení Ac a rozepsání levé strany 

[ (i . , . [i~\ 
cos fj.n cos !— — sin /in sin •— - кт j cos џrì cos + — sin џrì sín ~ | = 2 sin џrì sin --

a po uprave 

tg^'.tg | = - ^ V - (ßß; 
Veličina n' t u patrně zastupuje integrační konstantu v. Abychom ji vylou

čili, potřebujeme vyjádřit okrajovou podmínku s druhé strany, v našem případe 
z pravé. Předpokládejme pro jednoduchost, že pravý konec homogenní sousta
vy je volný. Potom musí platit 

Mn.. „ v , = 0 
a po dosazení z (12) 

2^4c sin pi(rí + n) sin ^ = 0 . 

Protože 2^4e sin - 4= 0, vyhovuje této rovnici 
ů 

li(ri -\- n) — in , i — 0, 1, 2, . . . 
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t . j . 
fxri = — jun + in 

a 
tg jun' = — tg jun . 

Po dosazení do (55) dostaneme (20.1), čímž jsme si zatím alespoň na jednom 
příkladu ověřili správnost našeho postupu. 

4.3.1. Předpokládejme nyní, že na pravé straně je setrvačník S (Is, cs). Pří
slušná okrajová podmínka je jako (24), t. j . 

-#»' + „-_._. + IX.7* = 0, ' 
čili se zřetelem na (20.1) 

tg^(n ' + n ) t g | - - = ^ - . (56) 

Rozvedeme-li levou stranu rovnice (56) a dosadíme-li (55) dostaneme po 
úpravě 

/i Xa + X , — XgXj, 

tg „». tg _ = - _ _ - _ - _ — 2 , 
2 — (*_, + «_-) — KaXT -—a~- "" 

tedy 
<Ď „/v. = ^ ( ^ + «f — *-*-) (K<7\ 

llK } 2(a2 - xjcT) - a 2(x g + x ~ - *,?.,) • l * ; 

Dosadíme-li sem 
a 2 <x2 

x_ - 7- - Í — ^ a x- - -,_, -_—-á-~- , 
dostaneme 

* - W - t < ? ^ ^ - (58) 

O značíme-li 
ys + r_ — ysyT = y__ » 

lze konstanty a a & jednoduše vyjádřit takto 

az = y*_ > 
«o = y A + 7 A , 
64 = 2 - y„ , (59) 
62 = (2 — y_) ag + (2 — ys) ÓT + 2ysyT , 
b0 = 2(55ó- . 

4.3.2. Jsou-li k pravé straně homogenní soustavy připojeny dva obecné ko
touče A a B (a k levé jeden T, obr. 11), pak okrajová podmínka zprava je 

-~In' i n - l,p + I_«>V_ + Ia^Va = ° 
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a řešení je analogicky jako v odstavci 4.1.4 typu (20), t . j . 

tg џ(ri + n) tg Ł 
KAB 

(60) 

kde KAB je dáno rovnicí (37.1), která s naším zjednodušeným označením má 
tvar 

yAoc2((x2 — BB) 
KAB "*'-~(ČA + " « * ) * • + 'A*M ' 

(бi; 

Іñ /, 
/ / / 

.n.jм. 
/ / 

c П cй CB 

Obr. 13. 

Srovnáme-li (60) s (57), vidíme, že 

(XZ(XAB + «r — KAB^r) 
ф 1 2 ( « ) 

*2(«^.9 + *r — *_,***) ' 

Dosadíme-li sem výrazy pro ^ jako funkce a, dostaneme podobně jako dříve 

oc2(a4«
4 — a2<x* + a0) 

(62) 

Ф 1 2(a) = 
&в«

6 — b^ + 62a
2 — V 

(63) 

kde 

S7 

a dále 

«4 = у л т = уА + у у — у,у г , 

«2 = Улг^ + у А + у-Л > 

«о = у А ^ в + у А А = ЬАЬВЬ, 

(~~1-1А + 1В + / 0) , 

&. = 2 - y„ ř , 

6« = (2 - yAT) eB + (2 - yT) bA + (2 - yA) dT + 2y,y7, , 

K = (2 - y7.) SJB + (2 - y j óreB + 2(c5,ór + y ^ e j , 

b0 = 2dAÓJr, 
£B -= dB + yB$A • 

(64) 

4.3.3. Ar oběma krajům homogenní soustavy jsou připojeny dva kotouče. K jedné 
i . H, ke druhé T, R (obr. 13). 

J>ro 0(\) platí t u zřejmě rovnice analogická rovnici (62) jen s tím rozdílem, 
že veličinu * r musíme nahradit veličinou ?í7,/e, t. j . poměrnou dynamickou tu-
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hostí soustavy kotoučů T a R. Nahradíme-li i v (61) indexy A, B indexy T, R, 
dostaneme 

yTa
2(a2 — sB) 

a 4 — (dT + es) a2 + dTóJt ' (65) 

Dosadíme-li tedy výrazy (61) a (65) do (62) se zmíněnou záměnou KT za KTR, 
dostaneme 

* M - b^-b^+ b^b^+b0'
 ( 6 6 ) 

kde příslušné konstanty jsou dány vztahy 

«e = yAT = yA + yr — yAyT, 
ai = YAA8* + £ J + yAoT + yT°A, 

«2 = VAT^H + yAoT(oIt + eB) + yTdA(óB + eR) , 

a0 = yA°T^R^u + 7T^A°B^B — M ^ Í A j - ' 
6. = 2 - y ^ , 

&6 = (2 - y „ ) ( ^ + e j + (2 - yA) ÓT + (2 - yT) dA + 2yAyT , (67) 

64 = (2 - r^) -,«* + (2 - y j <3,((5yí + e j + (2 - yr) ^ ( d , + e j + 

+ 2[<5A + y^yř í^ + £+} , 

b2 = (2 - 7 J ór<5aeB + (2 — yT) dAÓBes + 2[dAóT(SB + ds) + yAyTeBeJt] , 

b0 = 2dAdBdTdIl , 

^ = oB + yJ>Á , 
EH = <5* + yi^T • 

Frekvenční rovnici (53) lze samozřejmě upravit na tvar (20.1), po případě 
(57) i cestou ryze matematickou. Rozepíšeme-li trigonometrické funkce součtů 
v rovnici (53), dostaneme po jednoduché úpravě postupně 

(1 + XSXT) sin fin cos fi + (1 — XSX ,,) cos /m sin a — (Xs + XT) sin /in = 0 , 

cos [in{tg jun[Xs + XT — (1 + XsXr) cos /i] — (1 — XSXT) sin fi} = 0 . 

Protože hledaná frekvence vlastních kmitů, závisí nutně na připojených ko
toučích, musí býti obsah složené závorky roven nule, t . j . musí platit 

tg jun[Xs + Xr — (1 + XSXT) cos fi\ = 1 — XSXT sin fx . 

Dosadíme-li sem podle (11) 

cos //,= ! — - -

a 
2 sin* Í ť 

2 QC 
sin a = = — 

tg * 2 Ur t 
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dostaneme po úpravě 
, , f_ _ o__\ — AsAr) 
gA- g 2 - - 2(A/+A,) - (1 + " i U r ) ( 2 - - " «-)' 

Zavedeme-li do této rovnice %5 a x y vztahy (52.2), dostaneme konečně 

2 2(a2 — xs?ťj.) — a 2 (« s + Jťy — ^S^r) ' 

což souhlasí se vztahem (57). 

5. Přehled výsledků 

Z dosažených výsledků vyplývá, že pro homogenní soustavu, k níz jsou vlevo 
i vpravo připojeny další obecné kotouče, lze frekvenční rovnici dát tvar 

F(a) - 0(a) , 

kde F(a) závisí jen na homogenní soustavě a 0(a) jen na připojených kotoučích. 
Je-li funkce F(a) definována vztahy 

F(a) = tg [in tg | , srn - | _ - , 

Me w ;'e počeč kotoučů homogenní soustavy, pak obecný výraz pro funkci 0(a) má 
tvar o, , v 

0(a) = *{>Cl + *- ~ *&*) __ (QS) 
[L > 2(a* - Kjx,) - * 2 ( ^ + * 2 - ^ 2 ) * l ' 

Veličiny ^ a JÍ2 jsou funkcemi a a vyjadřují poměrné dynamické tuhosti 
poddajných spojení obou konců homogenní soustavy s připojenými soustavami 
obecných kotoučů. Je-li jeden konec homogenní soustavy volný, pak jedna 
z poměrných dynamických tuhostí je rovna nule. Jed i tedy na př. ^ = 0 a 
x2 = x, zjednoduší se (68) na 

0(«» = wzrH • 

Jsou-li oba konce volné, je xx = x2 — 0 a 

0(a) _ 0 . 

V obecném případě po dosazení xx(a) a xz(a) je funkce 0(a) racionální lomená, 
tvaru 

0(a) = _«j@ , (69) 
g<Ao~) 

kde gx(a) a g2(a) jsou mnohočleny, jejichž konstanty závisí na poměrných hod
notách parametrů soustavy. N a př. pro homogenní soustavu s připojeným jed
ním kotoučem po jedné straně a s dvěma kotouči po druhé straně (případ 1, 2) je 

«-(a4*« - a2x* + a0) 
n i } ~ 6 > - b^ + 1 > 2 * 2 - b0'

 ( W ) 

kde koeficienty a ť a b{ jsou dány vztahy (64). 
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1 

Frekvenční rovnici F(a) — @(a) lze samozřejmě psát i ve tvaru (podle 68) 

1 1 2(a2 - xxx2) 
F(a) ~ <P(z) ~ aH^-V^-x^ 

nebo 
a' 
2 ̂ Ы > Ь < ^ -

- » ( « ) = — - ,4 _ „ _ . -

OznaČíme-li levou stranu (70) G(a) a pravou %(a), je 

<?(«) = | . /1 + cotg /m . cotg | j , sin | = | (71) 

a funkce #(<_) s použitím (69) 

Z W = _J_W + __Í . (V2) 

^yú01) 

Na př. pro případ 1, 2 (63) je potom 
/i6a

6 — /i4«
4 + /i,,;%

2 — h0 

a^oč* — a2a
2 + a0 

při čemž podle (63) a (72) je 

l\- = h(bi + ať_8) , A0 = | 6 0 , 

a s použitím vztahů (64) 

K - i , 
K - $A + dT + j ^ y , + eB , 
/z2 = ^(Ó / ; + ÓT) + t7i(r5í, + yAyT) , 

K = dAd£dr • 

Podobné vztahy se lehce najdou i pro ostatní případy. Příklad grafického 
řešení frekvenčních rovnic F(a) — 0(a) a G(a) — %(a) pro týž případ je vy
značen na obr. 14 a obr. 15. Z těchto diagramů je patrno, že počet průsečíků čar 
F(a) a 0(a) případně čar G(a) a %(a), jejichž úsečky udávají kořeny frekvenční 
rovnice, je menší, než počet všech kořenů frekvenční rovnice, jichž je o jednu 
méně než počet všech kotoučů. Z toho plyne, že předpoklad a < 2 platí jen pro 
část kořenů. Pro ostatní, vyšší kořeny (které mají jen theoretický význam), 
bychom musili předpokládat ,x > 2. 

Závěr 

K dosaženým výsledkům by se mohlo dojíti, i j inými cestami, na př. přímým 
řešením soustavy lineárních rovnic typu (5). Výhodou použití diferenčního 



počtu je však jednoduchost, přehlednost a elegance řešení, jakož i jednoduchý 
výsledný tvar frekvenční rovnice. Při odvození provedeném za obvyklých 
předpokladů, uvedených v úvodu, nebylo třeba sáhnout k žádným dalším 
omezením a proto lze celou řadu nižších kořenů frekvenční rovnice nalézt 
pouhým nakreslením čáry &(oc) do připravených diagramů F(a), případně čáry 
%(a) do diagramů G(a). Z téhož důvodu by bylo možné přesnost výpočtu libo
volně stupňovat postupným přibližováním. Není toho však třeba, protože 
pouhé grafické řešení dává, jak bylo zjištěno mnoha provedenými kontrolními 
výpočty, výsledky přesnější než jiné obvyklé methody. Odpadá t u vyhledávání 
přibližné hodnoty hlodané frekvence, jež je nutné u zkusmých method, jakož 
i opakování řešení za účelem docílení přesnějších výsledků. Protože pro prak
tickou potřebu je obvykle třeba znát jen první dvě kritické úhlové rychlosti, 
není třeba kreslit celý průběh čar 0(a), případně %(a), nýbrž jen jejich dva krát
ké úseky v okolí vyšetřovaných kořenů frekvenční rovnice. Ve kterých mezí cli 
t y t o kořeny, t . j . hledané průsečíky čar &(&) a F(a) leží, lze snadno posoudit 
z průběhu větví Čar F(a), jakož i z nulových bodů a asymptot čar &(a), případně 
čar x(a) a G(a). Tyto čáry lze 'potom nakreslit od oka a v okolí každého prů
sečíku stačí vypočítat 3 až 4 hodnoty funkce @(o<), resp. %(a). Výpočet číselných 
hodnot mnohočlenů v racionální lomené funkci vyjadřující @(a), nebo %(«) se 
velmi zjednodušší a urychlí, užije-li se k tomu Hornerova schématu. 

Ke konci považuji za svou milou povinnost poděkovati na t o m t o místě prof. 
Ing. Dr J . Kožešníkovi, členu koresp. ČSAV, který rukopis té to práce s ne
všední ochotou přečetl a doporučil mi některé dodatky ke koncům odstavců 
3 a 4.1.1. Př i této příležitosti jsem se dozvěděl, že l)r Kožešník dospěl k po
dobným výsledkům jinou cestou ve své bohužel neuvcřejněné práci „Kroutivé 
kmitání hřidelů na podkladě operátorového počtu Steinmetz-Heavisideova", 
která byla v r. 1933 odměněna cenou MAP. 
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Резюме 

ПРИМЕНЕНИЕ ИСЧИСЛЕНИЯ КОНЕЧНЫХ РАЗНОСТЕЙ К ЗАДАЧЕ 
О СОБСТВЕННЫХ КРУТИЛЬНЫХ КОЛЕБАНИЯХ 

ЯРОСЛАВ ЯНАТКА ^агоз1ау ^апа ;̂ка) 
(Поступило в редакцию 7/Х 1955 г.) 

Б статье приводится новый, простой метод определения собственных 
крутильных колебаний общей системы со многими степенями свободы, ко
торая содержит ряд равных между собой элементов-однородиуго систему. 
С математической точки зрения задача сводится к решению краевой пробле
мы разностного уравнения однородной системы, причем краевые условия 
зависят от динамических жестокстей податливых связей, которые связы
вают обе части однородной системы с добавочными дисками. Частоты 
собственных колебаний всей системы пропорциональны корням частот
ного уравнения однородной- системы. Частотное уравнение можно всегда 
преобразовать так, что одна его часть зависит только от числа дисков 
однородной системы, а вторая — только от динамических жесткостей при
соединенных систем. Это единиое преобразование разностного уравнения 
позволяет решить уравнение простыми графическими методами состоящия-
ми в нахождении точек пересечения двух систем линий. Так как одна из 
систем зависит только от числа дисков однородного уравнения, то для 
встречающихся наиболее часто количеств дисков можно ее нарисовать 
раз навсегда. Значит, решение сводится к начерчению второй системы 
линий, которая является графиком дробной рациональной функции, коэф
фициенты которой зависят от параметров крутильной системы. Решение 
важных для практики случаев, т. е. исследование наименьших корней 
частотного уравнения, очень просто, потому что можно легко дать оценку 
того, как будет пробегать одна или две ветви второй системы линий, а в вы
числениях можно ограничиться на несколько точек, находящихся в окрест
ности ожидаемых точек пересечения. 

З и т т а г у 
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of view it is a solution of the boundary problem of the difference equation of 
a homogeneous system, where the boundary conditions depend on the dynamic 
spring constants of the flexible couplings, which couple both sides of the homo
geneous system with other disks. 

The frequencies of the free vibrations of the whole torsional system are then 
proportional to the roots of the frequency equation of the homegeneous system. 
I t is then possible, in all conditions to arrange the frequency equation in such 
a way, tha t one of its sides depends on the number of disks of the homogeneous 
system only, while the other side depends only on the dynamical spring con
stants of the joined systems. 

This uniform arrangement of the frequency equation enables a simple gra
phical solution, consisting of finding the points of intersection of two families of 
curves. Since one family of curves depends only on the number of the disks of 
the homogeneous system, it is possible once and for all to plot it for a usual 
number of disks. The solution is then reduced to plotting the second family of 
curves, which is a graphical representation of rational fractional function, the 
coefficients of which depend on the parameters of the torsional system. The 
solution of the practically important cases, i. e. the finding of the smallest roots 
of the frequency equation is very simple, as it is possible to estimate the course 
of one or two branches of the second family of curves and restrict the calculat
ion to a few points in the neighbourhood of the expected intersection points. 
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