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SVAZEK1 (1956) A P L I K A C E M ATE M ATI KY ČÍSLO 6 

Č L Á N K Y 

APLIKÁCIA METODY S I E T Í NA R I E Š E N I E PROBLÉMOV P R Ú D E N I A 

P O D Z E M N E J VODY P O D H Y D R O T E C H N I C K Ý M I STAVBAMI 

LADISLAV MEJ ZLÍlv 

(Došlo dne 13, února 1956.) DT: 624.131.6:627.8 

Aplikácia metody sietí na riešenie rovinného permanentného lami-
nárneho prúdenia podzemněj vody v roznych prostřediach (homogenně, 
nehomogenně, izotropně, anizotropné). Číselný příklad gravitačný múr 
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Úvod 

Prúdenie podzemnej vody pod hydrotechnickými stavbami sa v posledně] 
dobo u nás aj v cudzine stává predmetom stále starostlivé] šieho skúmania. 
Zatial čo ešte koncom minulého storočia sa například vztlakové účinky vody 
presakujúcej pod priehradami nebrali vóbec do úvahy a často sa o ich existencii 
nevědělo, máme dnes už početné teoretické spisy ako aj výsledky rozsiahlych 
meraní spravených pre tento účel. V posledných rokoch nastává v skúmaní 
pohybu podzemných vod nový velký rozmach najma zásluhou velkých úspe-
chov sovietskych bádatelov. 

J e to preto, že účinky presakujúcej vody majú velký vplyv na hlavné dimen-
zie vodných diel a že stavebné Technické opatrenia majúce za účel tieto ne-
priaznivé účinky paralyzovat bývajú velmi nákladné. J e preto snahou projek
t a n t e v poznat vopred priebeh vztlaku, hydraulických spádov, priesakových 
rychlostí a množstiev pri návrhu vodného diela. Prúdenie jiodzemnej vody 
podlieha určitým fyzikálnym zákonom a dá sa po istých zjednodušeniaclL 
abstrahovat na matematický problém riešenia parciálnych diferenciálnych 
rovnic alebo previesť na riešenie na základe fyzikálnej analogie. 

Předložené pojednanie sa zaoberá přibližným riešením diferenciálnych 
rovnic, ktorým prúdenie podzemnej vody podlieha, a to tzv. metodou sietí. 
Táto metoda má oproti iným matematickým cestám niektoré podstatné vý
hody: 

a) přesnost dá sa lubovolne s tupňovat (ovšem len za cenu počtárskej práce), 

b) nie je náročná na odbornú kvalifikační riešitela, 

c) je univerzálna a dajxi sa ňou s rovnakými teoretickými ťažkostmi riešiť aj 
velmi zložité T^roblémy prúdenia, 

d) značná časť práce sa dá „zmechanizo v a t " , takže ju móžu prevádzať aj máJo 
kvalifikované sily, ktoré vlastnej problematike nemusia ani rozumieť. 

Ako nevýhodu třeba uviesť množstvo počtárskej práce. Příklad uvedený 
v oddiele VII . si vyžiadal na 350 pracovných hodin. Na omluvu uveďme, že 
aj iné matematické cesty sú časové náročné a že pochybujeme, že by ktorá-
kolvek z nich bola shódnejšia, Takisto v tomto případe možeme povedať, že 
aj riešenie analógiami by bolo obtiažné vzhladom na nehomogenitu v priepust-
nosti v poměre až 1 : 7500. 

Autor tohoto článku chce podat praktický a konkrétny návod na riešenie 
problémov, ktoré sa v praxi skutočne vyskytujú. Nezaoberá sa preto odvede
ním, a kritikou rovnic pre pohyb podzemnej vody, presnosťou převodu diferen-
ciálnej rovnice na diferenčný tvar, konvergenčnými otázkami a najma opomíja 
odhad chyby. O týchto otázkách sa laskavý čitatel' dozvie viac od povolaněj
ších autorov uvedených na konci článku. Ak bude čitatel postupovat podlá 
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ďalej uvedených směrnic, može si byť istý, že chyba v jeho riešení bude hlboko 
pod presnosťou dosažitelnou v predpokladoch, najma v koeficiente priepust-
nosti. 

I. Definícia podzemnoj vody 

Vodou v pode rozumieme vodu v kvapalnom stavo nachádzajúcu sa pod 
zemským povrchom, v priestorách hornin; a to vodu, ktorá nie je krystalicky 
ani chemicky viazaná. 

Vodu v pode dělíme na vodu viazami povrchovým napát ím a vodu podlie-
hajúcu gravitácii. 

V našom pojednaní budeme sa zaoberať výhradné vodou podliehajúcou 
gravitácii, ktorá sa obyčajne nazývá podzemnou alebo spodnou vodou. Táto 
móže byť stojatá alebo tečúca, s volnou hladinou alebo napatá . 

II . Předpoklady o prudění podzemně] vody 

Pri našich úvahách budeme sa zaoberať výhradné pruděním laminárnym, 
ktoré nastává vo velkej váčšine prípadov v podzákladiu vodných stavieb. 
Ak totižto horniny majú lasy a trhliny, v ktorých by pri očakávaných spádoch 
mohol nastať turbulentný tok, snažíme sa ich technickými opatreniami utěs
nit. Laminárny priesak može byť rovinný alebo priestorový. V ďalšom budeme 
sa zaoberať váčšinou len priesakom rovinným. Taký druh prúdenia nastává 
pováčšine pod najvyššími casťami vodných stavieb, ktoré sú pre stanovenie 
charakteristických rozmerov konštrukcie smerodajné. Ak sa u základovej 
horniny vj rskytne vrstevnatosť nerovnobežná s normálou na vodné dielo, 
móžeme priesak taktiež považovat za rovinný, ovšem v směre vrstevnatosti. 

Ďalej ešte předpokládáme, že prostredie, ktorým sa priesak děje sa nedefor
muje a že teda nemění v dósledku sil presakovaním vyvolaných svoju prie-
pustnosť. Taktiež předpokládáme, že presakujúca voda je nestlačitelná a má 
stálu viskozitu. Budeme sa takisto zaoberať len permanentným pruděním, 
nakolko za tohoto stavu bývá konštrukcia vodnej stavby najnebezpečnejšie 
namáhaná (výnimku tvoria zemné hrádze). Vo svojich úvahách budeme ďalej 
předpokládat platnost Darcyho zákona 

v = k.J, 

v = priesaková rychlost, 

Je — koeficient priepustnosti prostredia, 

J -•= hydraulický spád. 
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III . Rovnice pre rovinné, permanentně a laminárne prúdenie podzemnej vody 
v rOznych prostrediach 

V tejto časti uvediome diferenciálně rovnice |)re rovinné, permanentně a la
minárne prúdenie podzemnej vody, a to v tvaroch vhodných pre převod na 
riešenie metodou sictí. 

Os X budeme předpokládat horizontálnú, os Y zvislú, jej kladný směr 
zdola nahor. 

a) H o m o g e n n ě i z o t r o p n ě p r o s t r e d i e . 

Homogénnym prostředím pre prúdenie podzemnej vody nazýváme prostre
die, ktoré má v každom mieste rovnaké vlastnosti čo do priepustnosti. 

Izotropně prostredie pre prúdenie podzemnej vody je také, ktoré má v danom 
mieste vo všetkých smeroch rovnakú priepustnosť. 

Homogenita a izotropnost sú teda dve vlastnosti vzájomne neodvislé. 

Rovnice pre zložky vx a vy priesakovej rychlosti a rovnica kontinuity sú: 

-.= --*-£, (i) 
yv 8x 

„y^-±dJL-k> < 2 > 
V, o?) 

'%'- + %L = 0 . (3) 
cx cy 

vx> (vv) ~ zložka rovnoběžná s osou X (Y) priesakovej rychlosti v, ktorá je 
kladná, ak sa voda pohybuje kladným smerom súradnej osi, 

j'„ — objemová váha presakujúcej vody, 

p — tlak presakujúcej vody. 

Dosadením (1) a (2) do (3) s ohladom na to, že k — konst. (homogenita) j e : 

£? + £ ? = o. . (4) 
cx1 cy2 

Ak zavedieme potenciálnu funkciu v tvare 
V 

Ч' — IV I Ф=-k[L + y\, (5) 

дФ 
vľ — 

cx 

дФ 

(ß) 

(?) 
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Potenciálna funkcia 0 musí takisto vyhovovat rovnici 

dx2 dy2 

b) N e h o m o g e n n ě i z o t r o p n ě p r o s t r e d i e s h l a d k o p r e m e n n o u p r i e -
p u s t n o s ť o u . 

Nehomogénnym prostředím pre prúdenie podzemnej vody nazýváme pro
stredie v ktorom sa priepustnosť miestne mění. 

Hladkou premennosťou priepustnosti rozumieme okoTnosť, že funkcia 
určujúca koeficient priepustnosti ako aj jej prvé derivácie (vo všetkých smě
rech) sú v celej oblasti, ktorou sa priesak doje, spojité. 

Premenný koeficient priepustnosti označme t u kxy. Rovnice pre zložky prie-
sakovej rychlosti sú 

«. = - ̂  t • <°> 
yv dx 

* = -%>%;-*- < 1 0 > 
Yv °y 

Rovnica kontinuity má tvar (3). 
Dosadením (9) a (10) do (3) dostáváme 

i . ^ ^ ) + « ( i . M + y . ^ . = 0 . (II) 
dx \ 8xJ oy \ oyj dy 

Převedením naznačených úkonov dostáváme: 

id*p d*p\ dkX!l dp 8kxy dv dkxy __ 
xu\dx2 ^ dy2) ' 8x dx ' dy dy ' 7v dy ~~ ' [ ' 

Zavedením 

" [ľv + У 

móžeme rovnicu (11) alebo (12) písať takto: 

i . ( t w « L . ) + ^ ( ^ ^ | = 0 (14) 
dx \ dx J dy \ dy ' 

a zložky priesakovej rychlosti sú 

d0„ d0 
^ ( 1 6 ) , v„ = hy-p 

dx dy 
c) I z o t r o p n ě p r o s t r e d i e s p ř e t r ž i t é p r e m e n n o u p r i e p u s t n o s ť o u . 

Tu předpokládáme, že prostredie, ktorým sa priesak doje, je rozčleněné 
na rad dielčich homogénnych oblastí na sebe navázujúcich. Vdielčich oblast iach 
platia rovnice (1) až (8). Na hraniciach dielčich oblastí musí byť v obidvoch 
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prípadoch splněná podmienka spojitosti zložiek vv priesakovej rychlosti nor-
málnych k hranici: 

v„j - vv>n . (17) 

Ide vlastně o vzájomne závislé určenie okrajových podmienok stýkajúcich 
sa dielcich oblastí. 

Potenciálna funkcia 0 sa však nemóže použit v tvare danom rovnicou (5), 
ale musí sa použit bud funkcia t laku p, alebo funkcia %p v tvare 

*-(H-
Rovnice (6) a (7) pre zložky priesakovej rychlosti v dielcich oblastiach sú: 

v,. = k <. дУ' 
( X 

( 1 8 ) , ь ?1 
•1ду 

a rovnica (8) přejde na tvar 

Ц + ^ | = 0 . 
дx2 ćy2 

(19) 

[20) 

Y 

\ 
\ 

\ \ 
\ У-iÇ 

d) A n i z o t r o p n é h o m o g e n n ě p r o s t r e d i e so s t á l ý m i v z á j o m n e n a s e b a 
k o l m ý m i o s a m i a n i z o t r o p i e . 

Anizotropiou (vzhladom k priepustnosti) voláme 
vlastnost podložia, kedy jeho priepustnosť je v rež
ných smeroch rozna. Osami anizotropie voláme směry, 
v ktorých v danom mieste je priepustnosť maximálna 

' a minimálna. Stálými sú tioto osi vtedy, ak v kaž-
X dom mieste oblasti majň tieto osi rovnaký smer. 

Použijeme následovně označenie: 

Xx, Yx — súradné osi rovnoběžné s osami anizotropie, 

Obr. 1. O.si anizotropie. *-' ^ " «ú™dnice n a O^ách XltYlt 

e —• uhol medzi horizontálou a osou X x . 
(Pozři obr. 1.) 

Zložky vxl a vyl, priesakovej rychlosti sú: 

— sú r o d n é osi 

osi anizotropie 

, l дP , • 
vxl = — kxЛ\- - — + sm.£ | , 

\}'v ć x i 

I 1 д p 

(21 

Dosadením (21) a (22) do (3) dostáváme 

<JŁp 
к, Ą + *„ -j* = o • 

C)2p 
riň 

;гз) 
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Položením. 

_>„ = - +- »! sin e + 7/j cos e 

móžeme zložky priesakovej rychlosti písať v tvare 

.25) . дФ> 
r.?;, 

_ 7 ð Ф « 

a rovnicu (23) v tvare 
Я2ф Я-ф 

/íæl д__ + *"г '~й" o . 

(24) 

[26) 

[27) 

e) A n i z o t r o p n é n e h o m o g e n n ě p r o s t r e d i e s h l a d k o p r e m e n n o u 
p r i e p u s t n o s ť o u s p r e m e n n ý m i , a l e v ž d y v z á j o m n e n a s e b a k o l 
m ý m i o s a m i a n i z o t r o p i e . 

Osi anizotropie tvoria sústavu vzájomne na seba kolmých čiar | = konšt. 
a fj — konšt., kde 

Š = f x ( x , y ) ; rj = f2(x,'y). 
(Pozři obr. 2.) 

Koeficienty priepustnosti ke a kt) v směre t y čníc k čiaram 
| — konšt. a r\ — konšt. nech sú extrémně a urcujú mieru 
anizotropie. 

Označme ásx a ds2 prvky dížky ua týchto osách a dalej 

H.=VW+M•, B,=1/Ěr + íIF. m • ÓX 

d%] \c'i]j y \tír) 

Potom má rovnica kompatibility tvar: 

Э(Я2__) , д(Hxъ, 
__:__: ?_ __ o . 

Tu značí 
дh _ I ŕ_ 

V£ ' ~ 'ч Җ - ~ - f 7~ ~f 
ć)A _ ì øй 

Ä = 1 | y . 
Уv 

Dosadením (30) a (31) do (29) máme: 

8 L H, 8h\ д L H, bh\ 

* * * * 

anizotropnogt. 

(29) 

(30) 

(31) 

(32) 

(33) 

Týmto sme vyčerpali, všetky možností prostředí, ktoré sa možu prakticky 
vyskytnut. 

*fí -I* -7* •!* 
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f) Z i s t e n i e p r i e s a k o v é h o m n o ž s t v a . 

Priesakové množstvo Q tečúce cez volajakú hranicu c = j(x, y) obdržíme 
integráciou zložky priesakovej rychlosti vy normálnej k hranici c: 

Q = §vv ås . (34) 

kk je hranica c uzatvorená, potom množstvo Q musí byť nulové, 

g) V ý s l e d n á p r i e s a k o v á r ý c h l o s ť . 

Výslednou priesakovou rýchlosťou menu jeme maximál-
nu priesakovú rýchlosť v danom mieste. 

Výsledná priesakovú rýchlosť v lubovoínom bode nele-
žiacom na hranici dielčich oblastí (definovaných skoršie) 
dostaneme podlá vztahu 

Obr. 3. Výsledná 
priesaková rýchlosť. 

a jej směr je 

(Pozři obr. 3.) 

= Ш + Ą) 

arc tg 

(35) 

(36) 

IV. Okrajové podmienky 

Účelom riešenia prúdenia podzemnej vody je nájsť k daným okrajovým pod-
mienkam funkciu t laku vody p v póroch zeminy, alebo potenciálnu funkciu 
<P (0a, 0n, y>). 

Tento problém možno matematicky formulovat takto : riešiť zmiešanú 
okrajovú úlohu (s dostatocne hladkými okrajovými podmienkami) prerovnicu 
eliptického typu v obmedzenej oblasti. 

Bez dókazu (ktorý sa vymyká rámců tohoto pojednania) uvádzame, že 
riešenia skór uvedených diferenciálnych rovnic sú jediné. 

Okrajové podmienky pre riešenie vyšeuvedených rovnic sú v praksi najčas-
tejšie dané: 

1. Potenciálom 0, (0a, 0n, ip) alebo tlakom p na okrajoch oblasti (za okraj 
v tomto zmysle je třeba považovat aj singulárny bod). 

2. Zložkou priesakovej rychlosti na okraji oblasti normálnou k tomuto 
okrajů. (Táto zložka móže byť daná aj nepriamo ako na pr. na hranici dielčich 
oblastí podmienkou róznej priepustnosti dielčich oblastí.) 

3. Tak zvanou volnou hladinou, t. j . jednak nulovou poradnicou tlaku 
na určitej čiare a súčasne nulovou zložkou priesakovej rychlosti kolmou k nej, 
pričom poloha vofnej hladiny je vopred neznáma. 
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V. Riešenia prúdenia podzemnej vody 

Riešenia skór uvedených diferenciálnych rovnic obvyklými matematic
kými cestami narážajú na značné ťažkosti a vyžadujú mimoriadne znalosti 
v tomto obore, ktoré projektanti zameraní na širšiu problematiku navrhovania 
vodných diel málokedy mávajú. S ohladom na zložité poměry v podzákladí 
vodných stavieb je možné len celkom výnimočne nájsť explicitnú formulku, 
ktorá by riešila vyššie uvedenu úlohu. Pre numerické vyriešenie danej kon-
krétnej sústavy je pre projektantov velmi výhodné ak sa podaří riesenie 
buď grafické alebo pomocou fyzikálnej analogie. 

U nás sa grafickými metodami zaoberal najma prof. BAŽANT ml.; podrobné 
pojednania najdeme v jeho dielach „Proudění podzemní vody a jeho vliv na 
navrhování základů staveb, zvláště jezů", „Kreslení proudových sítí'''. Tieto 
diela sú u nás snadno dostupné. Poskytujú rychle a spolahlivé výsledky v prí-
padoch, keď podložie je homogenně alebo zložené z niokolkých oblastí s po
měrné málo rozdielnou priepustnosťou. Dajú sa taktiež použiť v jednoduchších 
prípadoch anizotropných podloží. 

Taktiež metoda analogií je dostatočne přepracovaná a čitatel najde podrobné 
návody v dielach ARAVINA, H E T É N Y Í H O atď. Analógia elektrického póla sa 
móže užiť v prípadoch homogénnych a aj nehomogénnych a izotropných 
podloží, analógia elektrickej siete vo všetkých prípadoch. 

VI. Aproximatívne riešenia metodou sieti 

1. V š e o b e c n é . 

V našom pojednaní budeme sa podrobnejšie zaoberať přibližnými riešeniami 
počtárskymi, kedy sa riesenie základnej diferenciálnej rovnice prevedie tak 
zvanou metodou siete na systém algebraických simultánnych lineárnych 
rovnic. 

Metoda spočívá v tom, že hladanú funkciu (nech už ide o tlak p, alebo 
potenciálně funkcie 0, &a, &n, xp) nahradíme v určitom rozsahu (danom zvole
nou sieťou) funkciou jednoduchšou. V případe riešenia parciálnych diferenciál
nych rovnic druhého radu, aké sa pri prudění podzemných vod vyskytuji!, 
postačí, ak náhradnou funkciou F bude polynom druhého stupňa, tedy 

F = a0 + axx + a%y -l a3xy + aAx
2 + aby

2 • (37) 

Náhradnú funkciu F vyjádříme pomocou jej (zatial neznámých) pořadnic 
v uzloch siete, ktorú vhodné zvolíme a ktorou pokryjeme oblasť priesaku, 
pričom položíme podmienku danú základnou diferenciálnou rovnicou, tedy 
například 

?Z _,_ f£ = o. 
dx2 ró\f 
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Derivácie vyjádříme pomocou skór zmienených pořadnic v uzloch siete. Tak 
dostaneme pre každý uzol siete jednu lineárrru algebraickú rovnicu. Súhrn 
týchto rovnic vytvoří sjetém, ktorého vyriesoním dospějeme k hladaným 
poradniciam v uzloch siete. Z takto získaných pořadnic vytvoříme si už snadno 

přehrad o prudění podzemnej vody a odvodíme z 
nich všetky priesakové rychlosti, hydraulické spá
dy, priesakové množstva atď. 

2. V o l b a s i e t e . 

T V 

2* 

m 
Ricšenie je t ý m presnejšie, čím je sieť hustšia. 

"*"' S hustotou siete rastie však tiež, a to velmi rychle 
Obr. 4. Ortogonálna (najmenej s kvadrátom), rozsah počtárskei práce. 

nepravidelná sieť. V J
 i

 J , v . , . / 5
 A

 l . J ,x 

Je tedy nutné urcrt mreru a sposob ako siet volit. 
Na základe převedených výpočtov konkrétných prípadov, ktoré bolí zrov-

iiané s riešeniami přesnými, alebo s riešeniami na základe analogií, je možné 
siet považovat za dostatočnú vtedy, ak pri základovej škáre stavebného 
objektu má okolo 7 až 9 uzlov. V okolí objektu je třeba oká siete asi v troch 
radoch pod, před a za ním ponechat v rozmeroch daným počtom ok pri zákla
dovej škáre. Ďalej sa móže sieť zřeďovat tak rýchlo ako je to len možné. 
Postu]) pri zřeďovaní siete bude osvětlený neskoršie. J e taktiež výhodné 
(ačkolvek nie nutné) aby uzly siete ležali na lomoch základovej škáry. Je však 
třeba, aby na každý pád sa uzly umiestnili na rozhranie oblastí s róznou prie-
pustnosťou a na okraj oblasti, ktorou sa priesak děje vóbec. 

Zo všetkých druhov siete sa za najvhodnejšie považuje sieť pravoúhlá 
a štvorcová. Okrem výhod poměrné dobrej přesnosti umožňuje jednoduché 
a rychle zostavenie rovnic. Pre jednoduché případy vystačíme so 00 — 70 uzla-
mi, případy dost zložité si vyžiadajú aj 150 uzlov. 

3. P ř e v o d d i f e r e n c i á l n y c h r o v n i c n a d i f e r e n č n ý t v a r . 

Niž.šie uvedieme převody diferenciálnych rovnic oddielu I I I na diferenčný 
tvar. Budeme brat zřetel len na ortogonálně siete (okrem jedného případu), 
pričom odvodíme rovnice pre nerovnostranné siete. Rovnice pre siete štvorcovó 
si laskavý čitatel napíše 1'ahko sám, keď položí /5 = y = fi — v a prevedie 
elementárně úpravy. Označenie uzlov siete a jej stráň je zřejmé z obrázku 4. 

a) H o m o g e n n ě i z o t r o p n ě p r o s t r e d i e . 

Rovnice (1) a (2) pre zložky priesakovej rychlosti v bode h siete (pozři obr. 4) 
v diferenčnom tvare sú; 

_ k (y» - /?*) pt - y ' P , + fi>Pi . . 
U-"-~W" IrW-i-y) ' ( ' 

(«.). = - - ^--"^Z^ ±j*P. _ k . (39) 
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Rovnica (4) sa prevedie takto: 

_ . J_ , _ _ _ » _ , _ _ _ / L i _L \ v - 0 .40. 
W + y) ry(P + y) r f^ + v) h . (/, + .) ^ y + ^ / ^ " ( } 

Zhodne možno proviesí aj rovnicu (8). 

Zložky priesakovej rychlosti ako funkcie pořadnic potenciálnej funkcie 0 
(pozři rovnicu 5): 

( , ) * ~ " iW+7) '• < 4 l ) 

<_-___•>-»-*. + ____ 
/.. (/i f- . ) 

b) I z o t r o p n ě p r o . t r e d i e s h l a d k o p r e m e n n o u p r i e p u s t n o s ť o u . 

Rovnice (9) a (10) pre zložky priesakovej rychlosti v bode k slete (pozři 
obr. 4) sú: 

,„ . K (.2 ~ . 2 ) v, - y-íh, \ ft2v, , . , . 
[vx)k — fl-,fl-j v , (*o) 

y. P>(/> + y) 
/„, . __ KV(V- — tňpt — V2pm + /I-Pn 

y. fxv(ii + v) 
Rovnica (II) v diferenčnom tvare znie: 

api + t>Pi + cpm + dpn + eph + f — 0 . (45) 
Tu značí: 

a ~ , Ы , " - . У + , , - . ( . *-'•')]• 

<= _ - ' - [ i / 2 - _ _ . ) fc„ + _ ! - /_;*._ _, 
/< + ,'[/< \ /< / ' /< + ,-\,_ 

_ = -L_[_ 2-___u+-j-ki.-fc.ii 
/< -f . I . I . / /. -j - i1 U" 

. _ _ „ , [ ! [(__+__: _ 3] + _ . [ _ _ _ . _ _ _ , 
(/> y [ /iy J /.._ [ fiv 

+ y+Z. tjlh-h\ -f. _________ [_. _ _M 
y +fi \y2 P'2/ ' /~ +v [v1 fi2J ' 

Rovnica (12) v diferenčnom tvare je: 

a(0n). + b(0n)t + c(0n)m + d(0n)n + e(0n)k - 0 . (47) 

Koeficienty a až e sú rovnaké ako je udané vo vzorcoch (46). 
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Zložky priesakovej rychlosti ako derivácie potenciálně] funkcie &n sú (pozři 
rovnice (15) a (16)): 

, N . (y- - fS2)(0n)k - ý*(0n)t + p(0n)t 

MP + y) 'x)k n'xy (48) 

Ю* = *«* 
(V- - ť)(0n)k ~ vH$n)m + fl*(&n)n 

fiv(fl + v) 
(49) 

f-#- -.••••• •>•'•': 

^+;+i& 
/*—I — T V ; 

c) I z o t r o p n ě p r o s t r e d i e s p r e t r ž i t o p r e m e n n o u p r i e p u s t n o s t o u . 
V tomto případe je třeba sieť usporiadať tak, 

y aby: 
cl) jej uzly ležali na hranici dielčich oblastí, 

fc X 
c2) alebo uzly ležali na priesečíku hraníc via-

cerých dielčich oblastí. 

V dielčich oblastiach, ktoré sú samy o sebe 
homogenně, sa použijú vztahy (38) až (42); zbý-

Obr. 5. Izotropně prostredie s v a ^ d y uviesť rovnice, ktoré platia na rozhraní 
pretržito premennou priepust- dielčich oblastí. 
nosťou, rozhranie dielčich ob- , , . X T ... . . 

lastí je zvislé. a d cl) Uvedieme rovnice pre tri případy po
lohy rozhrania: 

cla) Rozhranie je zvislé (pozři obr. 5). 
Zložky priesakovej rychlosti sú: 

V dielčej oblasti I: 
h(y2-p2)Pk-y2pl + P2p'i Jx)k,i [vx)k,ll — 

>v)k.,i 

v dielcej oblasti I I : 

v„)ь т = — — 
Уv 

Уv ßy(ß + y) 

kт (v2 — fŕ) pk — v2pm + fi
2pr 

//?>(// + v) - * , ; 

Юkм — (vx)k.i = — 
k„ (y2 - (P) pk ~ y2p\ + pPi 

ľ , ßy(ß + У 

kn (v2 — //-) pk - v2pm + fi2pn 

— - —; —т— г kп . 
Уv џv(/A + v) 

>y)k,ll 

(50) 

(51) 

(52) 

(Щ 

Tu značí: 

l+ (k-u) — koeficient priepustnosti dielčej oblasti Í ( II ) . 

,/І 

Vг = L _ Г £ 
ßkj + ykjj [ 

, l ßki+ykjjl 

ß2 
- ßi ~ Һi) Pk + (ß + У) kjVl + ' - (kjj - kj) pt , (54) 

(Һi ~~ k.) p,.+У^ (kj - kjj) Vl + (ß + y) kjjpA . (Щ 
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Zložky priesakovej rychlosti ako derivácie potenciálněj funkcie ip sú: 

/_ ) _ ( v ) _ fc ď2 - /?2) v. - y*v. + A _ 
(f-)*,i - («-)*,« - * - "fiAPTyF 

(„ _ _ i. ( , ; 2 - ___» vj, — v > « + /-V. 
\Vv)l\l A 7 / ,"" \ i 

ini/i + v) 

Ыk\U = ( " J M ^ &/ 
(_____) V f c - _ _ _ j _ _ _ 

ІW + ľ) 
v _ /„ ( î ; 2 — Z'2) V;fc — v2ipm + //>.„ 

xìк.ii — кп / , ҷ • 

џv(џ + v) 

(56) 

(57) 

(58) 

(59) 

T u značí: 

Vl Џi + yкĄ 
\--^-г-

t-(kI-k„)щ + 

Ь-(Ä//-*/)Vil. (60) I 
y _| _ 

!+) V;д: 

40 ' . l 

+І+И y 

V2-^%/. 

J_ L (&, - !+,) VÍ + (/S + y) krrwA . (61) 0 b r - 6- Izotropně prostrodiespretržito 
fj ' "' Yl u n m v premennou pnepustnostou, rozhrame 

Pre uzol & použije sa nasledovná rovnica: 
Vyjádřeme v termínoch funkcie p: 

je vodorovné. 

j -" + y -" +(^< + ̂  (TÍ4 > p- + ̂ * • ) " 
Pltu + yh yk„ + pk\ Q 

/?y ^ÍÍ/ / * 

Funkcia y musí taktiež vyhovovat rovnici (62) namiesto _? sa píše t/;. 
clb) Rozhranie je vodorovné (pozři obr. 6). 
Zložky priesakovej rychlosti v termínoch tlaku p sú: 

v dielčej oblasti III: 
hn (y2 - n Pk - y2yž + Pyt 

yv fy(P + y) 

(62) 

Ы, 

(Vv)k.,m = (Vv)k,iv 

v dielčej ob las t i TV: 

( « _ ) * , I V = 

__ __ — _________ ______ + /**_, Ä, 
y- //)'(//. + ?') 

__ (ľ 2 - ___; ___ ~ ľ 2 Ť + + /8-PІ 
y-' ' ßy(ß + y) 

(63) 

(64) 

(65) 

f« . - ŕ« ì - kjv ()'2 "" - - ?9/l' ~~ - - * + Џ%Vn /• ííiбì 
Уv Иv(џ + v) 
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Tu značí: 
l [-/i2 — i-2 

v'm = -T; _ r w + — Í T ~ (*™ - ^ ) ^ + ^ + ") ^"P™ + 
/« _ / . VKiv L 7 

//,2 1 
+ ~ (kiv ~~ _//) Vn + y^(/i + v) (&/F — /<_._) , (67) 

j r . — /. y-

Vn = ~T— r--,,,"- -7 . " ( / í " ~ ^ í ) f c + 77 ^ ' " ~~ h'r> Pm + 
/ ' _// T VIÍ_V ^ / Í //, 

+ (// + v) kIvpn + jv>(// + »>)( _r - &,„) . (68) 

Zložky priesakovej rychlosti ako derivácie potenciálnej funkcie ip sú: 

v dielčej oblasti I I I : 
/„ x _ i, (r2 - 1 3 2 ) w>c — r 2 ^ + P_ji 
\ux)k.iii — .// o 1 o i" T" ) ßy(ß + 7) 

ř f , ) - ( v ) -ъ ("2 - fŕ) У>ъ _ __» + _ Ь . 
(.)/,/// - ( _)/,,/г - _,/ - - ^ ( 7 Г + Í ) ' 

(69) 

(70) 

v dielčej oblasti IV: 
, (y2 - P2) w, - Y*VX + f*p* , 7 n 

(v ) _ řw \ _ fc ( r 2 Z _2 _* - __» + <">» í72\ 

Tu značí: 

_ = 
] r j/ 2 _ _ v2 „2 "I 

V- 1 7 ^ - - ( _« — &jr) ^fc + (;« + . _/7V«. + — (*/7 — -//) Wn » 
/* _// "T * _v I ^ V 

(73) 
1 rv2 _ _ .,2 r,2 -1 

Wn = = T _—_- (Krv ~ Kin) _ H ( _// — _r) Vm + (/< + . _».« • 

_// "i" r / .' L /* /* fik_ 
(74) 

Pre uzol & použije sa nasledovná rovnica (vyjadrenie v termínoch funkcie p): 

(/**-„ + Vkjv) [ — ^ - - + 7 ^ - -1 + -™ Vm + ^ Pl l -
|_/./? + y) y(/5 + y)\ /i v 

_ n__^_±_ __ ±j__\ _ _ 

Ak použijeme pre riešenie funkciu ip, nahradíme (75) rovnicou: 

^ - . ± ^ + ^ ± _ ^ \ v , , s _ 0 . (76) 
/. _* 

cle) Rozhraníe je šikmé. 
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Zostavenie rovnic ozřejmíme na příklade (j)ozri obr. 7). V takom případe 
je třeba voliť sieť tak, aby hranica prechádzala uzlami siete. 

Rovnica pre uzol h znie: 

b2 b2 

lci 7T* (Ví - V i) + K ~i (V i - Pt) + h {pm ~ ph) + 
ÍL ti 

+ kniPn ~ Pt) ^ yMh ~ K) • (77) 
Ak zavedieme funkciu tp musí pre uzol h platiť: 

1c' ^2 (У'i ~ V*) + K —2 (WІ — V*) + кÁУ> (љ a 
Wi) + ЫWn - Щ) = 0 . (78) 

I ' l -
Obr. 7. Izotropné prostredie s pře
trž i to proměnnou priepustnosťou, 

rozhranie je šikmé. 

Obr. 8. Izotropné prostredie s pře
trži té proměnnou priepustnosťou, 

rozhranie je šikmé a lomené. 

Výpočet zložiek priesakovej rychlosti v uzle h je zdíhavý a zložit}^; bude 
preto vhodnejšie na tieto usudzovať zo zložiek, ktoré móžeme priamo a jedno
ducho vypočítat u stredobodoch p, q, r, s (pozři obr. 7). 

Podobné postupujeme aj keď šikmé rozhranie ide v směre druhéj ulilo-
priečky ok siete (pozři obr. 7), pravidlo je, že pre koeficienty neznámých 
PI,PÍ... sa použije koeficient priepustnosti v tom istom uzle. 

ad c2) Zostavenie rovnic pre izotropnú nehomogenní! oblast zloženú z via-
cerých homogénnych oblastí. Tu zbývá odvodit rovnicu ])re uzol, v ktorom 
sa: 

c2a) hranica lomí, 
c2b) stýkajú hranice viacerých dielčich oblastí. 
c2a) Lom hranice. 
Zostavenie rovnice ukážeme na příklade (pozři obr. 8). Podlá skór uvede

ných pravidiel, je třeba sieť voliť tak, aby uzly lézali na lomenej hranici. 
Pre uzol h musí platiť: 

W+y)(,h - v"] + W+T)(,h - >h) + W+r) <"'" - l h ) ' 

+ r(iћ^ (ft - ľ.) = / ; + v <*- - M • !79) 
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Ak použijeme funkciu y>, rovnica znie: 

k, 

ß(ß + 3 {lľl _ ľ / j (V» — Vz 
*, 

м(/t У(č + ľ) (Vm — Vfc) + 

(80) 

O výpočte priesakových zložiek platí to isté ako . 
v odstavci cle, právě t a k ako o zostavení rovnice 
pře iný směr lomenej hranice. 

c2b) V uzle sa stýká viac hraníc dielčich ob
lastí. 

Ak hranice dielčich oblastí prechádzajú uzlami 
siete podobné ako na pr. v obrázku 9, rovnica pre 

Obr. 9, izotropně prostredie u z o l Je m á t v a r : 
s pretržito proměnnou prie-
I)ustnosťou, styk viacerých Je, 

dielčich oblastí. o e o , —. (Ví ~ Vk) 
ß(ß + У y(ß + y) (VІ - Vн) 

k 
v (Vm - ÌЧ) + - т Д — л (Vn - Pы) - ~ т - (*» - fcf /í(/í + v) v{џ + v) // + v 

Í8Г 

kde indexy l, i... koeficientu priepustnosti & udávajú, že ide o koeficienty 
tej oblasti, v ktorej ležia uzly l, i Pri použití funkcie ip je rovnica: 

WTЎ) <f> ~ щ) + W+V)iy" - Vt) + W+^) 
h 

( n - Wк) =- ° • 

(Уm — V*) 

(82) 
*(/•* + 5') 

O zložkách priesakovej rychlosti platí to isté, ako bolo zmienené v odstavci cle). 
Často sa vyskytne uzol, v ktorom sa hranice stýkajú podobné ako je to 

naznačené na obr. 10, t. j . případ kedy sa hranice stotožňujú s okami siete. 
Vtedy sa použije rovnica (81) lebo (82), ale s t ý m rozdielom, že namiesto koefi-
cientov priepustnosti klf km, kn (vztahuje sa len na obr. 10) sa použijú priemerné 
koeficienty k',, k'm, Jc'n podlá rovnice: 

k,fl + kuv 
/* + v k: 

K - -
k' = 

kjß + k_y 
J'+y 

kuß + kшy 

(83) 

ß + У 
Pri stanovení priemerných koeficientov sa postupuje tak, že sa vedu symetrály 
medzi uzlami /, Je; k, i; k, m; k, n. Tým vznikne rovnoběžník p, q, r, s. DÍžky 

414 



úsekov napr. p, V; r, V ... (pozři obr. 10) udávajú potom váhu koeficientov 
priepustnosti dielčich oblastí I a I I , akou sa zúčastňujú na priemernom koefi
ciente k[ (pozři rovnice (83)). 

d) A n i z o t r o p n é h o m o g e n n ě p r o s t r e d i e so s t á l ý m i v z á j o m n e n a 
s e b a k o l m ý m i o s a m i a n i z o t r o p i e . 

, — + * 
І L J І 

\—Л-

ih 

"_h 
4 г 

Obr. 10. Izotropně prostredie s přetr
žité premennon priopustnosťou, sty]-: 

viaeervch dielčich oblastí. 

Obr. i 1. Anizotropné homogenně prostre
die so stálými vzájomne na soba kolmými 
osami anizotropie; ncrovnostranná orto-

gonálna sieť. 

V tomto případe je nutné volit sieť rovnoběžné s osami anizotropie. 
Rovnice pre zložky priesakovej rychlosti sú (pozři obr. 11): 

I jy2___L__a) P* - y"Pi±ý2Pi 
/ W + y) 

- Ł 
Уv 

+ sin ғ. 

Ыk = - Ь 
. P (* /<•-) Vk — v-pm + rpn 

fiv(fl -\- v) 
COS £ 

Dosadením (84) a (85) do rovnice kompatibility (.3) máme: 

„*. _ - J_ A*I^ ,__ i _ *_• v i 

W + y) P M y(č+yPť %(.."+v)Pw ; 

+ - A 1 „_ P n __ (_£i + M Vk __ o . 

(84) 

(85) 

(86) 

Ak použijeme potenciálnu funkciu 0a v tvare (24), píšeme zložky priesakovej 
rychlosti v uzle k takto: 

*1,,~" " tW + y) 

\vul)k — k,i\ ~ 
(v* - / t-) Ф„, - r-Ф ( l w + / ŕ2ф ( ( ř ; 

/«'(/' -1 ť) 

(87) 

íss; 
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Rovnica pre nzol k v termínoch potenciálněj funkcie _ 0 je (pozři rovnicu 24): 

._. * _ _ 0 , ..i _*__ 0 _i_ __ 0 i 
_. +y) "' y(. +y) "' i . . + . "'" f 

+ / ! ' T - c ^ „ - í ^ - + -^-)4>a„ = 0. (89) 
r(/' -! v) \fh/ fiv] 

e) A n i z o t r o p n é n e h o ni o g é n n e p r o s t r e d i e. 
el) Osi anizotropie majú stály směr, koeficienty kxl, kyl sú hladko premenné. 
Diferenciálně rovnice pre zložky priesakovej rychlosti (používáme označeiiie 

rovnaké ako v obr. 11) sú rovnakc ako rovnice (21) a (22) s tým, že kxl a kvl sú 
fimkciou polohy. Ich dosadením do rovnice kompatibility (3) dostáváme: 

Diferenčné rovnice pre zložky priesakovej rychlosti sú: 

(o.--(*_,.(l^.%^_e_+ _..). ( . 

Ak rovnice (91) a (92) dosadíme do rovníce kompatibility (3), dostaneme 
difereněnú rovnicu pre uzol k v tvare: 

07;,, -{- &2>i + cpm + dy.„ + e2?A + / —• 0 . (93) 
Tu značí: 

i [(_!)_ /., y-P\ , ! fy 

'' ~~" /* + V I /* 

<-4-. ('-s-V..b[.--HI-
, ___ / ___ | > ~ __. _ 2 ] 4- __/______>_. [ ( г ' 2 . + „_ - 2 1 ! 

/.у [ /.у J /iv [ //»' "J 

_1 У-.1 fi__l' .... _*____.! + ________ [_____. - ____-._] 
l> + 7 [ . i>1 J 1 /« -l V [ 7'a /<2 J ' 

/ -Д cos e\V—!l(lcul)k - * , ( . , ) , ,+ , Л . (*,_)»! 
J /"' /'(," H . K/< ! , ] 

; y, sin f p - , 7 - (.-,)„ , , , / . -v (__., ! - , / , (.,,),)-
/. />(/> \-y) y(!> -I y) 

(94) 
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Ak použijeme potenciálnu funkciu. @a v tvare (24), sú zložky priesakovej 
rychlosti: 

/„ 1 - - (1e ) (Y* - fi*) <Pak - Y**al + P*&ai 
\VXl)k — \KXl)k - f) /0—. —:— , 

(Vyl)k = ( !+, ) , --

ßү(ß + Y) 
'"-J^Ф^ -fФu 

fiv(/l + V) 

(95) 

(96) 

/«\ X 

Obr. 12. Anizotropné nehomogónno pros-
tredio s přetržitou j)riepustnosťou, rozhra
nie med/i diolcimi oblasCami j)rechádza 

úhiopriečne coz polia siete. 

Obr. Kí. Anizotropné nehomogenně 
prostrodio s přetržitou priepustnos-
ťon, ro/hranie sa stotožňuje so stra

nami siete. 

Dosadením (95) a (96) do rovnice 
kompatibility (3) píšeme: 

a0tti + b0ai + c0am + d&an + 
e0at = 0 . (97) 

e2) Osi anizotropie majú stály 
směr, koeficienty lcvX, kyl sa menia 
přetržité. Je třeba volit sieť rovno
běžné s osami anizotropie a tak, aby 
hranica pretržitosti prechádzala uz-
lami siete. V dielčich oblastiach sú 
koeficienty /+,, kin konstantně. Móžu 

eiastocno úhiopriečne a řiastočne sa stotož- tedv nastat prípadv* 
ňuje so stranami sieto. " ' ' 

e2a) Rozhranie prechádza úhio
priečne cez polia siete (příklad pozři na obr. 12) je priame, alobo sa lomí, 

e2b) rozhranie sa stotožňuje s okami siete (příklad pozři na obr. 13), je pria
me, alebo sa lomí, 

e2c) rozhranie ide ěiastoěne úhiopriečne a eiastocno sa stotožňuje s okami 
siete (příklad pozři na obr. 14). 

Tri zostavovaní rovnice pro uzol 1c postupujeme vo všetkých prípadoch 
v zásadě rovnako. 

Obr. 14. Anizotropné nehomogenně prostro-
diespřetržitou priepustnosfou,rozhranie i< 
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Rovnica v obecnom tvare znie: 

-^r)<n-* + $&<»-«> + 

+£:t^-^++lH+)^-p^-
= y ; ™ V i(ř")»' - (/:->»-'1 + > f y «*")• - <*«><•] • (98> 

Koeficienty (^j),.-, (/^i).- • • • v rovnici (98) ozna-

t čujú priemerné koeficienty priepustnosti v směre 
Xy, připadne Yí v pomocných bodoch V, i' ... le-
žiacich na poloviciiej vzdialenosti medzi okrajo-

ь 

vými bodmi schémy l, i ... a stredobodom k. 

«*6 Tieto koeficienty sa určia následovně: 

Obr. 15. Označíi.ie pro vý- Vedieme symetrály ok siete, ktoré na sebe vytí-
počet nanradneho koeiicien- ., , - — . 

ta priepustnosti. najuusekypr,pq, — Ak zavediemeoznacemepodlá 
obr. 15 označuje bod j 1'ubovol'ný okrajový uzol 

schémy, ciara tu symetrálu, kj; a, b sú úseky vytnuté na symetrále tu symetrá-
lami súsedných ók; bod f označuje bod na 1'ubovol'nej symetrále v príslušnom 
oku; kjl a kjv sú koeficienty priepustnosti (a to buď v směre tu alebo jk — podlá 
toho, ktorý koeficient potřebujeme) platné pre úsek tf a fu, ktoré musia 
byť konstantně na dížku tf a fu. 

Priemerný koeficient priepustnosti kf je potom 

**-*£&•• <"> 
Ak použijeme potenciální! funkciu v tvare (24), rovnica (98) sa zjednoduší 
takto: 

_ (_l)íl (0 , _ 0 ,) J L__L_ (0 . _ 0 ,) -L. 
W + yV al y^ + r)1 '" ",J [ 

+ ( / 4 - * (0"'» - ^ + - r 4 - * (*«« - *-*) = ° • <] °°) 
//(/< 4 - . ) V(/( + . ) 

Zistenie zložiek priesakovej rychlosti v uzle fc je zdíhavé a obťažné; je preto 
vhodnejšie tieto určit v bodoch V,%' . . . (pozři obr. 14) a z nich. potom usudzovať 
na zložky rychlosti v uzle k. 

e3) Osi anizotropie majú premenný směr, ale sú stále vzájomne na soba kol
mé. 

V tomto případe je výhodné voliť nepravidelnú sieť tak, aby jedna sústava 
ók sledovala směr maximálneho koeficienta priepustnosti (pozři obr. 16). 
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N a obrázku č. 16 sú to sledy ok označené pí směnami A, B, C. Tvar siete 
je ešte ďalej obmedzený podmienkou, aby vzniklé trojúhelníky boli ostroúhle. 

DiferenČná rovnice pre uzol k sa potom s výhodou zostavnje pre funkciu 
0a v tvare (24) a je: 

2(*,.).г (*.<-.*.»: = 0 (101) 

pričom za i dosadzujeme rad radom všetky uzly súsediace priamo s uzlom 
k . {kn,)e označuje koeficient priepustnosti v směre ik a v bode e. 

Zložky priesakovej rychlosti v 
. uzle k jo zdíhavé vypočítat, mó-

žeme na ne však usudzovat ze 
zložiek, ktoré zistíme pre body e. 

"| j okraj oólasii 

Obr. 16. Anizotropné nehomogenně pro-
stredie s proměnnými, ale stálo vzájomne 

na soba kolmými osami anizotropie. 

& 

Obr. 17. Okrajové podmienky dané 
zlozkou priesakovej rychlosti normál-

nou k okraj u. 

4. O k r a j o v é p o d m i e n k y . 

O možnostiach okrajových podmienok sme hovořili v oddieli IV, a teraz 
ukážeme, ako sa zavedu do výpočtu prevádzanom metodou sietí. 

4a) Okrajové podmienky sú dané potenciálom 0, (ď>„, &a, xp) alebo tlakom p 
na okraj o ch oblasti. 

Zavedenie týchto okrajových podmienok do výpočtu je jednoduché. Známe 
pořadnice v uzloch siete, ktoré padnu na okraj vytvoria vynásobením přísluš
ným koeficientom rovnice písanej pro posledný uzol ležiaci ešte vo vnútri 
oblasti absolutný člen. 

.Pre uzly na okraji ovšem rovnice nepíšeme. 

4b) Okrajové podmienky sú dané normálnou zložkou priesakovej rychlosti 
na okraji. 

Uzlové rovnice sa v tomto případe musia písať aj pre body na okraji, kde je 
daná normálna zložka ]n:iesakovej rychlosti. 

V tomto případe sa najvhodnejšie postupuje následovně: Sieť sa. predíži za 
okraj ])odl'a obr. 17. 
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Daná normálna zložka {vv)k priesakovej rychlosti v uzle k na okraji sa vy
jádří následovně: 

{vv)k-F{pm,pn,k,yv,í,). (102) 

Namiesto p možno použit aj potenciálně funkcie. 

Rovnica (102) sa usporiada podía pn, takže 

Pn =- F{{vv)k, pm, k, yv. p) . (103) 

Za p„ sa potom dosadí do rovnice písanej pre uzol k podlá skór uvedených 
směrnic a podlá vlastností oblasti, ktorou sa priesak děje. 

Uvedený postup vlastně značí, žo fiktívny tlak pn je určený tak, aby pří
slušný interpolačný polynom pri odvodzovam diferenčných rovnic mal v uzle 
k predpísanú dotyčnicu. 

4c) Okrajová podmienka v časti oblasti je daná tzv. volnou hladinou. 
Na volnej hladině o musia byť súčasne splněné následovné podmienky: 

Po - 0 (104) 

{vv)0 = 0 . (105) 

Pr i stanovení priebehu volnej hladiny postupujeme následovně: 

(%) Odhadneme jej priebeh a navrhneme diferencím sieť, při tom na volnej 
hladině položíme podmienku (105). 

(i) Takto daný problém vyriešime a zistíme priebeh p (v uzloch na odhad
nuté] volnej hladino). Ak je p0 < 0 a ak v uzloch bezprostředné s volnou 
hladinou súsediacich a ležiacich vo vzdialenosti 1 oka sieto smerom do oblasti 
je p > 0, riešenie je v rámci možností docielenia přesnosti metodou sietí 
správné a volná hladina leží zhruba v mieste, kde p = 0. 

y) Ak podmienky uvedené v odstavci p° splněné nic sxí, t řeba odhad priebehu 
volnej hladiny opravit a riešenie podlá fl opakovat'. 

4d) Vo velmi mnohých prípadoch je oblast, ktorou sa priesak doje, polorovi
nou. Takto dané okrajové podmienky neide dobré zachytit metodou sietí. 
Mohli bysme sice vytvořit sieť s okami rastúcimi smerom do poloroviny 
a v určitej vzdialenosti do objektu zvolit oka smerom do poloroviny nekonečné 
dlhé, tým by sa však do výpočtu vniesla značná nepřesnost, nakoíko taký 
postůj) vedie na konstantní ! priosakovú rychlost v směre ók kolmých k neko
nečným okám sieto v uzloch., kde tieto nekonečné oká zacínajú. 

Doporučuji! sa preto použiť podlá povahy problému následovné dva spó-
sol)y: 

V dostatočnej vzdialenosti od objektu odhadne sa priebeh krajnej prúdnice 
a odhadne sa na nej priebeh potenciálu alebo tlaku p. K odhadu poslúži v ho-
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mogénnych oblastiach skutocnosť, že prúdnice v dostatocnej vzdialenosti 
od objektu sú prakticky kružnicami a potenciálu po nich ubývá takmer rovno
měrné. V mých pripadoch poslúži l i teratura zaoberajúca sa riešením priesa-
ku grafickými metodami, kedy je taktiež t řeba krajnú prúdnicu určovat 
odhadom. 

Vo váčsine prípadov postačí ešte jednoduchší postup, ktorý sa praktikuje 
pr i riešení prúdenia analógiami (na pr. analógiou elektrického póla). V dosta-
tocných vzdialenostiach od objektu zvolia sa hranice rovnoběžné se súradnými 
osami, na ktorých sa buď předpokládá známy potenciál (alebo tlak p) alebo 
nulová normálna zložka priesakovej rychlosti. 

(Takto srno postupovali aj v konkrétných príkladoch, ďalej riešených). 

5. Z h u s t e n i e a z r e d e n i e s i e t e a s t y k r ó z n y c h t y p o v s i e t í . 

Zhustenie sietí prevádza sa za úče-
lom zvýšenia přesnosti riešenia v mie-
stach, kde potřebujeme podrobné 
poznat priebeh hladanej funkcie a 
zredenie sa užívá k voli zní ženiti 
počtu neznámých, t . j . za úČelom 
zníženia pracnosti riešenia. Zredenie 
je na mieste v tých častiach oblasti, 
kde nás priebeh prúdenia menej za
ujímá, alebo kde sú nedostatočne 
známe vlastnosti podložia, takže pri 
jeho charakterizovaní sme sa museli 
dopustit určitých približností, a ďalej 
v blízkosti okrajov, kde smezaviedli 
přibližné okrajové podmienky (pozři 
odstavec 4e). 

!5a) Zhustenie a zredenie štvorco-
vých sietí. 

Příklad je uvedený na obr. 18, 
kde sa uvádza zhustenie štvorcovej 
siete v obidvoch smeroch až na .1 /8 
hustoty základné] siete, 

V uzlech typu A používáme normálnych rovnic ako bol! odvedené v skorších 
oddieloch. Sostavenie rovnic v uzloch typu B rovnako neposobí ťažkosti, 
nakolko uhlopriečne oká zvierajii vzájomne pravé úhly, takže aj tu móžeme 
použiť normálnych rovnic pro osi pootočené o 45°. 

5b) Zhustenie a zredenie obdížnikových sietí. 

A 
A 

A 

\ * ía/ A A 

A 

\ * 
<в 

4 
A 

i«/ 

(в 

A A 

Obr. 18. Zhustenie a zredenie sietí. 
Stvorcová sieť. 
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Také siete je možné zhustiť vložením radu štvorcov, alebo, pokial oká siete 
majú poměr max. 1 : 2, tiež podlá obrázku 19. Podmienkou je oc < R. 

Tento spósob zhustenia siete je vhodný najma pri anizotropnej oblasti. 
Pr i uzloch typu A používáme normálnych rovnic pre ortogonálnu sieť, pri 
uzloch typu B použijeme rovnice (101). 

5c) Siete lubovolného tvaru móžeme zhustiť alebo zrediť vložením pruhu 
nepravidelnej siete zloženej z ostrouhlyeh trojúhohhkov. 

5d) Nadviazanie dvoch typov sietí 
na seba prevedie sa podobné ako v od
stavci 5c. Příklad pozři na obr. 20, 
kde je zakreslený přechod z štvorco-
vej siete v homogéimej a izotropnej 
oblasti I na ortogonálnu sieť v anizo
tropnej oblasti I I . 

Obr. 19. Zhustenie a zredenie siotí. 
Obdlžniková sieť. 

dielaa oblas. 

Obr. 20. Nadviazanie dvoch typov 
sietí n a soba. 

Pre zostavcnie rovnice v uzle typu n používajú sa pořadnice v uzloch n, a, 
d, e, c, i, pre uzol typu a pořadnice v a, e, b, n, i, k, a pre uzol k pořadnice 
v l, i, m, n, k. 

6. V ý p o č e t p r i e s a k o v é h o m n o ž s t v a . 
Priesakové množstvo tečuco oblasťou zistíme integráciou zložky ]>riesakovej 

rychlosti normálnej k řezu, v ktorom priesakové množstvo zisťujemc. Pr i 
použití metody sietí je výhodné viesť taký rez buď uzlami siete (po okách) 
alebo stredom medzi uzlami siete (taktiež po okách). Zistené normálně zložky 
vynesu sa potom najlepšie graficky vo vhodnom měřítku a plocha udávajúca 
priesakové množstvo tečúce kolmo na rez sa zistí pianimctrováním. 

7. V y k r e s l e n i e h y d r o d y n a m i c k e j s i e ť k y . 
Vyriešením systému lineárnych rovnic vzniklého z uzlových rovnic siete 

obdržíme pořadnice tlaku p alebo potenciálnej fimkcie 0, (<Pn, &a, ip) v uzloch 
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siete. Ekvipotenciály zistíme interpoláciou (najlepšic grafickou) z vypočítaných 
pořadnic. 

Prúdnice k daným ekvipotenciálam zistíme najrýchlejšie z podmienky ich 
ortogonality s ekvipotcnciálami (ak sa jedná o podložie homogenně). Možno 
ovšem tiež postupovat polopočtársky a to tak, že sa zistia priesakové rychlosti 
v niekolkých vhodné zvolených rezoch a integráciou ďalej súčtová čiara, 
ktorej posledná pořadnice dá priesakové množstvo tečúce rezom. Nad základ
nou súctovej čiary vedieme potom priamky (rovnoběžné so základnou), kto-
rých vzájomná vzdialenosť sa rovná k násobnému rozdielu dvoch súsedných 
ekvipotenciál (na pr. potenciály sú kreslené po 10% celkového rozdielu, to je 
napr. 5 m; pořadnice súctovej Čiary majú rozměr k m — k je koeficient prie-
pustnosti, a vzdialenosť vodorovných priamok potom bude 5 k m, ovšem 
v měřítku nákresu). 

Tieto priamky vytínajú na súctovej čiare úseky; ak ich prenesieine do skór 
zmieneného řezu, určujú polohu prúdnic. (Řezy ovšem móžu byť aj zalomené). 
8. l l i e š e n i e s y s t é m o v l i n e á r n y c h a l g e b r a i c k ý c h r o v n i c . 

Vzniklý systém rovnic je možné riešit nasledovnými spósobmi: 

a) iteráciou, 

b) rclaxáciou, 

c) niektorou priamou metodou. 

ad a) Nakolko jednotlivé uzlové rovnice nemajú (okrem rovnic při okrajoch 
oblasti) prevládajúci diagonálny člen (súčet absolutných hodnot všetkých 
ncdiagoiiálnych koeficientov je právě rovný koeficientu v diagonále systému), 
vyhliadky iterácie sú vóbec neisté a případná konvergencia velmi pomalá. 
Tento spósob je preto najnevýhodnejší z troch uvedených a v praxi sa nepou
žívá. 

ad b) Relaxácia, ktorá je vlast-ne cielavedoniou iteráciou, je vhodná: 
A ) ak použitá sieť je úplné pravidelná, 
(í) ak v danej oblasti platí len jeden typ, alebo nanajvýš dva typy uzlových 

rovnic, 
y) ak sa daný problém rieši len pre jeden druh okrajových podmienok. 
Vtedy nie je obyčajne potřeba k riešení počítacieho stroja, nakolko jedno

duché početné úkony sa robia naspamáť a výpočet postupuje rychle vopred. 
Nadvázovanie jednotlivých dielčich oblastí a nepravidelná sieť spomaTujú 
početný postup velmi dokladné a ak k tomu pristúpi nutnost riešiť problém 
pre dva alebo viac druhov okrajových, podmienok (na pí', pre róznu polohu 
drénov atď.), relaxácia je nevýhodná. 

Relaxacný postup je podrobné popísaný v literatuře (pozři [44]). 
ad c) Priamy s]>ósob riešenia systému lineárnych rovnic. 
Z niekolkých spósobov priameho riešenia osvedčia sa najlepšie metoda 

skrátenej eliminácie popísaná v literatuře v diele [38j. 
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VII. Příklady 

V tejto časti ukážeme výsledky riešenia jedného konkrétného případu 
prúdenia podzemnej vody. Podobné příklady najde čitatel v dielach uvedených 
na konci v literatuře pod číslami [1], [35], [36], [42], [44], [45]. 

G r a v i t a Č n ý m ú r n a p r i e p u s t n e j v r s t v ě . 

V tomto příklade sa rieši prúdenie podzemnej vody j)od gravitačnou prie-
hradou. Múr je založený na veTmi mocnej vrstvě silno rozpukanej, zvetralej 
a priepustnej vy vřele j horniny podložené j masívom sprehýbaných a polá
maných břidlic. Na styku hornin nachádza sa vrstva silno porušených kontak-
tov. 

Priepustná vrstva je přeražená betonovým poprsným múrom oddilato váným 
od tělesa hrádze. Příslušná škára je starostlivo utěsněná. Poprsný múr je za
puštěný asi 1 m do břidlic a nadstavený iiijekčnou clonou. Pod múrom je 
převedená dvojstupňová plošná injektáž, z ktorej spodný stupeň zasahuje 
do břidlic. 

Na vzdušnej straně poprsného múru v jeho spodnej třetině sa umiestňuje 
priebežný drén a odvodňuje sa do revíznej cliodby v poprsnom múre. Další 
priebežný drén je usporiadaný pri vzdušnej pate priehrady. Drén za poprsným 
múrom udržiava tlak vody na výške 1 m vodného stípca, zatial čo drén na 
straně vzdušnej znižuje t lak na nulovú hodnotu. Priehrada je z vzdušnej 
s t rany zasypaná. NakoTko by zásyp mohol pósobiť nepríaznivé zvýšenie 
vztlaku pod múrom, podkládá sa pod něho plošný drén. Pre rieŠenie boli 
zavedené relativné koeficienty priepustnosti, ktoré sa uvádzajú na obr. 21. 
Okrajové podmienky na vodorovnej spodnej hranici sa zaviedli tjhn, že sa 
za touto hranicou předpokládala nepriepustná hornina. Na zvislom ohrani-
čení před a za múrom sa předpokládal známy potenciál. Takto přibližné zave
dené podmienky znehodnocujú riešenie v priiahlej časti; no tieto okrajové 
podmienky majú zanedbatelný vplyv na prúdenie pri objekte, ktoré nás 
zaujímá. Riešenie tohoto zložitého případu prúdenia podzemnej vody si vyžia-
dalo sieť o 141 vnútorných uzloch. Sieť je vykreslená na obr. 21. 

Problém sa vyriešil pre nasledovné tr i eventuality: 

1. Drén aj tesnenie medzi poprsným múrom a priehradou správné fungujú. 

2. Drény sú upchaté, tesnenie medzi poprsným múrom a priehradou správné 
funguje. 

3. Drény sú upchaté, tesnenia medzi poprsným múrom a priehradou je 
porušené a porušenie je tak velké, že v trhlině je plný hydrostatický tlak daný 
híbkou pod hladinou. 

Pre nedostatek micsta tu uvádzame len hydrodynamickú sieťku pre prvú 
eventualitu funkcie sústavy (obr. 22). 
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Z výsledkov možno spravit tieto uzávěry: 

a) Poprsný múr bránit velmi účinné vzniku vztlaku pod hrádzou a podstatné 
predlžuje priesakovú dráhu a znižuje priesakové množstvo. 

b) Drén za poprsným múrom je velmi účinný a ak sa podaří zaistiť, aby 
udržiaval t lak vody na 1 m vodného stípca, zbaví základ priehrady vztlaku 
vóbec. Odčerpá prakticky všetku presiaknutú vodu. 

c) Drén na vzdušnoj pate zdi postrádá pri správnej funkcii drcnu za poprs
ným múrom oprávněn ie, nakoTko voda doň ho sa dostavšia bude presakovať 
do drénu za poprsným múrom. 

d) J e třeba storostiivo previesť těsněme medzi priehradou a poprsným mú
rom. Ak sa poruší, priehrada sa vystaví vysokému vztlaku a to najma ak drén 
za poprsným múrom bude zle fungovat. 

e) Plosnú injoktáž podložia je třeba previesť a to preto, že v případe poru-
šenia tesnenia by nastal hydraulický spád cca 1,0 medzi porušeným těsněním 
a drénom za poprsným múrom, Čo je hodnota pro neošetrenú velmi rozpukanú 
skálu nepřípustná. Podinjoktovanio taktiež znižuje spád v podložnýeh břid
lic i ach. 

f) Vytvorenie injekčnej clony pod poprsným múrom je nutné, nakolko roz
pukaná skala prakticky priesaku nebráni, takže pri poměrné malom zapuštění 
poprsuého múru by okolo jojho konca nastalo zvýšené prúdeme. 

g) Nepreinjektovaná skala sa vzhladom k vysokej relatívnej priepustnosti 
nezúčastní na deformácií potenciálového póla. Poprsný múr je namáhaný 
takmer plným vodným tlakom. Preto bolo oprávněné nebrat vo výpočte 
zřetel na ešte priopustnojšiu vrstvu kontaktov medzi skalou a bridlicami. Táto 
vodonosná vrstva nemá v daných pomeroch priepustnosti bridly a skaly na 
potenciálové pole žiadny vplyv. 

h) Pod zá-sypom na vzdušnej straně priehrady jo třeba aspoň na určitom 
úseku zriadiť plošný drén ako poistku proti zlyhaniu drénov. 
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Резюме 

ПРИМЕНЕНИЕ МЕТОДА СЕТОК К РЕШЕНИЮ ПРОБЛЕМ 
ПРОТЕКАНИЯ ПОДЗЕМНОЙ ВОДЫ 

ПОД ГИДРОТЕХНИЧЕСКИМ СООРУЖЕНИЯМИ!! 

ЛАДИСЛАВ МЕЙЗЛИК (ЬшИвЬду Ме^хИк) 

(Поступило в редакцию 13/П 1596 г.) 

Автор рассматривает плоскостные задачи ламинарной, перманентной 
фильтрации подземной воды под гидротехническими сооружениями. Он 
предполагает насыщенность пор, несжимаемость жидкости и постоянную 
вазкость. 

Приводит соответствующие дифференциальные уравнения в частных 
производных для однородных, неоднородных, изотропных и анизотропных 
сред. В следующем разделе излагает дифференционпые переводы диффе
ренциальных уравнений для ортогональных сеток и вместе с тем занимает
ся составлением дифференционных уравнений на разделе однородных зон 
с разной проницаемостью. Дает также краткие инструкции для предло
жения сеток и оценивает разные возможные методы решения систем си
мультанных алгебраических уравнений. Занимается изменениями плот
ности сеток и подробно разбирает разные краевые условия. 
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В заключении работы приводит автор пример расчета противодавления 
в основании плотины с двумя дренами на неоднородном основании скрем-
леи пом двухэтажной цементацией. 

Z u s a m m e n f a s s u n g 

D I E ANWENDUNG D E R M E T H O D E D E R N E T Z E ZUR LÖSUNG 
VON P R O B L E M E N D E R GRUNDWASSERSTRÖMUNG 

UNTER W A S S E R B A U W E R K E N 

LAU ISLAV M E J Z L l K 

(Eingegangen am 13. Februar 1956.) 

Der Autor beschäftigt sich mit der Lösung ebener, laminarer, permanenter 
Strömungen des Grundwassers unter Wasserbauwerken. Er setzt die voll
kommene Sättigung der Poren, Unzusammendrückbarkeit der Flüssigkeit 
und konstante Viskosität voraus. Es werden die zugehörigen partiellen Diffe
rentialgleichungen für homogene, unhomogene, isotrope und anisotrope Inte
grationsgebiete angegeben. 

Im nächsten Absatz werden vom Autor Differenzenumformungen der 
Differentialgleichungen für orthogonale Netze angeführt. Besonders werden 
auch die Zusammenstellungen von Differenzengleichungen, an den Rändern 
der homogenen Gebiete mit verschiedener Durchlässigkeit berücksichtigt. 
Eine kurze Anleitung für das Entwerfen von Netzen und die Auswertung 
verschiedener Lösungsmethoden der Systeme simultaner linearer algebrai
scher Gleichungen werden beschrieben, sowie auch die Änderungen der Dichte 
des Netzes und besonders die verschiedene Randbedingungen. 

Am Ende der Arbeit ist ein Beispiel angeführt und zwar die Berechnung 
des Auftriebes unter einer Talsperre mit zwei Entwässerungsdränen auf nicht
homogenem, durch zweistufige Flächeninjektage verfestigtem Grunde. 
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