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SVAZEK2(1957) AP LI K AC E M ATE M ATI K Y ČÍSLO 1 

ODVOZENÍ NEJVÝHODNĚJŠÍHO POMĚRU DĚLÍCÍCH TLAKŮ 
PRO ^-STUPŇOVOU KOMPRESÍ 

BRUNO BOŠEK 

(Došlo dne 9. dubna 1956.) DT:62i.5i.oi 

V odborné literatuře pojednávající o kompresorech se uvádí řešení 
pro nejvýhodnější dělící tlak dvoustupňové komprese. Pomocí ana
logie a entropického diagramu se ta to úvaha rozšiřuje na vícestup
ňovou kompresi. 

Následující stať se zabývá exaktním řešením tohoto problému. 

Polytropická práce kompresoru pro /c-stupňovou kompresi je funkce o (k — 1) 
nezávisle proměnných P2, P,, ..., Pk. Při tom jest: 

Px ssací tlak, 
Pk+X výtlačný tlak k-tého stupně, 
P2, Pz, ..., Pk dělící tlaky jednotlivých stupňů. 

Veličiny Px, Pk+X jsou dané konstanty, kdežto P 2 , ..., Pk jsou proměnné. Zřejmě 
platí pro tyto proměnné definiční obor 

Px<P,<P3<...<Pk<Pk+x. 

Označímedi tuto práci obecně jako 

L^L(P2,P,,...,Pk), 

pak ze známého thermodynamickeho odvozeni plyne, ze je specielně tvaru 

•••+**>^(W-^MiW-1]- (l> 
Nutnou podmínkou extrému funkce / = f(xx, x2, ..., xk_x) o (k —- 1) nezávisle 
proměnných xx, ..., xk_x je 

dxx ' dxz dxk-x 
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Z těchto rovnic vypočteme souřadnice bodu v (k — 1) rozměrném prostoru, 
ve kterém extrém může, ale nemusí nastat . 

Má-li v t a k t o určeném bodě být minimum, musí dále pro tento bod platit 
podmínky, stanovené v obecném tvaru: 

Aг~ ъҷ 
& И i i > 0 , 

A2 = / l l /l2 

/2i îгг 
> 0 , 

/ l l /l2 /lЗ 

л3 = /21 m /23 

/зi /з2 /зз 

> ( 
(3) 

Л > 0, 

02/ 02/ 02/ 
kde /__, /22, /33, ..., fkk jsou ~ , - L , ..., _ a /„, (p =- 1, 2, 3, .. . , k - 1; 

22+* 

Эжj, Э.r3 

32/ 
g = 1, 2, 3, ..., k — 1; ^ 4= </) jsou všechny smíšené derivace ^ — = — uva-

žované funkce. 

Vypočteme nyní souřadnice bodu 

čemž položíme 

ЪL 1 P f л 

— љи £ 

ЭP 2 m P f 

uvažované funkce (1) z podmínky (2), při 
— 1 ?/ 

= m a dělíme (neboť y L = 0) součinitelem ORT^. 
n cxp 

—v. D m - 1 pm+1 Dm p w 
=*=- --2 ' r 2 r l ' - 3 ' 

1 _ÖĽ 
W " P Ӯ + 1 

Pt^Pl.P3 

a úpravou 

P2 Pз 
Pi P2" 

Obdobně i další parciální derivace 

ЭL _ p™--

ЪPr 
Pm 

Г 2 

pm 
_f_J 
P T O + 1 

•* 2 

f 4 
2 Г 3 

ЭL 

ãp,=° • ^ 

•*fc __ ° І H 1 

Pk-i= ~Pk ' 

Současná platnost těchto simultánních rovnic vede na výraz 

Pг 
Pjc + l = konstanta C . 

(4) 

(5) 
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K určení konstanty C z daných hodnot P. a Pk+1 znásobíme levé strany rovnic 
mezi sebou: 

P2 PЗ P4 

Pl P2 PЗ Píc 
= г> => 

-°- Fŕ< :de ^p > 0 . 
м 

(в) 

(?) 

Z rovnice (7) vyplývá, že C může nabývat k hodnot, a to: 

<%) je-li k — 2r -j- 1 Ir = 1, 2, 3, ..., —-—) , [pak C má jednu reálnou hod

notu a ostatní jsou komplexní; 

fj) je-li k = 2r Ir = 1, 2, 3, ..., — I , pak C má dvě reálné hodnoty (jednu 

kladnou, druhou zápornou), ostatní jsou komplexní. 
Komplexní kořeny jsou fysikálně bezvýznamné. Záporná reálná hodnota 

pro C je nepřípustná, protože platí 

Po = c, 
PÍ P2 '• P.-1 

kde P l s ..., Pk jsou hodnoty vesměs > 0. 
Existuje tedy jediná reálná hodnota C > 0 jakožto řehní soustavy (5). 
Platí tedy 

P2 PЗ PJ 
Р 
fc+1 |/Pk±1 

P* " K Px ' 
(8) P P 

Protože pak podle předpokladu je Px < P 2 < ... < Pk < Pk+1, je vypočtený 
lokální extrém absolutním extrémem, jak bude dále uvedeno v závěru této 
práce. 

Abychom dokázali, že odvozeriý extrém je minimem, musí být splněna pod
mínka (3), t. j . determinanty tvaru 

A x — fix > 

!n /i2 -4- = 
!21 fì 

musí být vesměs kladné. 

Ah = 

!U !12 

!21 !22 

• f* 
• fu 

fkl fkZ • • • fъ 
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Určíme příslušné druhé parciální derivace 
e2L 
aPi 

= GRTг . ľ~-„ i • Pf-* + (m + 1) P_* . P_-я,-a] , 

Щ = ^ 1 • P F F • P ľ"2 + (^ + 1) Pľ • Pз-W2l , 

m = 6Ypn • pk-7 •Pr"2 + (m +1} n+x •p*w 2 ] • (9) 

Po dosazení vypočtených souřadnic a úpravě dostáváme 

__, 
Э2L P 2 

~ =- 2m . GRTг . ^ — 
?P2 w . i 
~-Г2 _ D 2 + 1 

7,2 Г p 2 

. ^ __ 2m . OІҖ . - í — 
Йp2 l _« _ 
O Г 3 P 2 + 1 

Г 2 

íŕ-1 ř)- T, P2 

u Jj/ o riT>m J fc 
w 

t'X - p 2 * 
-"fc-1 

Upravíme tak, že použijeme ze vztahu (5) 

= 2m . OPT_ . ^ ^ . ( 1 0 ) 

neboť 

Obdobně 

2»_i 

P з

a = (7™~2 . P ; 

p 

•ïï 1 '" 1 i~_ l i ™ o I™ i 

P / ~'1 =__ O^-2 . P2- = O - 2 . (OP_) 2 = O2 . P 2 " , 
Taj. pz 
^ = 2mGRT1 . Cm~2 ^— -= 2mGRTx . Cm~2 . P r 2 , 
ap2

2
 p » + i 

—-1 — m - 1 

f^ = 2mOPT_ . Olm-3^1_- = 2mOPT_. ^ - — . P r - = 2mGRT1. O—* , P f
 2, 

^ 3 p ï - 1 0T+-

| ^ = 2таЕТ1 . С™-2* . Р Г

2 . (1Г 
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Položme 
2mGRT_ 0 7 ? 1 r 

-—ps-- = 2B a C2*^ = A"' 

Pak velikost obecného clenu 

d%A-C 2B=——.2B. (12) 

Protože 
O > 1 , 

ft _=- 1, 2, 3,4, . . . , 
0 < m < 0,3 , 

platí 
Cx>C_>Cz...>Ck. 

Určíme dále hodnotu smíšených derivací 
m 3 

d*L „ n m P a
2 

8P„ 9 P , " 
m,GRT_ tJL--

1 W . 1 
2 ü_ з PT1 

Э2L 
ЭP 2 ЭP 3 

m 3 »n_ 3 

P, = C*P_, p j - » = ( f - 8 p ; 2 , 
__. i. 

- mGRT_C<"-* ^ 4 = - mGRT_C™~* . Pf' 
Pf + 2~ 

Dále platí 
____ 

J ^ p - = - mG-RГ, Җ = - mOЛГ.Cf— . ř . ' = 
Oľ_OГ_ p 2 + 2 

Г 2 

= - mGRT_Cm-* . C-2 . Pi% =- - O " 5 f 

P\ 
Э2L nm-гь+гшGRT_ 1 ^m-2fc+l "ЬIT-LЬJ- i _ __________ R 

v y - i - . „ " _ Я І . _ 1 _ _ , 

3P,-x 9P_ ' P? C2Í 

Tec??/ obecný tvar smíšené derivace je 

д*L Ђ . (13) 
dPkdPk + _ ' n2lc+l-m 

Protože hodnoty 
9 2 L 9 2 L 9 2 L 9 2 L 

dP_dP_ " dP_dP_ aPxaP* " SPé^Pi 
obecně 

pro každé 

^Ł = o 
дPP дPa 

p = 1, 2, 3, ... a 9 =-- 1, 2, 3, ... , 

51 



pro která platí 
p 4- q , p 4= g ± 1 , 

mají determinanty (3) speciální t var 

-4i Ć" 
- . 2H , 

Л ^ 

-1 2tf - J ~ И 
Г/2-m ' Ù1J (JZ~m ' X> 

1 

C^ в 
1 

(Ji-m лв 

= & C 5^ 

1 

C--Í 

1 
ţn j г ; 

2 

] 

. 2 B 

. B 

JЗ-
Cfв-m 

2 - 1 

1 2 

o 

1 
(JŽ^m 

1 
(JÏ-m 

I 

= — . B 
(~2-łИ Qг-m • --

05-

1 

O 

1 

H 

- • H ~ 

. B 

(JЬ-m 

1 

.J5 

. B 

(74-, 

1 

č~~ 

^ H З 
O9~: 

1 
2 ~ 0 0 

1 
2 1 

1 
c ~ O2 

1 2 
0 

~ c C~ 

= B3 

. 2 5 

. B 

1 
(712 -3»i 

Qb-m 

1 

O6-«» 

2 

— 1 

0 

. в 

. 2B 

Obdobně determinant A* po úpravě 

1 
Лt (720-4W . B 4 . 

2 - 1 0 0 

-1 2 - 1 0 

0 - 1 2 - 1 

0 0 — l 2 

a obecný tvar determinantu Ak obdržíme takto : 

Z vodorovných řad vytýkáme mocniny •— tak, aby vznikl determinant, který 
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ve druhém sloupci má násobky — , ve třet ím sloupci má násobky -^ , 

v k-tém sloupci má násobky 
1 

O*-1' 
Novým vytknutim těchto faktorů ze sloupců vzniká pak výsledný determinant 

_4_ _ ßk . —__-
C2 (V)-* 

2 • - I 0 0 .. 0 0 0 
- 1 2 - 1 0 .. 0 0 0 

0 - 1 2 • - 1 .. 0 0 0 
0 0 - 1 2 .. 0 0 0 

0 0 0 0 .. . —1 2 - 1 
0 0 0 0 .. 0 — 1 2 

(14) 

A 
Odvozený determinant Dk patř í mezi kont inuanty typu 

a h 0 0 . . . 0 0 0 

-_ = 

Ъ a Ъ 0 

0 ò a b 

0 0 6 a 

0 0 0 

0 0 o| 
0 0 O І , :-б) 

0 0 0 0 

0 0 0 0 

Ъ a Ъ 

0 Ь a 

(16) 

pro které platí rekurentní vzorec 

A = a - V i - W>*-_ • 
Hodnotu tohoto determinantu lze přimo vypoUst pomoci vzorce odnoženého po

stupným zpětným dosazováním do (16): 
a) Pro sudý index k = 2r (r = 0, 1, 2 , 3 , . . . ) jest 

2^ ]Г _ M a - í r - i д о + ( _ i ) - 2 f ^ . Cř-(r -) .6* + 

+ . . . + ( - 1) '-- ( ' + J) . a2 . ЪЧr- i) + ( _ l)r h ß - г , ( П ) 

kde mnohočlen má r + 1 členů. 
Př i tom je zřejmě D0 = 1. 
j8) Pro lichý index & = 2r + 1 (r = 0, 1, 2, 3, ...) jest 

A = a- + ( - l ) 1 ( ^ W ^ б 2 + ( - l ) 2 . í 2 f
 2 *j a2r з . w + 

l ( r - l ' ř - 1 Y Ґ + 1 
a!&2 

:is) 

kde mnohočlen má opět r + 1 členů. 
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Pro naši numerickou kontinuantu Dk, kde a = 2, b = 1, máme podle vztahu 
(14) dokázat, že je kladná pro každé Je, neboť hodnoty 

k 

D wt.GRT, 1 . , n 1/PfcTi • . j A v „ , , 
B = p-2 a k x , kde (7 = / ~ T ^ ; J s o u e v i ( i entne kladné. 

" i ^ 2 ( 2 ) — f c w r " i 

Pro hodnotu tohoto numerického determinantu Dk úplnou indukcí se odvodí 
vztah: 

Dl = 2 , D 2 = 3 . L>3 = 4 , 
obecně 

Dk = K + I , (19) 

kde K jsou čísla celá kladná, ríeboť podle rekurentního vzorce 

Dk = 2 . [(K - 1) + 1] - [(K - 2) + 1] = K + 1 . (20) 

Jest tedy hodnota každého determinantu Dk kladná. Uvazovaný extrém jest 
proto minimem. 

Že vypočtené minimum funkce L je skutečně minimem absolutním, lze 
dokázat buď sporem, nebo přímým výpočtem hraničních extrémů a jejich po
rovnáním s vypočteným extrémem lokálním. 

Použijeme zde druhého způsobu, který je sice delší, ale zato je elementár
nější a vede na vztah (23), který má sám o sobě význam. 

Do funkce L pro zjednodušení si zaveďme označení 
™ , i 

h = GRTX a m = — , 
n 

takže 

^H(W-'hH(W-'}+-+H(W-'lm 

Fysikální význam má pouze otevřený definiční obor 0 < Px < P 2 < ... < 
< Pk < Pk+1 pro proměnné P 2 , P3, ..., Pk. Protože výraz (21) má smysl i na 
hranici definičního oboru, budeme uvažovat uzavřený obor 

0<P1£Pz£...<Pk£Pk+1. 

Bylo vypočteno, že L má jediné lokální minimum v bodě o souřadnicích 

P* = C. Plf P * = O2. P l f .... PJ = Ck. P x , 
kde 

= í%#-
Po dosazení do L plyne po úpravě 

' -' f(^г f~l]' (22) 
m 
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Nyní vypočteme hodnoty hraničních extrémů, které vzniknou: 

1. Ztotožněním 2 sousedních tlaků, to jest 

P j = P 2 nebo P 2 = P 3 nebo . . . nebo P,, = P / c + 1 . 

2. Ztotožněním 3 po sobě následujících tlaků, to jest 

P. = P 2 = P 3 nebo P2 = P3 = P 4 nebo . . . nebo P M = P7l. = P / l + 1 . 

— 3. Ztotožněním & — 2 po sobě jdoucích tlaků, to jest 

P. = P 2 = ,.. = P f c - 1 nebo P 2 = P 3 -= . . . = P/i: nebo P 3 = P 4 = . . . = 

— P/c+l • 

Ztotožnění k — 1 po sobě následujících t laků neuvažujeme, neboť v tomto pří
padě jde o jednostupňovou kompresi mezi dvěma konstantními tlaky, takže 
uvažování minima kompresní práce by bylo beze smyslu. 

Rovnost kterýchkoliv dvou po sobě následujících tlaků však znamená, že L 
obsahuje vždy jeden člen tvaru 

^ • [ Í T : I"" ]] ' kde P'-" = P< p r ° i=)r2> •••' *' 
Tento výraz má zřejmě nulovou hodnotu, takže L se redukuje na funkci 

o (k — 2) nezávisle proměnných, kterou označíme Lk_2. Protože funkce L je 
spojitá ve všech proměnných, lze z vyšetření minima funkce L/k_2 usuzovat 
na hraniční minimum funkce L. Označme lokální minimum funkce Lk_2 

jako L2-
Po vypočtení souřadnic a úpravě bude 

- . . = ( * - - ) . -
m •tmн-

Hraniční minimum funkce Lk^2 zjistíme obdobně vyšetřením lokálního minima 
funkce, která vznikne ztotožněním kterýchkoliv tř í po sobě následujících 
tlaků, tedy funkce o (k — 3) nezávisle proměnných, kterou označíme LA_3 a její 
lokální minimum L3. Bude pak 

w--,.f[(-£)A-,]. 
Obecně mají tedy hraniční minima hodnoty 

Z, _(* + !-.,. A. [j^Sr.-!] m 

pro i = 2, 3, . . . , k — 2. 
Abychom nyní dokázali, ze lokální minimum Lt je minimem absolutním, stačí 

dokázat nerovnost 

LI < L2 < L3 < ' ' • < Ac-2 • 
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P*+1 V - A , 

K tomu postačí ukázat, že platí 

'•[MM^-^frřH' (24) 

kde g = k, k — 1, . . ., 2. 

Položíme výraz 

(v 
při čemž zřejmě A ^ l . 

Nerovnost (24) má pak tvar 

q.A*-1 < (q - 1) ,A« + I , 

(q - 1) . ^ á ^ 1 - (t2 - 1) . A- < 1 - A9-1 , 

( g - l j . i á - ^ i í l - A ) < (1 -A). (I + A + 4.2 + . . . + A«-*) . 

Nerovnost dělíme (1 — A) < 0. 

P a k platí 

</-!<;+>++ a + - + j i + + (*) 
Nerovnost tedy pro A > 1 zřejmě platí. Pro 4 = 1 nerovnost přechází v rov
nost; úvaha však nemá fysikální význam, nebot pro případ Pk+1 = Px nenastává 
komprese a kompresní práce má pak přirozeně nulovou hodnotu. 
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Р е з ю м е 

ПРОИЗВОДСТВО САМЫХ В Ы Г О Д Н Ы Х П А Р Ц И А Л Ь Н Ы Х 

Д А В Л Е Н И Й Д Л Я ^ С Т У П Е Н Ч А Т О Й КОМПРЕССИИ 

БРУНО БОШЕК (Вгипо Вовек) 

(Поступило в редакцию 9 / ^ 1956 г.) 

В приведенной работе определяются самые выгодные парциальные 

давления для ^-ступенчатой компрессии. Проблема решается определением 
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локального экстремума взаимосвязанной функции (1) для компрессной 
работы ^-ступенчатой компрессии. При этом были применены необходи
мые и достаточные условия для наличия локального минимума функции 
о (к — 1) независимых переменных. Замечательно, что решение ведет 
к определителям специального вида, так называемым континуантам. Про
изводные отношения (12), (13), (14) и (23) являются новыми. 

Z u s a m m e n f a s s u n g 

BESTIMMUNG DES GÜNSTIGSTEN STUFENDRUCKVERHÄLT
NISSES DER MEHRSTUFIGEN VERDICHTUNG 

BRUNO BOSEK 

(Eingegangen am 9. April 1956.) 

Im Aufsatz wird die Bestimmung des günstigsten Stufendruckverhältnisses 
der /^-stufigen Verdichtung behandelt, indem das absolute Minimum der ste
tigen Funktion (1) untersucht wird. Es sind dabei die notwendigen und hin
reichenden Bedingungen für die Existenz des lokalen Minimums der Funktion 
von (k — 1) unabhängigen Veränderlichen angewandt. Es scheint bemerkens
wert zu sein, dass die Lösung auf spezielle Determinanten (die sog. Kontinuan-
ten) führt. Dabei werden die Formeln (12), (13), (14) und (23) als neu abgeleitet. 
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