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SVAZEK 2 (1957) APLIKACE MATEMATIKY CisLo 3

PRIBLIZNE URCENI NEJVETSIHO SMYKOVEHO NAPETI
V KROUCENE PRISMATICKE TYCI S OBECNYM PRUREZEM

JIRI KLATIL

(Dofilo dne 3. gervence 1956.) D1':539.385:539.386

V ¢lanku je popsana jednoducha metoda pro pfiblizuy vypodet veli-
kosti i sm&ru nejvét§iho smykového napéti v kroucené prismatické
tyéi. V této metodd, zaloZené na membrianové analogii, je za podklad
vypocétt vzat snimek odrazu pravouhlé sité na mydlinové blané, vy-
klenuté nad rovinnym profilem tvarové shodnym s prifezem narmé-
hané tyée. RovnéZ je proveden jisty odhad vzniklych chyb.

Uvod

Metody fteSeni technickych problémii pomoei matematicko-fysikalnich
analogif jsou znamé a velmi dasto se jich pouiiva s vyhodou v praxi. Nag
piispévek vyuZziva metody membranové analogie k pribliZnému stanoveni
nejvétiiho smykového napéti v prismatické tyéi o libovolném prifezu, namé-
hané na krut.

.

1. Membranova analogie a zpiisoby zpracovani ziskanych ddaji

Je znamo, ze diferencialni rovnice pro funkei napéti f(x, y) v prismatické
tydi, kolmé k roviné Ozy a namahané na krut, ma tvar (viz na p¥. [1], str. 170
nebo [2], str. 194)

o2 02
L A Y (1.1)
ox? = Oyt
v niz ¢ znaéi modul pruznosti ve smyku a ¢ pomérny thel zkrouceni. Podobné
diferencialni rovnici
2. A2~
0% Loz p

5&; T 'a—?JZ‘ (S (1.2)

vyhovuje funkece z(x, y), vyjadfujici vychylku membrany, vyklenuté nad
danym rovinnym profilem plisobenim rovnomérng rozloZeného tlaku o in-

202



tensité p (t. zv. Prandtlova vrehliku), od roviny tohoto profily; s je tahové
napéti blany, vztazené na délkovou jednotku. V piipadé jednoduchého profilu
jsou analogické i okrajové podminky obou zminénych problémi.
Tato analogie umoziuje sledo- ,

vat rozloZeni smykového napéti - 2
v kroucené prismatické tydi mé- ~te
Fenim vychylek vyklenuté mem-
brany nad danym profilem. V lite- =
ratuie (na pF. [2], [3]) byvaji 3!
uvadény razné zpusoby urdeni 4l
téchto vychylek, jako je jejich -8 Lo
méfeni pomoci mikrometrického
§roubu nebo studium odrazu sité .
dar na lesklé membrané, zachy- 42
cené na fotografickém snimku.
Vyhodou této druhé metody proti
ostatnim je okamzité zachyceni
situace na celé membrané, takze
je do znadné miry vylouden vliv

pozvolné deformace proméfované
blany. V nisledujicim predkla-
dame metodu, kterda na zaklads
vhodné pofizeného snimku dovo-
luje stanovit pfibliznou velikost
i smér nejvétsiho smykového na-
péti v libovolném misté pratezu
kroucené tyce.

2. Zpisob pofizeni snimku

a oznafeni utvard

Pofidme fotograficky snimek
obrazu sita (v praxi byva pied-
stavovano Sachovnici) na vykle-

nuté membrané timto zpisobem:

Zakladni rovina & — fotografovand rovina uosné desticky (obr. 1) — necht
je kolma k optické ose z fotografického. piistroje se stfedem objektivu S.
Bud &’ vzdélenost stfedu S od zdkladni roviny z. Za poéatek O soutadnicového
systému Oaxyz pravoihlych pr{modarych soutadnic @, ¥ a z zvolme prisedik
optické osy z se zakladni rovinou z. Sito umistéme do roviny g, rovnobézné
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se zakladni rovinou = a ve vzdalenosti A od této roviny (na téze strané jako
je stied §). Necht sito je rovnobé#né s osami x a y (obr. 1 nahote), osou z necht
prochazi po jedné z piimek omezujicich pole sita. Nazvéme tyto primky osami
u a v sita a jejich prisedik podatkem sita. Je tedy stfed § objektivu umistén
,,nade poéatkem sita, Na obr. 1 je schematicky znizornén kolmy primét
uvedenych dtvart do nékteré roviny rovnobéiné s osou z, na pi. do roviny Oxz
(prostiedni ¢ast).

Podle obr. 1 odrézi membrana ve svém bodé T bod T sita. Fotografickym
obrazem bodu T na snimku (jeho stiedovym prumétem z bodu S) necht je
bod T',. Na obr. 1 ztotoZiiujeme mléky snimek s rovinou #, coZ je vidy moZno
provésti pti vhodném zvét8eni snimku. Prostfednictvim bodu 7'y na snimku
j sou vprostoru sobé pFitazeny dva body: bod 7' na membréné a bod 7" v roviné
p. Toto pritazeni bude zikladem naSeho podéetniho postupu v ndsledujicim
odstavei. Nez v8ak k tomu pFistoupime, zavedeme je$té nékterd daldi oznadeni.

Ortogondlni priméty dosud zminénych bodit do zakladni roviny » oznadme
tymiz znaky opatienymi indexy ,nula‘ a zavedme dile nasledujici oznadeni
soufadnic téchto bodia:

S0,0,h"), T, y,z), T{(u, v k) , Tz, y, 0).
Vyklenuti membrany stanovi nyni soufadnici z bodu 7' jako urditou funkei
z = z(x, y) zbyvajicich soutadnic 2 a y, definovanou nad zkoumanym profilem.
O této funkei miazeme podle charakteru problému ziejmé predpoklidat, ze je
i s obéma svymi 1. parcidlnimi derivacemi spojitd v8ude ve svém definiénim
oboru (plocha membrany je vsude hladka).

Pii tomto oznadeni muZeme nyni zminénou analogii mezi prubéhem nej-
vétstho smykového napéti v a plochou z = z(x, y) vyklenuté membrany zapsati
ve vektorovém tvaru

. . oz ¢z, .
T=7T, T | T; T:L(é&;l "{“(’3@1)’ (2.1)

kde i a j jsou jednotkové vektory ve sméru a
smyslu os « a y a k je kladny koeficient dmér-
nosti zavisly na velikosti kroutictho momentu;
smysl vektoru T bud uréen pomocenym vektorem
T podle obr. 2, coZz odpovidd urditému smyslu
krouticiho momentu. K vyfefeni nasi tdlohy
stadf tedy zfejmé stanovit uvnitt daného pri-
fezu vektorové pole

>

Obr. 2.

3

'z . 0z . o
,"Tj i1 ‘l’ '(?‘?;J y (—1)./.-)1)

grad z ==

>

~

vektor T nejvétiiho smykového napéti pak bude pomoenym vektorem T uréen
nejen co do své velikosti 7 = k|grad z|, ale i co do svého sméru a smyslu.
V daldim se proto omezime pouze na stanoveni pomocného vektoru .
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3. Odvozeni systému diferenciilnich rovnie prahybu membrany

V tomto odstavei se budeme zabyvat odvozenim systému diferencidlnich
rovnic prahybu membrany, vhodného pro priblizné Feseni nageho problémn
s ohledem na pouZiti fotografického snimku.

Ke stanoveni po?adovaného gradientu vychylky (2.2) jako vektorové funkcee
”)
polohy staéf uréit vvrazy -8 —2— zdvisle na z a %. To je na&im nejblizéim ako-
y

lem. ‘ ‘

Podle obr. 1 stanovime sméry o a o’ vektord 77" a 7'S (a to i co do smyslu)
a dale smér » normaly plochy z = z(z, y) v jejim bodé T rovnéz nékterym zpa-
sobem orientovany. Oznaéime-li znaky cos «, cos 8, cos y resp. cos o', cos ',
cos y’ smérové kosiny sméru o resp. o', je

sx = % B = Ty Cos y =
Cos & = s cos f} = ST eosy =
s =8(z) = [[(u —x)® + (v — y)° + (h — 2)2; (3.1)
cos ' = — 1, , cosf = — L/, , cosyp’ ==
S 8§
s e=se) =l L+ (B =22, 8 =0, (3.2)

Pripomenime jesté, Ze za smérové parametry normdly plochy 2z = z(z, %)
v misté T'(x, y, z) je moZno vziti hodnoty ([4], str. 248)

v bodé T'.
Podminku rovnosti dhla ¢ a &' mezi sméry », o a v, ¢,
cos ¥ = cos O, i

lze psati ve tvaru ([4], str. 14 nebo [5], str. 18)

oz cz oz cz

COS X =— - cos f-—— —cosy = cos A = - cos f— —cosy . (3.4

cx p cy Y cx b dy ¥ (3-4)
Druhou nezavislou podminku potfebnou pro stanoveni dvou nezndmych
2 A
cz oz v sy ¥ . vy g = ¥
;’: a = obdrzime ze skutecénosti, Ze sméry o, ¢" a » jsou rovnobéiné s touze
ox oy -
rovinou (s rovinou odriZejiciho se svételného paprsku, uréenou body 77, 7' a S).

Analytické vyjadieni této podminky ve tvaru ([4], str. 16 nebo [5], str. L1)

| oz oz |

| ol - —_— 1 i

| o &y | _ .
| cos o ) (3.5)
! &, cosfl, cosy \

|

cosx’, cosf’, cosy
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znameng ziejmé linedrni zavislost smérovych parametri uvazovanych smérn,
Podminky (3.4) a (3.5) vedou na soustavu dvou linedrnich rovnic pro urteni
hledanych parcialnich derivaci:

0z 0z
(cos a — cos x') F:* + (cos ff — cos (') = Cos Y — cosy,
‘z o 3.6
(cos fi cos y" - cos y cos i') - + (cosy cos A’ — cos v cosy') o = (3.6)
cx ay
== €08 x CO8 i~ c08 i cos &
Tato soustava ma vzhledem k povaze problému ziejmé urdité feseni
| cos y — cos y’ , cos f — cos f'
oz | cos x cos i’ — cos fcos o', cosy cosa’ — cos o cosy
s “ ,
ox cos x — cos &’ , cos § — cos f§
cos fcosy’ — cosycosfl’, cosycosa’ — cosxcosy 3.7)
’ cos x — cos o’ , cos y — cosy’
0z |eosflcosy’ — cosycosf’, cosx cosff — cosff cos
oy cos x — €08 o . cos i — cos fi’
cos ff cosy’ — cosy cos ', €08 y co8 o’ — €08 cos )

Zavedme do téchto vzored misto smérovych kosinit pravé strany rovaie (3.1)
) .

a (3.2). Po malé dpravé dostavame

hs' - h's — (5" — §) 2, sv — (s — a)y
ow —wy o, =W (W —h)w e
s — (s’ — s)x sy — (8" — 8) yV '
WMo — (' —h)y —vz, —hu-+-@ —h)x -+ uz
s'u— (sf —s)x hs' — h's — (8" — s) 2 (3.8)
0z kv — (A —h)y — oz, v — uY
oy s'u — (8 — s)r:; , sy — (¢ — 8)y )

Ko— (R —hyy —wvz, —hu+ G —h)e 1 uz

Pravé odvozené rovnice (3.8), platné uvnitt celého pritezu, tvofi systém
parcidlnich diferencidlnich rovanic prvniho fédu; jemu vyhovuje uvaZovany
pruhyb z = z(z, y) membrany. Prohlédnéme si ponékud stavbu rovnic tohoto
systému.

Nezndma funkcee z == z(z, y) se vyskytuje jednak na levych stranach v parcial-
nich derivacich prvniho ¥adu, jednak v determinantech na pravych stranich,
a to jak explicitné, tak i uvniti vyrazi s a s'. Vedle nezévisle proménnych « a y
se ve zminénych determinantech vyskytuji veli¢iny » a v. Z vy$e uvedend
korespondence mezi body T a 7" vyplyvd vzdjemnd zavislost proménnych x, y
a u, v, kterou sice budeme moci na snimku p¥iblizné sledovat, jejiz analytické

206



vyjadieni — ku pi. v piihodném tvaru « = w(x,y) a v = v(x, y) — viak
v obecném piipadé nezname. Jiz z toho diavodu se v dalsim ani nepokusime
slozity systém rovnic (3.8) analyticky feSit a obratime se k metodim, jimiz
by bylo mozno ziskat nékterd priblizné feSeni s pozadavkem na jeho jednodu-
chost i postadujici piesnost tak. aby je bylo moZno pouZit piimo v praxi.

4. Priblizné fedeni systému (3.8)

Vysledki pravé ziskanych pouzijeme k ptibliznému vypoctu slozek grad z.
Jak je ziejmé z obr. 1, maji na snimku tutéz polohu bod T'(x, 7, 0) jako foto-
graficky obraz bodu 7'(z, y, ) a membranou odrazeny obraz bodu T (u, v, #).
Zprostiedkuje tedy fotograficky snimek také korespondenci boda 7', a 1"
v prostoru, neboli — coZ je totéz — korespondenci bodu 7', a 7'y v zakladni
roviné z. Jsou tak prostfednictvim snimku soufadnicim © a # jednoznadind
piifazeny souiadnice w a v. Hodnoty prvnich dvou v daném bodé ziskdme
proméienim snimku, druhé dvé vyéteme se snimku pomoci obrazu sachovnice
(obr. 1).

Abychom mohli tyto ¢tyli hodnoty se snfmku ziskané pouzit k pribliznému
fefeni soustavy rovnic (3.8), viimnéme siznovu vyskytu veli¢iny z napravych
strandch téchto rovnic. Ve vyrazech s a ¢ se tato velidina naléza v rozdilech
h — z nebo B’ — z. Protoze v praxi byvaji hodnoty £ a A’ znadné veétsi nes
vychylka z (zpravidla aspoil stokrat), zkusine toto z vzhledem k hodnotiam A
a A’ zanedbat a zanedbejme je rovnéZ i viude jinde. Jestlize soudasné nahradime
ve jmenovanych rovnicich soufadnice x a y bodu Ty zméfenymi soutadnicemi
« a y bodu T, muzeme jiZ pomoci téchto vzored uréit pitbliznou velikost
i ptiblizny smér nejvétiiho smykového napéti materidlu v libovolném misté
uvniti profilu. Tato zdména bodd 7'y a 7', je pii vhodném umisténi membrany
s ohledem na piesnost uréovani hodnot x a y zcela opravnéna, jak se mizeme
plesvédditi jednoduchym vypodtem. Nebudeme se ji tedy dale zabyvati
a proto také pod znaky z a y budeme v daldim vidy uvaZovati zméiené hod-
noty, uréujici pelohu bodu 7'y na snimku (tedy &isla 2 a y). Svij zietel obratime
" nyni k utvoreni predstavy o piiblizné velikosti chyb, jich# se dopustime vyge
uvedenym zanedbanim veli¢iny z.

Zavedme za tim ucelem tato oznaceni:

Ve shodé s rovnicemi (3.1) a (3.2) nejprve polozme

s == 8(0) = [(w = @) + (v — y) + b, s =80 =2 Fyr L (4])

determinanty v ¢&itatelich a determinant ve jmenovatelich zlomkd na pravych
stranach vzored (3.8) oznadme postupné

D,= D,z), D, =Dyz), D= D@) (+.2)



a poloZme konedné

D,(0) = Dy, D,0)= D, , D(0)=D,, (4.3)
Zp = Zo(2) = % Zy = Z,(2) = %i, (4.4)
Zy(0) = Zoy . Z,(0) = Zyp . (4.5)

Nagf dalsi snahou bude ziskat vidy prvni dva éleny Taylorovych rozvoji
vyrazit Z, a Z, (pravych stran ve vzorcich (3.8)) podle moenin proménné z
pii pevnych z, ¥, u a v. Proto i pii vypoétu postaéi omezit se ve viech vyrazech,
obsahujicich velid¢inu z, rovnéZ na takovéto dvojéleny a zanedbat tedy viude
druhé a vy&$i mocniny proménné z.

S ohledem na oznadeni (4.1) dostavame piedné ze vzoreu (3.1) a (3.2) vztahy

8 :':]/(1&«:&)2 + (v — y)2 + h? — 2hz == 8 — 042, G°:s£2
0

(4.6)

b}

»»»»» -

s = f 2 FhE = 2 =5, —olz, 0= (4.7)

s
Pomoci téchto vztahil je pii oznadeni (4.2) mozno po malych dpravach zapsat
pFibliznou hodnotu determinantu D ve tvaru

Sot— (89— 8y) x—[oyu— (o0 09) @] 2, Spv-—(86—50) Y—[000— (55— 04) Y] 2
| hKo—(h'—h)y—vz, —h'u+(h —h)x+uz

Odtud podle znamych pravidel o setitini determinantd a se zfetelem k ozna-
¢eni (4.3) vychazi

D =

- D=D, + ¢z, (4.8)
5 S — (= 8w, —ow (o —a)y|
|ho — (B —h)y, U
S0 — (S0~ 80) ¥, O — (0g — Gp) ¥
T Mu - (B — h)z, » (4.9)

Podobné je dale

[ hsy— Ry (hoy Wy t-sa—se) 2, s — (sh—s5,) y— [ogv— (54 —00) 91 2
D. =
£ VE—UY , —h'u4(h' —h) x-t+uz ’
D, == D 4 6,2, (4.10)
5 |Bo—ts, — a6~ a)y|
T v — uy, U
| 8o — (8 — 80) ¥ » hag — ko, + 85 — S |
+ — hlu “P‘ (hr _ k) x , 0 l, (4'11)
Do SoU— (80— 8,) &—[opu—(0p—0ay) 2] 2,  hsg — h'sy— (hog—h' gy 80— 8,) 2
v o —(h' ~h)y-—vz, v —uY ’
D, = Dy -+ 6,2, (4.12)



.
- ihsé — h'sy, ogu — (0y — 0,) &

) , = -

vz — uy, v

’ ’ }/ ’ ’
hoy — R'og -+ 89 — 85, St — (Sg — §) &

* 0 L b (B Ry (4.13)

Piiblizné hodnoty pravych stran rovnic systému (3.8) jsou pii oznadeni (4.4)
dany vzorci

CDe 4062 . Doy 0Dy - D,
Ty = : 4

D, + 6z~ D, D Z, v
7 yort{_"() z L _;,,0 + (3 D — (3[)”0 (414)
Yoo /)0 + (5'7 - D0 1)(2] z,

takZe je nyni moZno rovnice (3.8) s piihlédnutim k oznadeni (4.5) nahradit
vyslednymi pFibliznymi vztahy

0z . . . O, /) — ()D,
PR Zigo -+ Certy Co = Coly ys w, v) = o L,
. , (4.15)
oz . . 8, D, — 6D
?T:/ == T+ Lz, Gy = Gy ) == D 0.
< 0

Velidiny Z,y, Z,y, £, 8 £, majici své hodnoty zavislé na hodnotich proménnych
@, ¥, w a v, je mozno numericky urtit podle p¥islu§nych vzoret (4.1)— (4.13).

5. Odhad vzniklyeh ehyb

Nize uvedené vzorce jsou hlavnim vysledkem nasi prace. Abychom mohli
lépe ocenit jejich praktickou hodnotu, budeme se v tomto odstavei zabyvat
vypottem piiblizné velikosti chyb, k nim% pouziti téchto vzorcil vede.

V béZiném piipadé stadi ve vzoreieh (3.8) se omezit na zkraceny jejich tvar

hsy — h'sg s Sg¥ — (89 — $o) ¥
2, oy, —Wu (M — k)
=gy = e L
0w s s — s, s — (5% — s0)y
i ‘hv———(h —hy, —hu+@H —h)zx i
so — (89 — S, hsg — W's, (5-1)
oz . (o — (W —h)y, ve—uy
ay Sgtb — (5‘0 — S, sév — (8 — ) Y
Ko — (" —h)y, Ku -+ (B - h)x

kde veli¢iny s, a s, jsou ddny vztahy (4.1). Tento tvar by se shodoval s rovni-
cemi (3.8), kdybychom v nich na pravé strang zanedbali velitinu z, jak jsme
se jiZ dfive zminili. Z téchto rovnic je rovnéz vidét, Ze numerické hodnoty Z,,
a Z,, lze v daném misté snimku stanovit pomérné snadno.
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Koeficienty ¢, a £, ve vztazich (4.15), jejich% vypodet da jiZz ponékud vice
prace, slouzi pfedevsim k odhadu velikosti chyby, jiz jsme se pii pouziti
vzored (5.1) v daném bodé& dopustili. Zname-li také aspont pFiblizng hodnotu z
v uvazovaném misté (lze ji ziskat pfedem vhodnym méienim), maZeme pak
pouzit vzore (4.15) v plném znéni a tak dostat vysledek opraveny.

Udélejme si predstavu o chybé Az, jiz se dopustime pii vypodtu velikosti

V() e o manit voitimei o - s gt
T=1Fk i + e nejvétiiho smykového napéti, poditame-li je — se zie-
telem ke vztahtum (2.1) — podle vzorce
T s vy = kY 28 + 2, (5.2)
k je koeficient umérnosti ze vztahu (2.1). Podle (4.15) a (5.2) je
Atz Avy = kY (Zo + E2) + (Zyy + G2 — V22 + 73] (5.3)
Pz = 0 je
At S k| + 8. (5.4)
Prévé provedeny odhad je zfej-
my z obr. 3, na némZ vektor

T je nahrazen pomoenym vek-
torem 1 urdenym s tymiz chy-

Zya*byz

A

g bami; symbolem H(Azt,) jsme

140 zde oznadii vyraz na pravé
~ e, strané vztahu (5.4) (bylo zde

poloZeno k = 1).

Jiny, a to presnéjsi odhad
chyby Az, ziskdme, upravime-li
vyraz uvniti hranaté zavorky
ve vztahu (5.3) podle Tayloro-
va vzorce. Vychazi

Ary =k :L—yi” "j:gyz—“’ z; (5.
V22 + 2,
tentokrat nejde o absolutni hodnotu, co# lze pfi vypodtenych hodnotéch
{. a {, ptipadné pouZit k opraveni hodnoty 7, vypoétené ze vzorce (5.2).

Obr. 3.

11
=]
~

Utitime si rovnéz predstavu o piresnosti stanoveni sméru nejvétitho smyko-
vého napéti v. Oznadme symbolem ¢ odchylku pomocného vektoru 7 od kladng
orientované osy x (obr. 3). Omezime-li se na pfiblizny vypodet této odchylky
ze vzored (5.1), dostavame

. Z
Fo = ATCCOS 5 wmttee | (g = ATCSIN st (

V2 +

=11
<
~
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Oba vztahy uréuji jednoznaéné odehylku ¢, v intervalu €0,2x). P¥ibliznd
hodnota Ag, chyby Ag odchylky ¢ (Ap = Apy) je dana rozdilem

Zivo + Gz

’
Z 20

Agy = arccos | T ST == arcecos = . (D7)
V(Za:u + &-J»Z)'Z + (Z'yo 7'" Cy7)3 l'/Zi-o 4' ‘7130
Opét podle Taylorova vzorce dostdvame jeji piibliznou hodnotu
yling — Lol
A - Subing ~ _2F Y0 z. .
(Kl /& ()

Odvozené vztahy (5.4), (5.5) & (5.8) do znaéné miry dovoluji udinit si pfedstavua
o pfesnosti nasi metody. Za Castecnou kontrolu spravného odvozeni téchto
vztahl mlZeme povazovat skutednost, Ze jejich pravé strany spolu s pravon
stranou vztahu (5.2) vyhovuji podmince (obr. 3)

(7o Agy)® + (A1)* = [H(AT)], (5.9)

jak se miZeme presvédéiti dosazenim.

6. N8které poznamky k poFizenf snimka a k pFesnosti ziskanyeh vysledkii

Obraz sita na snimku uréuje v libovolném misté profilu p¥imo hodnoty
% a v. Pii praktickém zajisténi korespondence velidin 2, y a u, v je preto nutno
postarat se o to, aby bylo moZno z pouhého snimkn urdit prislusnd z a v,
jak jich v nasich vypodétech uzivame, k danym hodnotam u a v. Je tedy nutno
opatiit fotograficky snimek soustavou pravothlych piimodarych soutadnic
tak, aby bylo moino povazovat tuto soustavu za fotograficky obraz kolmého
pramétu podobné soustavy na situ do roviny nevyklenuté membrany. To je
mozno provést riznymi zptsoby.

Zminéné pravothla sit bude zfejmé uréena, budeme-li znat p¥esnou polohu
nékterého bodu, smér jedné z os (piipadné obou — pii deformaci fotografického
papira” béhem kopirovani) a velikost délkové jednotky ve sméru této osy
(pfipadné obou os). To je moZno provést bud vhodnym umisténim desticky
s membranou jiz pii pofizeni snimku, nebo zajistit soudasnym ofotografovanim
podobné sité, umisténé v nékterd roviné roviobézné s rovinou zakladni. V obou
piipadech je pochopitelné nutno provést nékterd peéliva méfeni, na jejichz
presnosti znadné zavisi i plesnost nadich vysledkd, a piisluiné pomocné
vypotty. RovnéZ ostatni pfedpoklady naseho postupu, jako je na pi. kolmost
optické osy k rovindm = a ¢ & rovnobéinost téchto rovin, je v praxi nutno
co nejlépe splnit.

K urdeni velikosti a sméru nejvétsiho smykového napéti podle vyslednych
vzorel (5.2) a (5.6) v jednom bodé je zapotiebi asi 50 jednoduchych podetnich
tikont (sludovani, nasobeni ¢i déleni vidy dvou &isel), pouzijeme-li ptibliznych
vzore (5.1). Pii pouZziti zpfesnénych hodnot (4.15) se tato prace piiblizné
zdvojnasobi. Praktické vysledky ukazuji, Ze zanedbani vychylky z, na zédkladé
¢ehoz byly vzorce pro piiblizny vypodet odvozeny, je zcela opravnéné. —
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Vzoree (5.1) je mozno za jistych okolnosti a pfi men$im naroku na presnost
(na pt. za ucelem kontrolnich vypodtl) jesté dile zjednodusit.

Pottebné vypodty je mozno pohodlné provadét na logaritmickém pravitku,
jeho7 presnost je v souladu s presnosti pii béZném stanoveni hodnot velidin
@, ¥, w a v. Lze viak i timto zplhsobem docilit zcela uspokojivych vysledki.

Zavér

V ¢dlanku jsem popsal jeden ze zplsobt urdeni piiblizné velikosti a sméru
nejvétdiho smykového napéti v libovolném misté prifezu kroucené prismatické
tyte na zakladé fotografického snimku vyklenuté membriany a podal jsem
odvozent piisludnych vzorcii. Tyto vzorce byly odvozeny za piedpokladu,
ze vychylka vyklenuté membrany je dosti mald ve srovnani se vzddlenosti
fotografického pristroje. Rovnéz byl proveden odhad chyb zplsobenych
zanedbanim této vychylky. Poukdzal jsem dale na nékteré drobnosti tykajic
se polizovani snimkd a zminil jsem se struéné o praktickych vysledeich této
metody. O téchto vysledeich mam v damyslu podat podrobnéjsi samostatnon
zpravu v nékterém nasem dasopise.!)

Zavérem vyslovuji dik Ing. Sv. SritpANKOvT (z jehoZ podnétu tato prace
vznikla) a Ing. J. SIROKEMU za jejich ochotu, s niz mi vysli vstiic p¥ potizo-
vani potkebnych snimka.
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Peswme

HPUBJAMHEHITOE HAXOHIAEHUE HANBOJIBIMETO HAMTPHWE LT
CROJGREHUST B SAKRPYUENHOM [PUSMATUHYECHKOM CTEPHHE
C ObutuM CEYEHUEM

WP KITATII (JiFi Klatil)
(TocTynumo B pegakuunio 3/VIL 1956 r.)

B c¢rathe onucan croco HaxoygieHus NpWOIMMKEHHON BeJIMYMHEL W HAllpa-
BITeHHAS HanOOJBINCI0 HANPSKEHHs CIROIGKOHHsI T B TPOUBBOJBHOH TOUKe

1y Cinim tak v 8ldnku ,,Experimentalni uréeni smykovych napéti v kroucené tydi®, Stro-
jirenstvi, 6 (1957).
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NPUIMATHYICCKOTO 3aKPYYOHHOrO CTCP/iHst ¢ oduuM cedenvem. llprsegennnii
METOJ, OCHOBBLIBACTCA HAa MATEMATHKO-QU3WUECKOH aHaJOTHH ME;KIY HATpsrRe-
HYEM T 1 OTKIOHeHneM 2 MeMOPaubl 1, BEIAYTOIT Ha[ 1IPOduIeM, ¢ BIILY CXOMAM
¢ TpogiiieM HarpyskeHnoro crepst (pne. 1, vpasnenue (1.1) u (1.2)). Meswny
YKa3aHHDIMK BEJAUUWHAMM T 4 2 CHPABCUIMBLL COOTHOINEHIS (2.1), k£ = 0,
k == const. (puc. 2).

B ocuosy pacueron 1o710:keH GororpaduIeckiil CHIMOK OTPAskKeuHOl MeM-
Opanoil MPAMOYTOALHOH JIMHCHIATON CCTIM, PACUONOKCHHONT B NIOCKOCTIL p,
HaPa/ICILHON IITIOCKOCTH 77 HEBLIAYTON MeMOPaHsl. Jror CHEMOK HO3BOJICT
Halitm mis suoboit Toukn I'g(x, ¥, 0) npoduis 1K Hape sHAYeHUH ¥ U ¥ COOTBET-
crBytomye smavenus w n v (puc. 1). UroGut 661 Moo ObII0 MCIOIL30BATE DTO
COOTBCTCTBHC K HaXOIKACHMIO BEIUY HHLE I HHALPABICHUH HAaNGONBIICro 110/BeMa
nopepxHoctw 2(x, ¥) B Toure ' (1 Tem caMEM K ONpENCIEHNIO BEKTODA 7T),

dz az
TOCTapaeMes BHPAIITh BeRTOD grad z = i = j TOJBRO TP TOMOTIT BeJIH-

w cy
amuH 2, ¥, « v v. Ilpu BRIBogC nekomuix cooraotienut (5.1) Ouin MEIOIb30BAIBL:
paserictBo (3.4), yranl  w & n yenosne (3.5) RoMiuranapiuocTn HalpapIcHmil o,
o' u v. Tak ®ax B pacuerax npeneperacres BeJARIUHON 2, KOTOPAA HA JIPAKTHKE
GuiBaeT OUeHb MallOH, npomogureA u olelra omubok Az, (5.5) u Ag, (5.8)
B OLPeJele Iy BeJINYALl U HallPABICHUs i BEKTOpA T.

OuucaHHBIM METOJIOM MOKHO JOGHTLCS BIIOHHE YHOBISTBOPUTCILHEIX pe-

3YJIbTaTOB.

Résumé

DETERMINATION APPROXIMATIVE DE LA TENSION MAXIMUM
DE CISAILLEMENT DANS UNE BARRE DE PROTFIL GENERAL
PRISMATIQUE TORDUE

JIRT KLATIL
(Regu le 3 juillet 1956.)

On présente dans ce travail une méthode de détermination approximative
de la grandeur et du sens de la tension maximum de cisaillement & un endroit
quelconque d’une barre prismatique de profil général tordue. La méthode
présentée est basée sur une analogie mathématique et physique existant entre
la tension t et la déviation z d’une membrane m voitée au-dessus d'un profil
semblable & celui de la barre soumise & la torsion (fig. 1, équations (1.1) et (1.2)).
Les grandeurs © et z vérifient les relations (2.1) ol & = const., &£ > 0 (fig. 2).

Pour base de calcul on a pris une épreuve photographique d un réseau rectan-
gulaire rectiligne, reflété par la membrane, le réseau étant placé dans un plan p
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paraliéle au plan z de la membrane non-vofitée. Cette photo permet de déter-
miner, & un endroit quelconque 7Ty(z, ¥, 0) du profil, les valeurs » et » corres-
pondant au couple de valeurs x et y (fig. 1). Afin d’utiliser cette correspondance
pour déterminer la grandeur et la direction de ’accroissement maximum de
la surface z(x, y) au point T (et pour déterminer en méme temps le vecteur t),
tAdchons d’exprimer le vecteur
grad z == —af— i-- -(?-71 j
ox oy

a l'aide des grandeurs a, y, w et v seulement. Pour établir les relations (5.1)
on s'est servi de 1’égalité (3.4) des angles & et ¢ ainsi que de la condition
de complanarité des directions o, ¢’ et v. Comme la grandeur 2, qui est prati-
quement trés petite, a été négligée, on a évalué les erreurs Ar, (5.5) et Ag,
(5.8) commises dans la détermination de la grandeur et de la direction du
vecteur .

La méthode présentée permet d’obtenir des résultats tout & fait satisfaisants.
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