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SVAZEK2 (1957) A P L I K A C E MATEM ATI KY ČÍSLO 5 

O N A P J A T O S T I N E H O M O G E N N Í H O P O D L O Ž Í 

IVO BABTJŠKA 

(Došlo dne 23. dubna 1957.) DT: 624.043: 539.311 

V práci jsou udány vzorce pro napjatost nehomogenní poloroviny 
s modulem pružnosti E(h) —•• EQ , ha a konstantní Poissonovou kon
stantou a. 

Podloží stavebních konstrukcí jest materiál, který má často proměnlivé 
vlastnosti, poměrně nesnadno zjistitelné. Z tohoto hlediska, zvláště při nedo
konalé znalosti materiálových vlastností podloží, nutno chápat i ověřování 
dosažených výsledků ve srovnání s theoretickými závěry, ověřování klade
ných předpokladů a vysoké požadavky praxe na jednoduchost závěrů. Proto 
se v praxi někdy omezují případy pouze na nejjednodušší případy řešení 
o rovnováze, při čemž se vychází s experimentálních zkušeností (srv. [T], [2]). 

N a druhé straně se v praxi často užívá theorie homogenního poloprostoru. 
R a d a experimentů však ukazuje, že theorie pružného homogenního polo
prostoru má i při poměrně stejnorodých podložích mnohem menší aplikabilitu 
než by bylo možno očekávat. Zejména při větších zatěžovacích plochách jsou 
skutečné deformace podstatně menší než deformace vypočtené podle theorie 
pružného poloprostoru. Tak na př. Koegler (viz [3], str. 342) měřil deformace 
v závislosti na zatěžované ploše při konstantním napětí. Na obr. 1 jest znázor
něn theoretický a experimentální průběh této závislosti. K podobným výsled
k ů m se dospělo i při vodním díle Orava, kde skutečné deformace jsou podstatně 
menší než podle theorie pružného homogenního poloprostoru. 

Některé z uvedených obtíží odstraníme, když ve shodě se zkušenostmi 
a skutečným stavem ve většině praktických případů, zavedeme do výpočtu 
skutečnost, že modul roste s hloubkou na př. podle rovnice 

E{h) = E9(h + cy, O 0 , (]) 

kde h jest hloubka pod povrchem, <x koeficient vzrůstu (zpravidla 0 ^ oc ^ 1) 
(viz na př. [4]), Poissonovo číslo předpokládáme konstantní. 

Domníváme se, že tento vztah velmi dobře vystihuje ve většině případů 
skutečnost. 
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Vhodnost tohoto předpokladu je p a t r n á z obr. 1, kde je znázorněna výše 
uvedená závislost mezi zatěžovací plochou a deformací za předpokladu, že 

E(h) = E0h°'s 

V této práci se budeme zabývat rovinným problémem napjatosti podloží 
za předpokladu proměnného modulu pružnosti podle rovnice (1). Nejprve 
budeme předpokládat c ^ O a pak provedeme praktické rozšíření aplikability 
našich závěrů i na případ c =(= 0. 

6 20 

S. podle teorie pružného 
\ poloprostoru 

velikost strany zatěžovaného čtverce 

Obr. 1. 

Problémem nehomogenního podloží se zabýval O H D E [5] a BOROWICKA, 
u nás pak K. H R U B A N [6], který se zabýval speciálními případy v závislosti 
Poissonovy konstanty a indexů vzrůstu. S uvažováním plastických vlast
ností za jistých speciálních předpokladů zabýval se t ímto problémem na př. 
OLSZAK, M U R Z E W S K I , G O L E C K I [7]. 

V tomto článku ukážeme jednoduchý tvar napjatosti v obecném případě 
v závislosti na Poissonově čísle a koeficientu vzrůstu. 

1. Rovinný problém napjatosti nehomogenního prostředí1) 

Při studiu homogenní poloroviny zatížené na hranici jest problém ekviva
lentní s problémem nalezení Airyho funkce U(x, y), která vyhovuje biharmo-
nické rovnici. Složky tensoru napětí jsou určeny Airyho funkcí rovnicemi: 

X.„ = 
дЧJ ?ЧJ 

J£ C U 

v дx дy 
дx*' (-) 

2) Předpokládáme vždy rovinnou deformaci. 
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V případě nehomogenního prostředí se stálou Poissonovou konstantou m 
a modulem pružnosti E závislém pouze na souřadnici y (hloubce pod po
vrchem), dojdeme úplně stejným postupem jako v klasickém případě homo
genního prostředí k obecnější rovnici, která má tvar 

(a - b) AAČ7 + 2{ď - b') ~ + (a" - b") AU - a" ~ = 0 , 

kde 
•m + 1 m + 1 , . 

° = Sfe) ' b = iSSóo * " y = • ( 8 ) 

Poněvadž problém je lineární a modul pružnosti závisí pouze na hloubce pod 
povrchem, stačí k úplnému řešení znát napjatost od svislého a vodorovného 
jednotkového břemene. 

2. Řešení problému nehomogenní poloroviny s průběhem 
modulu tvaru E(h) = ha 

Za předpokladu, že modul pružnosti probíhá podle rovnice E(h) = ha, 
vzhledem k homogennímu tvaru, musí nutně Airyho funkce pro osamělé bře
meno v počátku mít tvar 

U - rfty) , (4) 

kde r, f jsou polární souřadnice (srv. obr. 2). Tento případ odpovídá paprsko
vému roznášení břemene. Jest při tom 

Rr =-= i (/ + /") = I F(f), (5) 

kde Rr je radiální složka napětí. 

Dosazením (4) do (3) docházíme k závěru, že tvar (4) může být řešení rovnice 
(3) tehdy a jen tehdy, je-li splněna diferenciální rovnice tvaru 

F" + F'l tg w + F(fi + v tg 2 y) = 0 , 
kde je 

; t =- 2« , ť̂ = «(« + 1) + 2* + 1 , (6) 
m — 1 v ' 

v = <x(# + 1) . 

Položíme nyní E(^) = ^(v) cos a tp, a dojdeme z (6) k ekvivalentní rovnici 
0" + / , * 0 = 0 , (7) 

kde 

Џ* == (« + Г 
rø — 1 
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Tato rovnice je však snadno řešitelná. J e však třeba rozlišovat případy, kdy 

p* = 0 , /i* > 0 , fl* < 0 . 

V těchto jednotlivých případech dostáváme následující řešení: (Značíme 
sRr(r, y>) resp. vRr(r, y>) radiální složku napětí pro svislé resp. vodorovné osa

mělé břemeno působící v počátku.) 

I. //* = 0. 

Jes t 

' vRr(r, y>) = - 1 1 vCa,^p cos« y>, (8.1) 

Obr. 2. 

sRr(r, y>) = 1 1 sCa m cos« y> , (8.2) 
n r 

kde konstanty vC^m, S O a , w jsou jisté konstanty 
(viz obr. 3) závislé na oc, m, které vyjadřují 
podmínku rovnováhy. Budou určeny dále. Pří

pad I. nastává v případě buď a = — 1 nebo oc = m — 1. Vzhledem k tomu, že 
m > 2 a v praxi většinou je 0 ^ <x < 1 nemá tento případ velký praktický 
význam. 

I I . //* > 0. 
V t o m t o případě je 

vRr(r, y>) = - - 1 yca.m cos y sin ]/JI*y> , (9.1) 

sRr(r, y>) = s O a w cos > cos У/г*y . (9.2) 

Tento případ nastává pro a > ~ l a m - l > « (vzhledem k tomu, že ra > 2). 

I I I . ^ * < 0. 

V tomto případě jest 

1 1 

11 
TI r 

vRт(r, гp)= 1 ^ m eos* т/; sh У//*y , 

Җ ( r , ?/;) -= - scam cos* y ch Уjй*y> . 

10.1) 

T0.2) 

Tento případ nastává pro <x < — 1 a ra — l > a nebo a > — 1, m — 1 < «. 

Prakticky je nejvýznamnější případ I I . 

Určeme nyní konstanty FCa,m, 8 t \ O T . Vzhledem k paprskovému roznášení 
musí být +in 

r I SRr(r, y>) cos y> áy> = 1 , 
- hn 

r í vRr(r, y>) sin y> dip = — 1 
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a z teto podmínky určíme konstanty sCam, vCa>m. Vypočítáním uvedených 

integrálů dostáváme: 

pro « > 0 , m — 1 > a 

jest 

*«..-=—* ~ n + 2 ; • (u) 

kde 

P r o 

jest 

kde 

л > 0 , m — 1 S \ 

2 a Г ^ + 3

) ~ - + A г ( л + ţ±ń\ 
sn — >- _. >-- - /- (12) 

* < m T(«+2) ' V ' 

i - V - l , 7 == Vl/-*í • 
Pro « = 0 jest s O a t W = 1. Dále pak platí 

vCa<m =- ^ ± i sc a > r a pro y - y | ^ | + 0, (13) 
y 

rC«.« = ( « + ! ) sCa,m pro y = y ] ^ * | _. o . (14) 

N a obr. 3 jsou vykresleny hodnoty sCa<m. 

Známe-li radiální napětí Rr známe tím také složky tensoru napětí. Jest 

Yv = Rr cos2 ip , xy = Rr sin ip cos ^ , Xx = Rr sin2 ip , (15) 

Koeficient ' s C\„ ř nám vyjadřuje poměr napětí pod svislým břemenem k hod
notě téhož napětí v případě homogenní poloroviny. Vidíme tedy, že pro větší 
m a « > 0 je sCattn > 1 a tedy že napětí se pomaleji roznáší než v případě homo
genního podloží. J e to i ve shodě s experimenty (srv. také [2]). 

Známe-li napětí určíme snadno také deformace. Je-li l, t posunutí v polár
ních souřadnicích (viz obr. 4), pak platí pro a =f= 0 vzorce pro posunutí v ta
bulce 1. 

Nejdůležitější jsou deformace na povrchu. 

Dostáváme zde: 

A. Svislé břemeno 

a) Svislé posunutí v 

E0v = \x\~a —• 
1 m 2 - L V / I m — 1 2 SCa,m

SPZ,m. (16) 
a m2 T |« + 1| TT 
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b) Vodorovné posunutí u 

EQu = sgn x \x\~* j 
1\ 2 

SC 
Sßu 

л,m i'a,m ;i7) 

B. Vodorovné břemeno 

a) Svislé posunutí v 

r, . . 1 m 2 — 1 1 / Г m — 
E0v = sgn ж æ -* — _ I ' -

oc m2 V l« 4- 1 

ťE _J __ SГ1 Vtìv 
^-'a,m Иa,m ' 

Л 
b) Vodorovné posunutí u 

" ^ 1 ) I Ҝ(7«.« "ft- • 

;i8) 

ÍИT 

Konstanty S # U , S ^ ) W . , K # j t t n > ^ m j s 0 l l uvedeny v tabulce 2. V téže tabulce 
je uvedena také napjatost pro 
vodorovné a svislé břemeno. 

Tím máme úplně rozřešen 
problém napjatosti nehomogenní 
poloroviny pro zatížené hranice 
s modulem pružnosti tvaru 
E(h) = E0h

a a neproměnným 

f,i " 

ţo • 

o,ő -

o, 

1= 2,2 2,6 32 36 4,2 4,6 5,2 5ß 
2 - _ l. ' .'. ' .' 2,4 2,8 Э 34 ЗS 4 4,4 4,8 5 5,4 5,8 6 

Obr. 3. Obr. 4. 

Poissonovým číslem. Skutečně totiž při obecném zatížení bychom prostě 
integrovali v podstatě t ímtéž způsobem jako v případě homogenní poloroviny, 
vzhledem k tomu, že modul pružnosti závisí pouze na hloubce. Uvedli jsme 
všechny theoretické možnosti. Největší praktickou důležitost mají ovšem pří
pady 0 g « < i, 
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3. ííešení problému nehomogenní poloroviny s průběhem 
modulu tvaru E(h) — (h -\- c)% E0 

Tento případ je již složitější, poněvadž se napětí neroznáší paprskovitě. 
Vzhledem k nespolehlivosti předpokladů v praxi nemá smyslu užívat složi
tější thcorie, i když v případě, který je uveden výše, může vzniknout námitka 
nereálnosti předpokladu E(0) = 0. Napětí a deformace však v případě, že 
c > 0, poměrně dosti rychle se zvětšujícím se r (v případě osamělého břemene) 
se blíží případu průběhu modulu E(h) = haE0. N a druhé straně máme-li polo
rovinu s modulem pružnosti tvaru E0(h + c) a můžeme si představit, že je to 
část poloroviny s modulem E(h) — E0h

a, která má však povrch ve vzdálenosti 
c nad skutečným povrchem. 

J e proto nejvhodnější v praktických stavebních případech užít vzorců pro 

T a b u l k a 2. 

P ř í p a d 

I . I I . I I I . 

P ř í p a d <x — — 1 n e b o 
(X = m — 1 <x > — 1 , m — 1 > (% 

(x < — 1 m — 1 > a 
n e b o 

« > — 1 m — 1 < oc 

Sßv 
' a m 0 

n, 
s in y — 

żi 

S h r ï 
Sßu 

• a.m 1 
n 

cos y — 
Г 2 

c h y ^ 

Vßv 
'Ja,m 0 

n 
cos y — 

; 2 
o h y -

Vßu n n 
sin y — 

2 

n 
Sh y — 

У 2 

vПr(r, гp) 
2 1 

УQ• y, c o 8 a  
n r 

2 1 
vGa m c o s * щinyy> 

n r 

2 1 
VQ cos 3 1 ү> shy ү> 

я r 

sBr(r, V) 
2 1 , 

Ca,m c o s a V 
ж r 

2 1 
sCa m c o s a џ> cosyip 

n r 

2 1 
SC7Д m c o s a ү> c h y y 

JГ r 

1 ) 1 -
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polorovinu s modulem E(h) = E0h<* a napětí určovat ve vzdálenosti II + c = 
= h od povrchu náhradní poloroviny. Tím ovšem na původním povrchu není 
splněna okrajová podmínka. Ve většině praktických případů není však 
chyba veliká vůči praktické nespolehlivosti zatížení. V případě, že by byla 
chyba větší, považujeme ji za další zatížení, které odečteme (přibližně stejným 
způsobem) pomocí náhradní poloroviny, jak jsme to učinili v prvém případě. 
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P e 3 io M e 

O HAnPfl}KEHHOGTH HEOJTHOPO.miOrO OCHOBAHHfl 

HBO BABYUIKA (Ivo Babugka) 

(nocTynnjio B peaaKijHio 23/IV 1957 r.) 

B paöoTe iipHBeAeiiM <|>opMyjiH flJifl iianpflJKeimocTH neoflnopojrHOM nJioc-
KOCTH c MOflyjieM ynpyrocxH E(h) = E0h

a w HOCTOHIIIIOM KOHCTaiiToü Hyac-
coHa a. 

Z u s a m m e n f a s s u n g 

D E R SPANNUNGSZUSTAND E I N E S N I C H T H O M O G E N E N 
B A U G R U N D E S 

IVO BABUSKA 

(Eingegangen am 23. April 1.957.) 

I n dieser Arbeit werden die Formeln, für den Spannugszustand einer nicht
homogenen Halbebene mit dem Elastizitätsmodul E(h) = EQha und der 
unveränderlichen Poissonschen Konstanten a, angegeben. 
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