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SVAZEK 2 (1957) APLIKACE MATEMATIKY . ¢islos

VETA O RECIPROCITE PRO PRECHODNE JEVY

IVAN SANTAVY

(Doslo dne 24. z&ii 1956.) DT: 530.15 : 621.3.015.3/.4

Ohsahem této prace jo odvozeni véty o reciprocité pro d’Alemberto-
vu vinovou rovnici v uzavieném oboru s okrajovou podminkou U/ == 0.
Véta je zobecndnim znémych vét o reciprocité pro ustalené harmonické
pole a jeji dikaz je proveden uZitim Laplaceovy transformace.

Uvod

V theorii elektrostatického pole, Sifeni vin elektromagnetickych nebo zvu-
kovych, i v jinych odvétvich fysiky vyslovuje se t. zv. prineip reciprocity.
Na piiklad v elektrostatice v ptipadé bodovych elektrickych nabojt zni takto:
Necht v bodé 4 lezicim uvniti uzaviené vodivé plochy S, jejiz potencial je
konstantni, je umistén bodovy naboj. Pak potencidl jim vzbuzeny v bodé B
uvniti plochy S je pravé takovy, jaky by byl potencial vzbuzeny v bodé 4
tymz nabojem umisténym v bodé B. Tato véta plyne z theorie Greenovy funkee
pro Laplaceovu rovnici. V theorii §ffeni vin se dokazuje analogicka véta pro
piipad, Ze bodovy zdroj umistény v bodé 4 uvniti plochy S vykonava harmo-
nické kmity a Ze pole je ustalené, t. j. funkce charakterisujici pole maji tvar
1 o0tU
a? o
v rovnici Av - k2?0 == 0, pro kterou se dikaz véty o reciprocité provede po-
dobné jako v pifpadé rovnice Laplaceovy.

V této praci ukazeme, jak lze vétu o reciprocité pro siteni vin zobeenit na
prechodné jevy v tomto smyslu: Zaéne-li v okamziku ¢ = 0 zatit zdroj umistény
v bodé 4, pak v okamziku f = {,(> 0) je v bod¢ B pole prave takové, jaké by
vyvolal v bodé A4 tyi zdroj umistény v bodé B po uplynuti téhoz casu, t. j.
plati Ua(B; tx) = Up(4; tx). V dalsim budeme vétu formulovat presné. Pribéh
funkef U4, Up je odlisny od prabéhu analogickych funkei v pfipadé ustdleného
pole. Je-li na p¥. zdroj v bodé 4 a zaéne zatit v okamziku ¢ = 0, pak v bodé B

U == eot vz, y,z). D'Alembertova rovnice AU — = 0 prechazi pak

je nejprve U4 rovno nule az do okamziku ¢ = 7—};8 ,kder4p = ADB a a jerychlost
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S

gitenf vin. V tom okamziku tam dojde primarni vina Sit{ei se ptimo ze zdroje A4,
pozdéji pitjde prvni vina odrazend na hranici oboru, pak dalsi atd. Princip

a také po jistou dobu po piichodu primarni viny, nebot pied piichodem prvni
odraZzené viny je celkové pole dano vlnou primarnf, pro kterou ziejmeé plati
Ustprim(B) = Unprim(A4). Po pFichodu odraZenych vin neni jiz platnost principu
reciprocity evidentni.

Vita o reciproeité

Budeme uvazovat o feleni d’Alembertovy rovnice

pU B0 U e 0
oar Gy 22 o ot

v otevieném oboru O, tvoricim vnitfek uzaviené plochy S, o které budeme
predpokladat, Ze je Ljapunovova typu!). O feseni budeme piedpoklidat, Ze se

anuluje na hranici oboru O, ptesnéji, Ze pro libovolny bod N plochy S plati

” (z B m)
Iim U(P; t) = 0, P e 0. Zakladni feSeni rovnice (1) je funkce Ay
PsN TA

= V(x —xa)? 4 (y — ya)? b (z — z4)%, kterd piedstavuje kulovou vinu &i-
Fici se z bodového zdroje, ktery je umistén v bodé A(x.4, y4,z4) lezicim v oboru

0. Redeni vyjadiujici pole vzbuzené timto zdrojem v oboru O je pak typu

1
Uz, y, 2; £) = . r (t — %‘) 4 Uy, y, 2, 8). Zde U, je funkee definovani ve

A —

vsech bodech oboru O (vietné bodu A), vyjadiujici vliv hranice S na prabch
pole v jejim vnitiku. Dokdzeme, Ze o takovémto Fedeni plati véta:

Véta 1. Necht S je lLibovolnd wzaviend plocha typu Liapunovova a necht O je
jejs vnitfek, t. j. oteveny obor ji ohraniceny. Necht F(1) je funkce pro vdechna
t spojitd i s derivacems af do fddun = 3 vletné, splivujici podminky F(t) = F'(f)=
= (1) = 0 pro t = 0. Necht pro vhodné pevné « = 0 je funkce F(t)e ** ohra-
nifend a po Cdstech monotonni v intervalech, jichi délka je v¥tst meZ 4 > 02).
Pak existuje jedind funkce U ,(P; t) vyjadiujict pole bodového adroje wmisténého
v bodé A e O, kteryj poéal zdrit v okamZiku t = 0, s témito vlastnostma:

1) Podminky, jimZz vyhovuji Ljapunovovy plochy a nékterd jejich vlastnosti jsou
uvedeny na pt. v knize [1], § 192.

2y To znadf, %o nezdpornou ¢dst osy ¢ miZeme rozdélit na spodetné mmoho intervalit
(t,—1> t,), 2z nichZ Zidny nomd délku mensi neZ 1 a z nich? v kazdém je funkcee F(¢) mono-
tonni.
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1. Vyhovuje rovnici (1) vsude v oboru O s vijjimkou bodu A, kde nent defino-

vdna;
1 .,
2. Je typu Uz, y, z; 1) = - r (i — %‘[!) A Uoa(, y, 25 8), kde 14 =
Py

= V(x — @)y — ya)? (2 — 200t funkee Ugyq @ jeji parcidlnt derivace
o2l T eI g o2
C Jaod OO0 a4 €=U/ g4 ¢ Y s
;itg“ ) F/rg' A ;ﬁ}’ SR FZ;’-~ jsou spojité vzhledem k (x, y, z) v oborw O pro
kaZdé t = 0 a spojité vzhledem k ¢ v oboru t = 0 pro pevné (x, vy, 2) € O;

ol 4 0207 4

3. Prot << 0 platt Uy = =~ = S == ()
3 ro = 0 platt 1,4 5 P 0;

3

4. Na hkranici oborw spbivje U podminku lim U (P; t) = 0; zde N je

libovolny bod na S

Dukaz této véty provedeme uitim Laplaceovy transformace. Hledant
Fefeni neustalenych déju v theorii parcialnich diferencidlnich rovniec methodou
Laplaccovy transformace se déje obvykle tak, Ze se provede Laplaccova
transformace nezndmé hledané funkee a Ze se predpokladd zdménnost poradi
derivace a integrace. P’o nalezeni Laplaceova obrazu se najde vzor a dodatecéné
se dokazuje, Zze zaména poradi derivace a integrace, i jiné provedené operace
byly opravinény a Ze nalezend funkce je skutetné feSenim daného problému.
Zde budeme postupovat podobng, s tim rozdilem, %e na existenci fefeni a jeho
vlastnosti usoudime z vlastnosti jeho obrazu v Laplaceové transformaci.
P¥itom se budeme opirat o vétu odvozenou CrurcHILLEM [2] (Theorem 10).
Uvadime ji na konci prace jako vétu 3, pii ¢emz ji zde vyslovujeme pro funkci
@z, y, z; 8) tH parametrd =z, ¥, z, zatim co Churchill uvazoval o funkei ¢(z; s)
jednoho parametru z.

Predpokladejme nejprve, Ze feSenf s vlastnostmi 1-4 véty 1 existuje. Utvolme
jeho Laplaceovu transformaci, t. j. funkei

us(2, Y, 75 8) = L{U.d(‘xv Y, 2 t)f = feHStUAi(ma Y, % ) de .
0

Ptitom s necht je libovolné komplexni &islo oboru Re s = y, kde y je libovolné
¢islo splitujici podminku y = «. Plati

i F(t — T.i')
a .
walx, y, z; 8) = f@*“" A Uoalz, y, 23 1) | dt =

Ta

= S H(s)  wea(®, g, 2 8) ; 2)

zde
, Woa(x, Y, 7508) = L{{-/T()/l(x’ Y, % t)} .

j(s) = L{F(t)

—
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Za predpokladu, e plati

R0 - o
Ll =L (U}, L{limU,} = limL{U,},

l ot [ PN PN

0% %4 (3)
o cyt
a okrajové podmince
bmowys = 0. (4)
PN

Funkee u,, kterd je typu (2), vyhovuje diferencidlni rovnici (3) a sphiuje
okrajovou podminku (4), je ziejmé (aZ na faktor f(s)) Greenova funkee oboru O,
Funkee u,, = L{U7,,} rovn&Z splituje rovnici (3) a lze ji zfejmé psat ve tvarn

o, 9, %5 8) = 1(8) - Uy, o, 25 8) | (5)
pii cemz .
Tia
lim tios = — %% ; zde ryg= NA. (6)
LN rva

Funkce u,, je tedy Fefeni vnit¥niho Dirichletova problému v oboru O pro
rovnici (3) s okrajovou podminkou (6). Dosud jsme ovsem existenci funkce
U ,, tim méné piatnost rovnice (3), nedokizali.

Uvazujme nyni takto: rovnice Av -f- Av == 0 m4 v oboru O kladné vlastni
2
hodnoty (4, > 0). Jestlize Re s = » > x = 0, neni vyraz - ;E nikdy kladny

a pro kazdé takové s ma Dirichletiiv problém v oboru O pro rovnici (3) s okra-
jovou podminkou (6) jediné feseni. Toto Feseni lze psat ve tvaru zobecnéného

toa(P; 8) — f f () ‘irf ds . (7
S

Zde u(N) je funkee spojita na plode S ar — PN. Dikaz tohoto tvrzeni vyplyva

potencidlu vrstvy

¥ , y § 0o . NRET .
z vét uvedenych v [1] takto: JeZto — ~; neni, jak jsme fekli, vlastni hodnotou
P
vnitiniho Dirichletova problému, mé vnéjsi Neumannova dloha pro rovniei
NZ Ll A v, v 2 ’ .
Aw — —u = 0v O, kde 0" jo vnéjick plochy S, fefend, ktoré lze psit jako
a ‘ v

potencial vrstvy, to jest ve tvaru pravé strany ve vzorei (7) (viz {1], str. 287).
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To, 7e vzorec (7) dava také feSeni naSche vnitiniho Dirichletova problému,
plyne z Gvahy zcela analogické vaze uvedené v |17, § 221, s tim rozdilem, Ze se
namisto o funkei

[!I(P;Q) uvniti- 8

— ] o
L - e S
47y

uvazuje o funke

[u(),,(:r, Y,z 8)  uvniti S

v o= 5
ety y
\,,, et vné S .
¥
.
[
Namisto vzorce (200) na str. 659 budeme mit » = ff/((z\T) —ondS vne S
’
s

a dédle ty% vzorec i pro v uvnitt S namisto vzorce (201). To viak znamena,
7e funkee %o jo dana vzorcem (7). Ukazemeo, %c pak funkee 4 definovana
vzorei (5), (7). spliuje podminky 1-3 véty 2. Oznaéme R libovolny uzavieny
obor lezici v O. Z predpokladanych vlastnosti funkee F(t) plyne, Ze jeji Lapla
ceova transformace f(s) = L{F({)} je analytickd pro Re s = y a ddle, Ze funkce
[s* f(s)] je v tom oboru ohranitend (viz na pf. theorem F citované prace
Churchillovy [2]). Ze vztahii (5), (7) pak plyne, zZe také funkce w4 je analy-
tickd pro Re s = y a Ze funkce |s*u,4] je v tom oboru ohrani¢ena pro viechna
(z, ¥y, z) e B, neboli, #e funkee w4 splituje podminku 2 véty 3 pro n =2 a
£, = 1. Podobné se snadno vidi, Ze také podminky 1 a 3 véty 3 jsou splnény
a to pro m = 2 a ¢, = 1 v oboru (z,y, z) ¢ R. Jeito tedy podminky vity 3
jsou splnény, plyne z ni, Ze k funkei %, existuje funkee inversni v Laplaceové
transformaci Upa(z, y, 2; t) = L Huga(x, y, z; 8)} a Ze v oboru B pro tuto
funkei plati

» or '
~ af‘];?‘/?—fi = Lg! "\'"”6- ﬁ“o‘i\_ , p=7+k+tl=12;
cx Icy* oz cx Ioy* ozt '
01U .4
el L S — 2
at'l - L(i) {S uo“i} ’ q = 07 17 =

Jeito R je libovolny uzavieny obor z O, plati uvedené vatahy v celém oboru 0.
Z tvaru funkee uy, Je nadto zfejmé, %e funkce U, spliuje vztah

lim Upy = Lt {lim wga} ,
P sN P->N
kde N je bod na S. Funkce

ey

Uil y, 2 8) = = f(8) & woalw, y, 23 5)
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spliiuje rovnici (3) s okrajovou podminkou (4), takze funkce

F(t _ Q)

(-"7-4 (‘T> U, = t) = e ‘# l][)A(x, Y, 2 t)

T4

ma vlastnosti 1-4 véty 1 a je zfejmé jedind.

Véta 2. Necht S je libovolnd uzaviend plocha Liapunovove typu a necht O je

] 7 ey ]

jejt wvnitiek. Necht F(t) je funkee splitujict podminky woedené ve vété 1. Necht
U, y, z; t) je funkce vyjadiujict pole bodového zdroje charakterisovaného funket
F(t)y umisténého v bodé A € O, kterd md vlastnosts 1—4 uvedené ve vété 1. Necht
Uglz, y, 23 1) je funkce vyjadiujict pole téhof bodového zdroje wmisténého v bodé
B e O, jejiz viastnosti dostaneme z viastnostt 1-—4 véty 1 lak, Ze namisto A piseme
vsude B. Pak plati U (B;1) = Ugx(A4; 1),

Dikaz této véty, t. j. dikaz vlastni véty o reciprocité pro piechodné jevy,
je jednoduchy. Podle véty o reciprocité pro rovnici (3) s podminkou (4) plati
w (B) = ug(A). Jeito U, = L(,[)l{?l,,}, Uy = L(i)l{un}, plati také U (DB;i) =
= Up(A4; t), co’ bylo dokazat.

Funkei Ua(z, y, 2;t) bychom mohli interpretovat takto: V piipadé &iteni
zvukovych vin z bodového zdroje v kapaliné nebo plynu vyhovuje pretlak p
D’Alembertové rovnici. Funkce Ua(z, y, z; t) mZe tedy piedstavovat pretiak
v bodd (v, y, ) a okamziku t vzbuzeny zvukovym zdrojem umisténym v bodé
A, pii Gem? pFetlak na hranici oboru je trvale nulovy. Poznamenejme, Ze reali-
gsovat tuto okrajovou podminku by bylo obtizné. Snadnéji realisovatelnd
a piipadné experimentalnimu ovéieni piistupna by byla pfipadna analogicka

2
véta o reciprocité s okrajovou podminkou »(J; —T/q: 0 namisto U/S = 0, kterou
A
jsme zde nezkoumali. Pak by funkce U mohla mit vyznam rychlostniho
potencidlu a uvedena okrajovd podminka by znamenala, Ze plocha § ohrani-
¢ujief prostiedi, v ném? se viny 8i¥i, je dokonale pevna.

Véta 3.3) Necht funkce g(x, y, z; ) splituje v uzavieném oboru (x, y, 2) € R
tyto podminky:

1. Funkce o(x,y,z;8) a jejt parcidlni derivace vzhledem k z, y, z typu
oP
S N
ox Ioy* Oz
s pro Re(s) = v a necht jsou spojité v proménnijch x, y, z, n v oboru (x, ¥y, z) e K,
— w << 1 < o pro vdechna redlnd w; pfitom s =y -+ ni.

=]+ k--1=12 ..., mjsouanalytickymi funkcemi proménné

3) Podle Churchilla, viz [2], Theorem 10.
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2. Necht funkce |sm 1y ap(x, y, 2; 8)|, pfi éemZ & = 0 je vhodné &islo, je ohra-
niéend v oboruw Re s = y pro viechna (x, 1, ) ¢ K.

. |
« g ’ 4 e 4 (7.) -
3. Nechl kafdd z funkct |s1re ,p=7+k+Il=1 2 ..,m,

i
Ide &y = 0 je vhodné Elslo, je ohranifend v oboru Re(s) = 3 pro véechna (x, y, 2) €

¢ R. ‘

cxi oyt Ozt

Pal: existuje funkce @(x,y, z; t), tnversni v Laplaceovd transformaci & funkei
o(x, y, 2, 8) a plati:

Yidim
1

Dlx,y, 2 1) = Ll {g(x, y, 2 8)} = D lim etp(z, u, 2z u) du,
i (o

Y oim

otd(x, y, 2 t)

atq = L(_i)l{sz(l)(m’ :[/9 23 ‘9)} ) q - O~ ]: 27 s M,

ordD(x, y, 2 t Mz, i, 25 8 )
: <,~»~—J - ) _ Lt U—(r(,\/ /) o p=12,...,m.
ox? oy* ozt oxd oyk ozt
Vechny tyto funkce jsou spojité vzhledem k (x, y, z) € B pro kafdé t = 0, spojité
vzhledem k t v oboruw t = O pro kaZdé (x, y, z) ¢ R a plati
AP(x, y, z; ¢ = 0)

R R

P, gy, 28 =0) 0
- Ow? oyt ozt -

(g=1,2,..,0;p=1,2,..,m).

Zavir

V praci byla odvozena véta o reciprocité pro rovnici (1) s okrajovou podmin-
kou U = 0, coz je zobecnéni znamé véty o reciprocité pro rovnici Aw - Au = 0.
Véta byla odvozena uzitim Laplaceovy transformace. Lze odekavat, Ze touto
methodou bude mozno pomérné jednoduSe roziifit na neustilené jevy také
jiné véty o recoprocité odvozené dosud jen pro jevy ustalené.
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Pesome
TEOPEMA O B3ATIMHOCTH U NEPEXNOITLIN B3 TEIH

UBAI HIALITARDL (Ivan Santavy)

(Hoerymiio v pegasipno 24/1N 1056 r.)

Copepsrannem padoThl SiBJSICTesT BRBOJL TCOPCMLL O BIANMUOCTI I Vpasie-
nust ' AnamGepa (1) ¢ wpaepnivm yesopiem 7 = 0 p ofuacTi, orpanmiennoi
3aMKAYTOI 1oBepxnoceThio tuna Janynosa. Merogos npeobpasopamrs Jla-
THaca  JIOKABEIRACTCS  CVICCTBOBAIMC  polieHisy, o0Jafalomero cpoileTRaMu
1. ~4, veopema 1. Coberpennast reopema o Bsaumno)rn (recopema 2) Bolreract
JCrKO U3 Teopempt O Baaumuocti st Gyukuin Upuna »ocayvae ypapneinis
(3) ¢ wpaeBpM yegaosiem (4).

Zusammenfassung

DER REZIPROZITATSSATZ DER NICHTHARMONISCHEN
WELLENVORGANGE

IVAN SANTAVY

(Eingegangen am 24. September 1956.)

In der vorliegenden Arbeit wird ein Reziprozititssatz fiir die d’Alembertsche
Gleichung (1) mit der Randbedingung U = 0 in einem mit einer Fliche von
Ljapunov begrenzten Gebiet bewiesen. Die Methode von Laplace Transfor-
mation erméglicht die Existenz einer Losung mit den Eigenschaften 1-—4,
Satz 1,.zu beweisen. Der Reziprozititssatz (Satz 2) wird dann leicht auf Grund
des Reziprozititssatzes fiir die Greensche Funktion der Gleichung (3) mit
der Randbedingung (4) bewiesen. :

397



		webmaster@dml.cz
	2020-07-01T21:02:02+0200
	CZ
	DML-CZ attests to the accuracy and integrity of this document




