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SVAZEK2(1957) A P L I K A C E M A T E M A T I K Y ČÍSLO 6 

E M P I R I C K É FORMULE, VYSKYTUJÍCÍ SE VE FYSIKALNĚ 
CHEMICKÝCH APLIKACÍCH 

• I I Ř Í MÍČKA. OSKAR SCHMIDT 

(Došlo dne 31. ledna 1957.) DT:541,1.001.2 

Práce navazuje svým obsahem i zpracováním na článek [3] a zabývá 
se speciálními typy empirických závislostí, častých ve fysikálně che­
mických aplikacích. J e provedena matematická verifikace uvedeného 
způsobu řešení. Theorie je aplikována na několika příkladech. 

Úvod 

V tomto článku se zabýváme empirickými formulemi, které se převážné 
vyskytují ve fysikálně chemických aplikacích a to při závislostech molárního 
tepla, enthalpie a t laku nasycených par na teplotě a pod. [1], [2]. Tato práce 
navazuje způsobem řešení na článek [3], při čemž nepřihlíží ke statistickému 
zpracování daných dat za předpokladu, že výsledná empirická formule apro­
ximuje s dostatečnou přesností naměřené hodnoty. 

Příslušné empirické rovnice lze shrnout do následujících typů: 

AI. y ----- ax + b -f c . f(x) , a 4= 0 , c =j= 0 , 

AIL xy = ax + b + c . f(x) , b 4= 0 , c 4= 0 , 

BI. y = ax2 -f bx + c + d . g(x) , a 4= 0 , d 4= 0 , 

BII. xy = ax2 + bx + c + d . g(x) , « 4 = 0 , c 4 = 0 , d + 0 , 

kde x je nezávisle proměnná, y je závisle proměnná, a, b, c, d jsou konstant}-
a dané funkce f(x) a g(x) neobsahují neznámé konstanty. 

Ve fysikálně chemických aplikacích přicházejí v úvahu následující druhy 
funkcí f(x) a g(x): 

U typu AI. f(x) = — ; — ; log x ; 

AIl. f(x) — x . log x ; 

BI. gr(íK) = x3 ; - ; — ; log x ; 

BII. g(a;) = - ; x . log x . 
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Lze snadno nahlédnout, že vhodnou algebraickou úpravou lze některé typy 
převést na jiné. Z dalšího zpracování rovněž vyplývá, že postup řešení se 
neomezuje na uvedené druhy funkcí f(x) a g(x). 

Závislosti AI., ATI., BI., BII. nejsou zpracovány v žádné literatuře, která se 
systematicky zabývá empirickými formulemi v chemických aplikacích, na př. 
[4], [5], [6]. Pokud se v aplikacích určuje některá z uvedených formulí obsahu­
jící n konstant, užívá se běžně následující methody: Z tabulky naměřených 
hodnot se vybere n různých dvojic xh y, (i = I, 2, . . . . n) a hledaných n kon­
stant se určí řešením soustavy n lineárních rovnic o n neznámých [4], [7], 
[8], [!}]. Tato methoda však používá při stanovení konstant jen velmi malou. 
část tabulky (většinou čtyři dvojice sobě odpovídajících hodnot), čímž je 
velmi ovlivněna její přesnost. 

Tato práce se zabývá systematickým zpracováním uvedených závislostí, 
při čemž užívá numericko-grafického způsobu řešení (je zahrnuta celá tabulka 
hodnot) a numerických kriterií k verifikaci jednotlivých typů empirických 
formulí stejně jako v článku [3]. 

1. Zpracování jednotlivých empirických závislostí 

AI. y = ax -]- b ~f c . f(x). 

U závislostí tohoto typu je nejvýhodnější určit konstantu c. Pak je totiž 
daná závislost v soustavě 

X = x , V = y — c .f(x) 

lineární. 

Stanovení konstanty c: 

Z tabulky naměřených hodnot vybereme čtyři navzájem různá xí} x2, x3, xé 

a jim odpovídající funkční hodnoty yx, y2, yz, ?/4 (toto označení dodržujeme 
i v dalším). Pak po jednoduchých úpravách dostaneme pro konstantu c vzorec 
(jmenovatel je různý od nuly pro uvedené druhy funkcí f(x)) 

y±~y% _ yj_zjh 
X i XS X2 _ . / j v 

~ f[_____)'_ fM-JM' 
JC A *í/0 Xi) " JO -t 

Vztah (1) představuje verifikační kriterium (v mezích přesnosti naměřených 
dat) pro závislost typu Aí. (důkaz v následujícím odstavci); proto je třeba 
hodnotu konstanty c ověřit dalšími kontrolními čtveřicemi. 

Vzorec (1) se zjednoduší, jsou-li x{ (i = 1,2, 3, 4) vázána navíc podmínkou 

x2 — xx = xá — x3 = h• _ 0 , (2) 
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která je vžd}r splněna, je-li argument x tabelován ekvidistantně. Pak dostáváme 

(?/.i ~ !h) - (_a —Ji) , n 

[/&) -~TM]'-~UM"-7(*i) i ' 
AII. .ry = oa; f h + c . /(a;). 

Vzorec pro konstantu c získáme ze vztahu (1). jestliže v něm nahradíme 
hodnoty y_ odpovídajícími výrazy x/y^ (i = 1, 2. 3, 4). 

B I . y = «:r2 i- 6,ť -j c j r/ . f/(x). 

U závislostí tohoto typu je obecně vhodné (ve speciálních případech lze 
volit jiný postu])) určit hodnotu konstanty d. Tuto závislost pak můžeme 
přechodem k soustavě 

X = x , Y = y d. g(x) 

převést na závislost typu IV., která byla zpracována v článku [3]. 

Stanovení konstanty d: 

Zvolíme čtveřici vzájemně razných xf (i •— 1.2, li. 4). která je vázána navíc 
podmínkou 

x_ i- x_ = xz i' x_ = k . (3) 

Pak po jednoduchých úpravách dostáváme (jmenovatel je různý od nuly 
pro uvedené druhy funkcí g(x)): 

yi — yii y* - ih 
i x i __v x2 x i ,A\ 

~ gM — 9M _ _Jt^LzLÉ^A 
X_ X'i x2 :Cj 

Z výpočtů vyplývá, že podmínka (3) je nutná (při tomto postupu) k odstranění 
koeficientu u xl. 

Vzorec (4) je formálně stejný jako vzorec (1), liší se však od něj tím, že vy­
žaduje navíc platnost podmínky (3). Proto je třeba k odlišení typu AI. od t y p u 
BI. používat takových čtveřic, které nevyhovují podmínce (3). 

BII. xy = ax2 -\- bx -\- c + d . g(x). 

Vztah pro konstantu d dostaneme ze vzorce (4), jestliže v něm nahradíme 
veličiny yL odpovídajícími hodnotami x_yt (i = 1, 2, 3, 4), při čemž je třeba, 
aby platila podmínka (3). 

2. Verifikace jednotlivých typů 

V tomto odstavci dokážeme, že vzorec (1) (po př. (4)) v případě konstantních 
hodnot veličiny c (po př. d) vede k předpokládanému typu funkční závislosti 
AI. (po př. BI.). Tento důkaz však předpokládá, že dané hodnoty jsou stáno-
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vény přesně a jsou tabelovány v celém rozsahu argumentu x. Protože ty to 
podmínky nejsou v praxi nikdy splněny, je třeba zdůraznit, že kriteria (I) 
a (4) mají orientační charakter a umožňují nám zjistit, zda se může jednat 
o předpokládanou závislost. Tu lze nejlépe ověřit (nepřihlížíme-li ke statistic­
kému zpracování daných dat) přímým výpočtem hodnot ze získané empirické 
formule a srovnáním s tabelovanými hodnotami. 

AI. y - ax + b + c . f(x) , a 4= 0 , c =j= 0 . 

Nechť funkce y = F(x) vyhovuje vztahu (1). P a k po jednoduché úpravě 
dostaneme 

F(x^::F(x^ /(*,)_ /(a.) F(x2) -F(xx) _ f(xt) - /(_:_) _ 

Zavedeme-li (bez újmy obecnosti) xt •-•= a;, + &_, ,r4 = ,T;Í + /?,3, pak závislost 
(5) přechází do tvaru: 

F t e . f A.) - ^ > a ) /(a;, I *,) /(a.) 

F(xx + A,) - E(,ri) /(a, + A_) /(a;-) 

" " * ! *1 ( l ) 

Protože veličiny #_, .c3 a hx, hz jsou voleny nezávisle na sobe, musí platit pro 
všechna x a h z definičního oboru funkce F(x) rovnice: 

F{x + A) - /5» /(« + A) - /(_;) 
T - c — ----- -___, 

kde A je libovolná konstanta. Odtud plyne, že F(x) musí vyhovovat následu­
jící diferenční rovnici 

F(x + A) - _ (3.) _= „A + c[/(;r + A) - /(_.)] . (6) 

Tato rovnice má až na libovolnou periodickou funkci s periodou h řešení 
[10]: 

F(x) — Ax + B + c . /(a.) , 

kde -4, i? jsou libovolné konstanty. Kriterium (1) skutečně určuje funkční 
závislost typu AI. s koeficientem c u f(x). 

V řešení rovnice (6) vynecháváme libovolnou periodickou funkci s periodou 
h z toho důvodu, že toto řešení nesmí v aplikacích záviset na veličině h, která 
se při příslušných výpočtech může měnit. 

BI. y = ax2 + bx + c + d . g(x) , a 4= 0 , d 4= 0. 

Verifikace kriteria (4) vede po podobných úpravách k funkcionální rovnici 

_ (Je _ X) — F(x) = _4(& - 2a;) + % ( & - s) - gr(*)] , (7) 

kde y — T(a;) je funkce, která vyhovuje vztahu (4), ./! je libovolná konstanta 
a k je veličina z podmínky (3). 
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Řešení rovnice (7) má tvar 

F(x) = *x* + fix + y + Bg(k - x) + (B + d) g(x) + cp(x) + cp(k - x) , 

(8) 
kde <x, (3, y, B jsou libovolné konstanty a (p(x) libovolná funkce. Protože řešení 
(8) nesmí záviset na volbě veličiny k, kterou lze v podmínce (3) měnit, pak 

1. B = 0 , 2. rp(x) = konst. 

Po tomto zjednodušení dostaneme 

F(x) = oa* + px -\-y +d.g(x). (8X) 

Podrobnými úvahami se dá zjistit, že všechna další řešení rovníce (7), nezá­
vislá na veličině k, se liší od řešení (8X) o libovolnou aditivní konstantu. Z toho 
vyplývá, že kriterium (4) určuje funkční závislost typu BI. s koeficientem d 
u funkce g(x). 

3. Příklady 

1. Závislost enthalpie AH A1203 na absolutní teplotě T je dána tabulkou 

7]: 

Tuк 

AЯ cal/mol 

373,1 

1990 

573,1 

6760 

773,1 

12270 

973,1 1173,1 1373,1 1573,1 373,1 

1990 

573,1 

6760 

773,1 

12270 17990 24220 30860 37900 

Enthalpie AH je s molárním teplem za stálého tlaku CP vázána vztahem [1] 

AH = / C áT , 

kde T0 je nějaká referenční teplota. Volíme-li Cv ve tvaru [11]: 

(9) 

pak z rovnice (9) plyne 

C9 = к+ßT + X , 

Д Я = a,T* + ЬT + c + ţ , 

což je závislost typu BI. 

Závislost upravíme na tvar 

T . AH = aT3 + bT* +cT + d (10) 

a verifikujeme ji určením konstanty a- Vztah (10) je závislostí typu BIL, 
kde g(T) = T3 (konstanta u funkce g(T) je nyní označena a). 
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Kriterium (4), upravené pro t y p BIL, má v tomto případě (platí podmínka 
(3)) tvar; 

/T4AH4 - T3AH3 T2AH2 - T^H,) 
TXT, r,ri\ rl\ - Ta T — т 

- 2 - 1 

п 

Užitím čtveřic Tž (i — 1, 2, 3, 4) (viz následující tabulka) a vzorce (11) za pod­
mínky (3) dostaneme průměrnou hodnotu 

a = 4,702 . 10-- . 

- • — — -
"l'l 7', ri\ тt 

u 

373,1 
373,1 
573.1 
373,1 
773,1 

1573,1 
1373,1 
1573,1 
1173.1 
1573.1 

573, l 
573,1 
773,1 
573,1 
973,1 

1373,1 
1173,1 
1373.1 

973,1 
1373,1 

4,702 . 10--
4,589 . 10" : i 

5,832 . 10~3 

4,231 . 10--
4,156 . 1 0 ; ï 

... . 

Pak 

T . AH = 4,702 . 10- -T3 + ŮT- + cT + d . 

Zavedeme-li substituci 

T = T , KH = T . AH - 4,702 . 10 3T 3 , 

dospějeme k závislosti 

KH = 6T- + cT + d , (12) 

což je t y p IV., zpracovaný v článku [3]. 

Použijeme-li výsledky práce [3], je t řeba stanovit k linearisaci závislosti 
c c 

(12) hodnotu veličiny - . K určení konstanty - užijeme stejné čtveřice jako při 
výpočtu veličiny a a to v pořadí Tlt T3, T2, T4. Jednotlivé hodnoty veličiny 
c 
6 
c . 

jsou: 

-- 368,56 ; - 377,66 ; - 366,71 ; - 327,41 ; - 407,94 . 

Průměrná hodnota je 

£ = — 367,66 . 

Abychom ověřili, že se jedná o vztah (12), sestrojíme graf závislosti AH na 

[ T + —j . Tato závislost má být lineární. 
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ł « « 3790C yĄ 
дн.Ю'6 дн 

X. 20' 30860 

20,322 2'.220 

/ 

13,173 17390 

/ 

7,313 12270 

zsas S750 AУ үJŞåO 

AУ 
373,1 5 '3.1 773,1 973,1 1173,1 aтз.1 1573,1 т 
•г '= -, 152 0,347 oßгз 0,979 1,414 1,930 

.2 -Ŕ 
(T-183,8). 10 

Obr. I. 

Daná závislost je skutečně lineární. Konstanty b, c, d určíme methodouvy­
braných bodů, za něž volíme body A,B (viz obr. 1). Konstanty stanovíme vý^ 
počtem směrnice a úseku získané přímky na ose pořadnic (v soustavě 
(T — 183,8)-, KH) [3]: 

6 = 21,55 , c == — 7922 , d = 4,540 . 10s . 

Hledaná závislost je dána vztahem: 

Mi = 4,702 . 10- 3 . T2 + 21,55 . T — 7922 + 4,540 . 105 . T'1 . (13) 

Pro srovnání uvádíme tabulku: 

T 
Aíř daná 
Aířvyp. z (13) 
odchylky % Mld - A//,, 

373,1 573,1 773,1 973,1 1173,1 1373,1 1573,1 І 
1990 6760 12270 17990 24220 30860 37900 
1990 0764 12140 17970 34220 30860 37900 ! 
0,00 - 0 , 0 6 + 1,00 + 0,11 0,00 0,00 0,00 

2. Závislost t laku nasycených par p na absolutní teplotě T n — C 5 H U 

je dána tabulkou [12]: 

! T°к 243,1 253,1 

67,85 

263,1 

114,3 

273,1 

183.25 

283,1 

281,8 

293,1 

420,2 

303,1 

610,9 

313,1 

873,0 

323,1 

1193 | p tor 37,95 

253,1 

67,85 

263,1 

114,3 

273,1 

183.25 

283,1 

281,8 

293,1 

420,2 

303,1 

610,9 

313,1 

873,0 

323,1 

1193 
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Pro t lak nasycených par platí známý vztah [1] 

<ilogř> = . L_ _ ( 1 4 ) 

áT IglO.TŽT* - [ } 

kde L je výparné teplo, R plynová konstanta. Bývá většinou zvykem apro­
ximovat L konstantou, což však nedává dobře vyhovující výsledky. K dosa­
žení přesnějších výsledků je vhodné aproximovat výparné teplo L lineární 
funkcí teploty, t. j . 

L = <xT + [i , 

kde oč, fí jsou konstanty. Za těchto předpokladů vede rovnice (14) ke vztahu 

lQgP = o + = 4 C . l o g T . (15) 

Rovnice (15) představuje v soustavě T, T . log p závislost typu AU. Proto 
upravíme závislost (15) na tvar 

T . log p = aT + h + cT log T . (16) 

Protože argument T je ekvidistantní, užijeme s výhodou podmínky (2) 

T2 -Tt = T4 - 7'3 = /V+ 0 . 

Verifikační kriterium má v tomto případě tvar (při výpočtech užíváme čtyř­
místné logaritmy) 

(T 4 log ? ? 4 T3 log p,) (Tj log Pž - rr log 3^) 
(Ť4 l o g T 4 - T3logn)"-(T2log1T2 - ^ l o g T ; ) • 

Užitím čtveřic (za podmínky (2)): 

т. T, 

243, J 253.1 313,1 323,1 -5,9469 
253,1 263,1 313,1 323.1 5,1409 
243.1 253.1 303,1 313,1 j 3,4723 
243,1 2(53.1 303, ! 323,1 4,2937 
243.1 273.1 293,1 323,1 •3,9019 

dostáváme průměrnou hodnotu 

c = — 4,5511 . 

Závislost (16) musí být v soustavě 

T, p' = T(log p - c . log T) 

lineární, což je vidět na obr. 2: 

Konstantu a určíme jako aritmetický průměr poměrných diferencí, t. j , 

« - \ • 2 ^-P; = 20,7560 . 
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Konstantu b stanovíme takto: 
i 9 

b = . 2 (p'i ~ 2 0 ' 7 5 6 0 • í1,) = - 2022,5 . 
9 Í ~ I 

Vztah (15) má tudíž tvar 

log 7> =- 20,7560 ' ° | f i 5 _ 4 :55n . i o g T . ;i7) 

.?•«» ísj.í ЃĆШ ?ям з a* ?SJ,Í эoa,» зai „ э x м 

Obr. 2. 

ro srovnám uvádíme tabulku: 

T 
p daný 
p v y p . z (17) 
odch. %pd - i>, 

243,1 1 253,1 203,1 273,] 2.43,1 293,1 303,1 313,1 323,1 
37,05 | 07,85 114,3 183,25 281,8 420,2 010.0 873,0 1193 
37,90 ! 67.24- 113,4 183,0 283,8 424,0 015.7 807,8 1197 
• 0.13 '• ' 0,90 -; 0,70 ; 0,14 - 0.7 1 1,05 - 0 , 7 9 ! 0,60 - 0 , 3 4 
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Рез ю мо 

ЭМПИРИЧЕСКИЕ ФОРМУ,] IЫ, ВСТРЕЧАЮЩИЕСЯ 
И ПРИЛОЖЕНИИ К ФИЗИКО-ХИМИЧЕСКИМ РАСЧЕТАМ 

ИРЖИ МИЧКА, ОСКАР ШМИДТ (.Ш 1Ур'ска, Озкаг 8опттоТ) 

(Поступило и редакцию 31/Г 1957 г.) 

Настоящая работа по своему содержанию является продолжением на­
шей работы [3] (см. цитированную литературу). Приводится математи­
ческое оформление дальнейших типов эмпирических зависимостей (см. 
введение), часто встречающихся в физико-химических расчетах приклад­
ного характера. 

К табелированию предложенных значений величин не предъявляется 
никаких ограничивающих требований, только лишь в случае зависимостей, 
содержащих четыре константы необходимо, чтобы значения независимой 
переменной удовлетворяли предпосылке (3). 

Во втором абзаце проводится математическая проверка приведенного 
хода работы. 

В заключение приводятся практические примеры. 

7А и 8 а ш т е п I а 8 8 ип § 

ЕМРЮ18СНЕ ЕОВМЕТЛ, Ш Е Ш 1)Е^Т РНУ81КАЬ18СНЧЖЕМ18СН*Ж 
АРЫКАТЮМЖ Л'ОККОММЕА1 

Л й Г М1.СКА, ОЗКАВ 8 С Н М Ш Т 

(Ет^е&ап^еп ага 31. -Гапиаг 1957.) 

Окэве АгЬей, зспИеввЪ, с!ет ГппаИ ипс! с1ег Еб8ип§8мге18е пасЬ, ап оие 
РпЪИкатгоп [3] (8. ГлТегайиг). Е» это! луейзеге Туреп (8. Ет1ендт§), сНе Ь а и % 
ш (1еп рЬувЛгаКзсп-епеишспеп АрНкагчопеп уогкоттеп, уегагЪепзег,. Б1е 
^етезаепеп ДУегЬе коппеп ЬеИеЫ§ ЪаЪеШегг, луегент, Ыо88 сНе АЪЬап^щкейеп, 
(Не У1ег КошЪашзеп епШайзеп, тйваеп (Не Вес1т§ип§ (3) егШПеп. 

1)ег т,\геИе АЫсЪ.тЬЬ епЬЪШ сНе таЙютатлзспе УегШкаМоп (1ег ЪезсЬхте-
Ъепеп МеГЬойе. 1т ХеЫЬеп АЪзсппШзе вт<1 етще Ве18р1е1е ап§е§;еЬеп. 
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