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SYAZEK 2 (1957) APLIKACE MATEMATIKY Cisto 6

KMPIRICKE FORMULE, VYSKYTUJI{CT SKE VE FYSIKALNE
CHEMICKY('H APLIKACICH

JIRT MICKA. OSKAR SCHMIDT

(Doglo dne 31, ledna 1957.) DT:541.1.001.2

Prace navazaje svym obsahem i zpracovanim na Ckinek (3] a zabyvi
s¢ specidglnimi typy empirickych zdivislosti, dastych ve fysikalnd che-
mickych aplikacich. Je provedena matematickd verifikace uvedendho

~1e

zptisobu FeSeni. Theorie je aplikovidna na nékolika pifkladech.

Uvod

V tomto ¢lanku se zabyvame empirickymi formulemi, které se prevazné
vyskytuji ve fysikdlné chemickych aplikacich a to pifi zavislostech moldrniho
tepla, enthalpie a tlaku nasycenych par na teploté a pod. [1], [2]. Tato prace
navazuje zplisobem Fedeni na élanek [3], pii femz nepfihliii ke statistickému
zpracovani danych dat za piedpokladu, Ze vysledns empirickd formule apro-
ximuje s dostatednou presnosti namdiené hodnoty. ‘

Prislusné empirické rovnice lze shrnout do nasledujicich typi:

Al gy =ax b 4-c. f(x), a=+0,c%0,

All. &y = ax +b 4+ c. f(z), b+0,c¢c+0,

Bl. y=a*+bxr+c+d.glx)y,a £0,d+0,

BIl. ay =ax> bz +c+d.gx),a £0,c+0,d+=0,
kde 2 je nezdvisle proménna, y je zavisle proménna, a, b, ¢, d jsou konstanty
a dané funkee f(z) a g(x) neobsahuji neznamé konstanty. ‘

Ve fysikdlng chemickych aplikacich pfichazeji v Gvahu ndsledujici druhy
funkei f(z) a g(x):

U typu AL f(x) = ;; ; ; ; loga

ALl f(x) =z .loga;

) I . SR R | ;
- BL g(x) x* poget log s
1
BIL ¢g(2) = I log x .
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Lze snadno nahlédnout, Ze vhodnou algebraickou dpravou lze nékteré typy
prevést na jiné., 7 daliiho zpracovani rovnéz vyplyva, ze postup fefeni se
neomezuje na uvedené druhy funkei f(x) a g(x).

Zavislosti AL, AIL, BL.. BIL nejsou zpracovany v zadné literatuie, ktera se
systematicky zabyvd empirickymi formulemi v chemickych aplikacich, na pi.
[4], 15], [6]. Pokud se v aplikacich uréuje néktera z uvedenych formuli obsahu-
jiel = konstant, uZivd se bézné nasledujici methody: Z tabulky naméfenych
hodnot se vybere n riznych dvojic a,, y, (¢ = 1, 2, ..., n) a hledanych n kon-
stant se uréi fefenim soustavy n linearnich rovnic o n neznamych [4], [7],
18], 19]. Tato methoda vdak pouZiva pii stanoveni konstant jen velmi malou
¢ast tabulky (vét8inou éty¥#i dvojice sobé¢ odpovidajicich hodnot), é¢imz je
velmi ovlivnéna jeji piesnost.

Tato prace se zabyvd systematickym zpracovanim uvedenych zavislosti,
pii demZ uziva numericko-grafického zplsobu feseni (je zahrnuta celd tabulka
hodnot) a numerickych kriterii k verifikaci jednotlivych typ empirickych
formuli stejné jako v ¢élanku [3].

I. Zpracovani jednotlivych empirickych zavislosti

AL y = ax b + ¢ f(x).

U zavislosti tohoto typu je nejvyhodnéjsi uréit konstantu ¢. Pak je totiz
dand zdvislost v soustavé

X=u, V=y—-c.flx)

linearni.

Stanoveni konstanty e:

Z tabulky naméfenych hodnot vybereme 8tyfi navzajem rizni x, x,, ,, x,
a jim odpovidajici funkéni hodnoty v, y,, ¥, ¥, (toto oznadeni dodrzujeme
i v dalsim). Pak po jednoduchych tpravach dostaneme pro konstantu ¢ vzorec
{(jmenovatel je rizny od nuly pro uvedené druhy funkei f(x))

Yo7 Yo

Ty &y Ty

) — ) W

Xy — @

Vztah (1) pledstavuje verifikadni kriterium (v mezich piesnosti namétenych
dat) pro zavisiost typu AL (diikaz v nasledujicim odstavci); proto je tieba
hodnotu konstanty ¢ ovéfit, dalsimi kontrolnimi &tveficemi.

Vzorec (1) se zjednodusi, jsou-li x, (¢ = 1, 2, 3, 4) vdzdna navic podminkou

Ty — &y = Ly — Xy = h = 0, (2)
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ktera je vidy splnéna, je-li argument 2 tabelovin ekvidistantné. Pak dostavame

N (I/1~Ja) ) — (Y — )
T ) fel (o) f)] )

AlL xy = ax - b + ¢ . f(x).

Vzorec pro konstantu ¢ ziskame ze vztahu (l) jestlize v ném nahradime
hodnoty y, odpovidajicimi vyrazy ay, (1 == 1, 2. 3. 4).

Bl y = ax® + ba - ¢ + d . g(x).

U zavislosti tohoto typu je obeené vhodné (ve specidalnich piipadech lze
volit jiny postup) uréit hodnotu konstanty d. Tuto zavislost pak muZeme
pirechodem k soustavé

N = Y=y  d.g(x)

,
prevést na zavislost typu IV.. kterd byla zpracovana v ¢lanku |3].

Stanoveni konstanty d:

Zvolime ¢tvefici vzajemné riznych x, (i == 1, 2, 3, 4), ktera je vazana navic

podminkou
Ty A Xy ==y bowy ==k (3)
Pak po jednoduchych dpraviach dostavime (jmenovatel je riizny od nuly
pro uvedené druhy funkei g(x)):
Yo — Yy Yo = Y
Ty — @y Ty — T
glay) - g(;) ) (/(”Cz) 4 J( )

Xy — Xy Ty — 'El

d — (4)

Z vypoétl vyplyva, ze podminka (3) je nutné (pii tomto postupu) k odstranéni
koeficientu u a2.

Vzoree (4) je formalné stejny jako vzorec (1), lisi se viak od néj tim, Ze vy-
zaduje navic platnost podminky (3). Proto je tfeba k odlieni typu AL od typu
BI. pouzivat takovych ¢tveiic, které nevyhovuji podmince (3).

BII. xy = aa® + bx + ¢ + d . g(x).

Vztah pro konstantu d dostaneme ze vzorce ( ), jestliie v ném nahradime
velidiny y, odpovidajicimi hodnotami x,y, (i = 1, 2, 3, 4), pii ¢em?Z je tfeba,
aby platila podminka (3).

2. Verifikace jednotlivych typu
V tomto odstavei dokdzeme, Ze vzorec (1) (po pf. (4)) v pFipadé konstantnich
hodnot veli¢iny ¢ (po pf. d) vede k predpokladanému typu funkéni zdvislosti

AL (po pt. BL.). Tento dikaz viak predpoklada, Ze dané hodnoty jsou stano-
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veny plresné a jsou tabeloviny v celém rozsahu argumentu x. ProtoZe tyto
podminky nejsou v praxi nikdy splnény, je t¥eba zdlraznit, ze kriteria (1)
a (4) maji orientaéni charakter a umoZiuji ndm zjistit, zda se mdife jednat
o pledpoklddanou zavislost. Tu lze nejlépe ovéfit (neptihlizime-li ke statistic
kému zpracovani danych dat) ptimym vypoctem hodnot ze ziskané empirické
formule a srovnanim s tabelovanymi hodnotami.

Al.y=ax +0+c. f(®), a«+0,¢c+0,

Necht funkce y = F(x) vyhovuje vztahu (1). Pak po jednoduché uprave
dostaneme

]77(314);"‘_F(”f:;) i fGxg) - flay) _ Flay) - Fxy) c /(lz)A:_ f(zy)
€Ly - Xy 2y &y &y g

Zavedeme-li (bez Wjmy obecnosti) v, == wy | Ay, ay = 2y - by, pak zdvistost
() prechdzi do tvaru:

F(wy - hy) — £y . flaoy b hy) — f(fvs) )
hy by
Fy )~ F@) b h) — f

e ’Zl c 72,, . ("x)

Protoze veliciny x,, 2, a lz1 hy jsou voleny nezdvisle na sobé, mum platit pro
viechna x a b z definitniho oboru funkce F(x) rovnice:

F(e - R K x4 :
@by F)y  fle+h) o fle) 4,
h h
kde A4 je libovolnd konstanta. Odtud plyne, Ze #(x) musi vyhovovat nasledu-
jici diferenéni rovnici
Fa 4 h) — F(x) = Ah -+ c[f(x + k) — f(@)] . (6)
Tato rovnice mé ai na libovolnou periodickou funkei s periodou A Feseni
[10]:
F(x) = Ax + B 4+ ¢ . f(z),
kde A4, B jsou libovolné konstanty. Kriterium (1) skutedné uréuje funkéni
zavislost typu Al s koeficientem ¢ u f(x)
V tfedeni rovnice (6) vynechavame libovolnou periodickou funkei s periodou
h z toho divodu, Ze toto Feseni nesmi v aplikacich zéviset na veli¢ing h, kters
se pii piislusnych vypoétech mize ménit.
Bl. y =ax®> +bx +c+d.gx), a+0,dF0
Verifikace kriteria (4) vede po podobnych tpravéch k funkeiondlni rovniei
Pl — 2) — Pla) = A(k — 22) -+ d[glk — ) — g(@)], (1)
kde y = F(x) je funkce, ktera vyhovuje vztahu (4), A je libovolna konstanta
a k je veli¢ina z podminky (3).
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Reseni rovnice (7) ma tvar
F(z) = ~a® 4 B 4y + Bylk — 2) 4 (B + d) g(@) + ¢(@) + ok — ),
(8)
kde o, #, y, B jsou libovolné konstanty a ¢(x) libovolna funkee. Protoze feseni
(8) nesmi zdviset na volbé velitiny k, kterou lze v podmince (3) ménit, pak

1. B=0, 2. ¢) = konst.
Po tomto zjednoduseni dostaneme
Fx)y = ~a? -+ pu +y - d . gle) . (8,)

Podrobnymi tvahami se da zjistit, %e viechna daldi FeSeni rovnice (7), neza-
visld na veliding £, se LSl od feSeni (8;) o libovolnou aditivni konstantu. Z toho
vyplyva, ze kriterium (4) uréuje funkéni zavislost typu BI. s koeficientem d
u funkce g(x).

3. Priklady

1. Zavislost enthalpie AH Al,O, na absolutni teploté T’ je ddna tabulkou

12270 30860

A
473,1 l ! 7731
|
l
| 37900
I

|
i B e - ‘ J,.,_ e et
i
|

1573,1 !
} AH ecal/mol 6760 g
R

Enthalpie AH je s moldrnim teplem za stalého tlaku €, vizina vztahem [1]
T
H-[Car, (9)
T,
kde T, je n&jaks referenéni teplota. Volime-li C, ve tvaru [11]:

Cp=n FAT 4 1,

pak z rovnice (9) plyne

AH:(LTz’lf'bT_uL‘c‘*“Ts

coz je zavislost typu BIL.
Zéavislost upravime na tvar
T.AH = aT% + 072 £ T +d (10)

a verifikujeme ji urdenim konstanty ¢- Vatah (10) je zavislosti typu BIIL.,
kde g(T) = T? (konstanta u funkce ¢(T') je nyni oznadena a).

473



Kriterium (4), upravené pro typ BIL.. mé v tomto pfipade (plati podminka
(3)) tvar:

! (TN@ — TuAH, (th)

T - 1T T

Uzitim ¢bvefic T'; (1 == 1, 2, 3, 4) (viz nasledujfci tabulka) a vzorce (11) za pod-
minky (3) dostaneme priamérnou hodnotu

a = 4,702, 1073 .

|
|
1 rlvl 1 ’["L 111:‘ ; r[v4 M
i ! - N _
; 373.1 [ 15731 573,1 1373,1 4,702 . 10~% :
i 373,1 ' 1373,1 573,1 1173,1 1,589 . 10— !
! 573.1 1573,1 773,1 1373.1 5,832 . 1073 '
373,1 : 1173.1 573,1 ' 973,1 4,231 . 103
' 773,1 ! 1573,1 973,1 } 1373.1 4,156 . 1073
Pak

T.AH = 4,702 10737 4 o712 - ¢T 4 d .
Zavedeme-li substituci
T=7T, AH =T .AH — 4,702 . 107373 |
dospéjeme k zavislosti
AH =bT? T + d, (12)
coz je typ IV., zpracovany v dlanku [3].
Pouzijeme-li vysledky prace [3], je tfeba stanovit k linearisaci zavislosti
{(12) hodnotu veli¢iny ;} K uréent konstanty% uiijemé stejné Ctveiice jako pii

vypodtu velidiny « a to v pofadi 7, Ty, Ty, T,. Jednotlivé hodnoty velidiny

(w1

- jsow:

o

~ 368,56 ; - 377,66; — 366,71; - 327,41; — 407,94 .
Primérna hodnota je

367,66
b

Abychom ovétili, Ze se jedna o vztah (12), sestrojime graf zdvislosti AH na

2
(T - _)c—b) . Tato zavislost mé byt linedrni.

, .
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“ams areae

BN

AR10F | 4H

X0.201 {30860

0822 124220

13173 | 17230 /

A3 12270

2859 5750

0,498 1999
13731 5734 730 9731 14731 13731 w7ar T
00360192 0347 0623 0979 2T

(r-1828" 16°
Obr. 1.

Dand zévislost je skuteéné linedrni. Konstauty 0, ¢, d uréime methodouvy-
branych bodil, za néz volime body 4, B (viz obr. 1). Konstanty stanovime vy-
pottem smérnice a tUseku ziskané pfimky na ose potadnic (v soustav®
(T — 183,8)2, AH) [3]:

b= 2155, = 7922, d — 4540, 105
Hledana zavislost je ddna vztahem:
AH = 4702 1073, 72 4 21,65 . T — 7922 4- 4,540, 105 . 7'-* . (13)

Pro srovnani uvadime tabulku:

| i ; :

s | 373,1 | 573,1 773,10 | 973,1 | 1173,1 ] 1373, ‘ 1573,1 ¢

| AH dang 1990 6760 | 12270 | 17990 | 24220 | 30860 | 37900

. AH vyp. z (13) ! 1990 6764 | 12140 ) 17970 | 24220 | 30860 | 37900 .
|

odchylky % AH,; — AH,

{

0.00 i—-ooo 1,06 | 40,11 | 0,00 | 000 | 000 !

2. Zavislost tlaku nasycenych par p na -absolutni teploté¢ 7' n — C;H,,
je déana tabulkou [12]:

i B | | 7

|

| T°K 243,1 253,1 263.1 273.1 283,1 293,1 l 303,1 ’ 313.1 | 323, 1

i

R A R . I » |
| |

| p tor ] 37,95 | 67,85 i 114,3 | 18325 | 2818 | 4202 | 6109 | $73,0| 1193 g
!

L _
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Pro tlak nasycenych par plati znamy vztah [1]

dlog p L
ar lg 10 . kT2
kde L je vyparné teplo, B plynova konstanta. Byva vétSinou zvykem apro-
ximovat [ konstantou, coz vak neddava dobfe vyhovujici vysledky. K dosa-
7eni presnéjdich vysledk®t je vhodné aproximovat vyparné teplo L linedrni

funkei teploty, t. j.

(14)

Lo=nxT 4+ f,
kde «, f jsou konstanty. Za téchto piedpokladit vede rovnice (14) ke vztahu
| h L)
logp==a-+ 5+ c. log T. (15)
Rovnice (15) predstavuje v soustavé 7', 7' . log p zavislost typu AIL. Proto
upravime zavislost (15) na tvar
T logp==al 4 b cTlogT . (16)
Protoze argument 7' je ekvidistantni, uvZijeme s vyhodon podminky (2)
m 7 Al — 7 L AN
Ty Ty =T, — Ty =h+0.
Verifikacni kriterium ma v tomto pfipadé tvar (pfi vypoétech nzivame étyt-
mistné logaritmy)
720 ’
Ty log py)
g /] *
— Ty log 1)

¢ = (T'ylog py — T3 log py) (7', log .

(T, log Ty — T, log Ty) — (T, log

Uzitim ¢tverie (za podminky (2)):

! ! |
T ’ T, ! T, an ¢ i
‘ \ | ‘
- b
| ‘ 253.1 : 313,1 323,1 } - 5,0469
; 2631 | 33,1 323.1 ; 53,1409 i
! 258,1 : 303.1 : 3131 ! 38,4723
| 2631 303.1 i 323.1 | 4.2937
| 273.1 203,1 . 323.1 | 3.9019
dostavame prumérnou hodnotu
c = — 45511,

Zavislost (16) musi byt v soustavé
Top =Tlogp —c.logT)
linearni, coz je vidét na obr. 2:
Konstantn « urc¢ime jako aritmeticky pramér pomérnych diferenci, t. j.
8 ’ o

LS
~ pz,‘,l 1"4 P e
0= D o = 20,7560 .
8 io1 fl’Hl — 77; ’



Konstantu b stanovime takto:
9

b é S B 207560 7)) = — 2022,5.
-1

Vztah (15) ma tudiz tvar
20225

log p = 20,7560 — ~°

- 4,5511 Llog T .

sems | M93 /
o -
gp
+4,’?~: 873
4255! 616,9 e
-
4060 ! 4202} /
i
|
! ' //
3353 ¢ zete y,
| -
397 /
35451] 183,25 /
3439 i 14,3
|
o
3292 | 6785 e
de23t 3795 /'/ » o e
’ izar 551 2631 N 2831 2621 2031 Eed . 3290

Obr. 2.

Pro srovnani uvadime tabulku:

i ! i | ‘ ' |
L D243, 0 2550 | 2630 | 278,1 | 288,1 | 208,1 | 3031 | 313,1 { 2923,1 ?
| p dany P 87.95 | 67,85 1 114,53 183,25 | 281,8 | 420,21 610.9 | 873.0 | 1193
L pvyp.z (17) F37,00 1 67.24 | 113041 183.0 1 283,8 | 4946 ' 615.7 i S67.8 | 1197
Dodeh. % py — pe N R YA AN R ! :,mrn,mi L 0,60 |- 0,34 ]
' | | ; | | ;

LITERATURA

11} Brditka R.: Zéklady fvsikdlnd chemie. Piir. vyd.. Praha 1952, 1. vyd.

[2] Kaparembary M. X.: X
Aauue,

|3] Midka .J., Schmidi O.: Apl. mat. 2 (1957), 133.

Davis D. S.: Empirvical

1. vyd.

Cupanounur xumuna b Poexumaiar, Mockna 1951,

Pocxumagar, M.-1. 1953, 1°° uzganue.

IMIMYeCKas TepMojpianitiia. Poexuvanar, M-l 1453, 290 un-
auations and Nomography. New York, London 1943,

6] Bamyuep JI. M., [Tosun M. I£: Maremarnueciiie MeTojgbi B XUMITICCKOH TCXHUKE.

[7] Bpuyre 9. B., Kanycmuneruit A, @. w comp.: Tepuuiecnue KORCTARTLL HEOpratinyec-

sux wemectr. Wag. AHCCCE. M.-JF. 1949,

477

2



[8) Lipka J.: Graphical and mechanical Computation. New York 1918, 1. vyd.
[91 Johnson L. H.: Nomography and Empirical IEquations. New York, London 1952.
{10} Leavdiond A. O.: Ueunenenne wonednux pasuocreit. 'mrram, M.-JI. 1952,
[11] Maier Ch. (., Kelley K. K.: J. Am. Chem. Soc. 54 (1932), 3243.
[12]) Timmermans -J.: Physico-chemical Constants of pure organic Compounds. New York,
Amsterdam, London, Brussel 1950.

Peswowme

SMITMPUYECKHE OOPMYDLI, BCTPEYAJOIMWECH
BATPUIOWEHTN K OUBMKO-XUMUUECKUIM PACUHETAM

PR MAUYRA, OCRAP IWIMILITY (Jitf Micka, Oskar Schmids)

{(Hocryimao u pegamipio 31T 1957 1)

Hacromiuas pabora no cBCCMN COACPIRIITG ABIHCTCSL HPOAOIGKCIICM HA-
wed paborst [3] (em. wwrnposavuyw anrteparypy). Hpnsojures sarematn-
4ecKOe OQOPMICHNE JARHCTIINNY  THIOB OMIUIPHYCCKRUN  3ABHCHEMOCTCH  (CM.
BBEJICHHC), HACTO BETPCUHAIOUINCH B QUBIRO-XUMUYECKIN PAcTeTax IpaKIaj-
HOTO Xapawrepa.

H o raberniposaning NpPeiiomeniniy 3HANCHIT BOIUWHITL 1C POUBIRIAETCS
HUKAKUX OT PAUWIWBAIOMIHX TPe0oBANIIL, TOABRO ANUTL B ¢JiyU4¢ 3aBUCUMOCTCH,
CONCTRRANNIN HETHIPE WKOHCTAHTHL HCODXOJIMO, Qro0Bl SHAYSHHH HE3aRUCTIMON

TICPEMENHON VAOBIACTROPAIM npeAnocuine (3).
Bo BTopom adsane npoBojintTen MATEMATHUCCKRAS 1IPOBCPRA TPABEHEHHOrO
xofa paborsL
3 zammoucuue HPUBOIATCH UPARTHIGCKNE TPHMEDDHL.

Zusammenfassung

EMPIRISCHEE FORMELN, DIE IN DEN PHYSIKALISCH-CHEMISCHEN
APLIKATIONEN VORKOMMEN

JIRT MICKA, OSKAR SCHMIDT

(Hingegangen am 31. Januar 1957.)

Diese Arbeit schliesst, dem Inhalt und der Liésungsweise nach, an die
Publikation [3] (s. Literatur). s sind weitere Typen (s. Einleitung), die hiufig
in den physikalisch-chemischen Aplikationen vorkommen, verarbeitet. Die
gemessenen Werte kinnen beliebig tabelliert werden, bloss die Abhingigkeiten,
die vier Konstanten enthalten, miissen die Bedingung (3) erfiillen.

Der zweite Abschnitt enthélt die mathematische Verifikation der beschrie-
benen Methode. Im letzten Abschnitte sind einige Beispiele angegeben.
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