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SVAZEK 3 (1958) APLIKACE MATEMATIKY ČÍSLO 3 

Č L Á N K Y 

CHVĚNÍ VÁLCOVÉ SKOŘEPINY V PROUDU IDEÁLNÍ KAPALINY 

A. N. VOLKOV 

(Došlo dne 3. června 1957.) D T : Utišiti 

V práci je uvedena metoda výpočtu chvějící se uzavřené válcové 
skořepiny s ohledem na vliv ideální kapaliny obklopující skořepinu. 

Chvění skořepin, zejména válcové skořepiny, bylo probádáno svého času 
ještě RAYLEIGHEM. Celá řada současných prací je věnována téže otázce. 

Pro praxi je velice důležitá otázka, jaké charakteristické vlastnosti má 
válcová skořepina při chvění v kapalném prostředí. Jako příklad takových 
konstrukcí mohou sloužit potrubí, trupy lodí a ponorek. 

Na základě fysikálních úvah je možno kvalitativně odhadnout vliv kapal­
ného prostředí. Toto prostředí bude mít nepochybně vliv na zmenšení nebo 
zvětšení frekvence chvění konstrukce ve srovnání s frekvencí chvění ve vakuu, 
jelikož při chvění konstrukce v kapalině se společně se stěnami skořepiny 
pohybuje i okolní prostředí. Pohyb tohoto prostředí tvoří efekt, který se oby­
čejně nazývá vlivem připojené hmoty. 

V dalším budeme vyšetřovat příčné chvění krátké válcové skořepiny v toku 
kapaliny. O kapalině budeme předpokládat, že je ideální, její pohyb že je 
trojrozměrný a potenciální, bez odtržení proudu od povrchu. 

V důsledku těchto předpokladů o kapalině je určení jejího pohybu převe­
deno na určení potenciálu rychlostí. 

Proud v potrubí se podílí na chvění i toku, který je určen vektory rychlosti 
Vx> V v, Vn s hustotou g a tlakem P. 

Pohyb proudu je popsán soustavou rovnic: 
1) rovnice kompatibility: 

'A + Má+lMA + MA + eL.o (1) 
8t dx r dq> 8r r 
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2) linearisované Eulerovy pohybové rovnice: 

-Í(ЯГ,) + UUQГ.)-UЏ + UШ 
cx н cx н дx 

~~S^ = Ł(sV,)+ul(вr,) 
r 

cP 

ô<p дt cx 

r = Tt <^> + UÍ W 

b) (2) 

Obr. 1. 

V rovnicích jsou označeny: 

Q — hustota kapaliny, 
t — čas, 
x, <p, r, a, l — jsou označeny na obrázku 1, 
Vx, Vv, Vr — komponenty rychlosti, 
U — rychlost proudění, 
P — t lak kapaliny. 

Vyšetříme okrajové podmínky. 

Poloha částice kapaliny je v okamžiku t určena souřadnicemi (x + uy 

acp + v, a + w), kde u je posunutí podélné, v posunutí tangenciální, w posunut í 
normální. 

V okamžiku t + dt zaujme částice polohu (x + u + Vx dt, acp + v + Vm dč,, 
a + w + Vr dt), kde rychlosti jsou uvažovány při r — a, t j . na hranici. 

To znamená, že ve směru souřadnice r je celkové posunutí částice rovno 

a + „ + %6t+gv.ůl+l-.%!.rr<U. 
ct cx a Cep v 

při čemž rychlost této částice na hranici ve směru poloměru je 

cw ow 1 cw тr 

Vr = г — Væ Ą . — V9 (r -= a) . 
ct cx æ г a д<p p v ' 

(3) 

162 



Vezmeme funkci 0(x, <p, r, t) představující potenciál rychlosti vyjádřený 
pomocí komponent rychlosti takto : 

30 
дx 

= Q(V. - ü) 

i дФ т / 

r д<p v 

ÕФ 
дr = QVГ 

a) 

b) 

0) 

(4) 

Dosazením (4c) do (2c) a integrací dostaneme pro t lak výraz 

80 80 
P — P — -—- — TJ — 

ť~~ť« 8t U ' Bx ' 

kde P 0 je konstanta t laku. Bez újmy obecnosti klademe P 0 — 0. 
P o dosazení potenciální funkce do rovnice kompatibility dostaneme 

82Ф 

8x2 + 
1 82Ф 82Ф . 1 8Ф 

< <p- 8r2 r 8r 

(5) 

(6) 

Vyjádříme funkci 0 takto : 

0(x, <p, r, t) = R(r) S(x, <p, t) . (7) 

Dosadíme (7) do rovnice (3); s uvážením (4c) dostaneme vyjádření funkce 
S(x, <p, t) ve tvaru, který dosadíme zpět do (7): 

ø(x, <p, r, t) = R(r) . Q 
\ót 8x 

R'(a) 
(8) 

(0) 

kde R'(a) je hodnota derivace R(r) pro r = a. 

Vezmeme-li v úvahu (8), dostane rovnice pro t lak na hranici t va r 

" R'(a) \8P ^ 8x8t ^ dx* 

V rovnici (9) je „ konstanta, která vyhovuje rovnici (6) na hranici 

a definuje funkci R(r). 

Určíme funkci R(r) ze vztahu (6). 

Hledáme řešení rovnice (6) ve t v a r u 

0 = R (r) . eite+in<p+i<ot t (10) 

Zde označuje 
i — imaginární jednotku, 

mrt 
1 ^T' 
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m — počet polovičních vln v podélném směru, 

n — počet polovičních vln v příčném směru, 

o — frekvenci chvění. 

Dosazením (10) do (6) dostaneme rovnici, z níž chceme určit -B(r), ve tvaru 

X" + jV-{v+^R = 0. ( I I ) 

Toto je Besselova rovnice. Její řešení se zapíše tak to : 

B(r) = c- . In(iXr) + c 2 . Nn(iXr) . (12) 

Aby bylo řešení při r — 0 regulární, pokládáme C 2 — 0 a parametr — .--+-

m á v tomto případě tvar 

R(a) a 

In(rta) 

Tlak kapaliny se tedy při r — a rovná 

a 

(13) 

P _ 
n — ila 

a ld2w nrT d2w , TTa d2w\ ,„ ,. 

i-^(S-)MiP+ 2 P --- + t 7'--i) ; ( U ) 

/»(*Aa) 

je-li rychlost proudění rovna nule, pak 

£ l = 0 5 ^ _ = ^ _ _ 0 , 

n — %Xa y1; / 
/„(Ua) 

Prozkoumáme chvění válcové skořepiny s kloubově uloženými konci v toku 
ideální kapaliny při nulové rychlosti proudění. 

flídíme-li se technickou teorií skořepin prof. V. Z. VLASOVÁ, popíšeme de­
formaci válcové skořepiny symetrickou soustavou diferenciálních rovnic 
tvaru: 

8 t u _ n \8*u i n i \ dH , ^ eo(- - v2) ^ 8*u
 n \ _ + ( 1 _ , ) _ _ + ( 1 + , ) _ + r _ _ _ _ = = < ) a) 

1 + v 82u cH 1 — v 32v dw Q0(1 — v2) a2 d2v _ 
i H~T5 i ~ ~ 7 , â T ï T ~ r -"-;• ~~ ÈÎ7 "575" O D ) 2 &rč<p ' %>2 n 2 &e2 ' ^ .EA dí 

6u , cv „ „ „ , pn(l — v2) a2 32w (1 — v2) a 2 _, 

^ 2 

Zde c2 — , £0 je hustota skořepiny. 
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Dosadíme-li hodnotu P z (15) do (16c), napíše se rovnice (16c) takto : 

8u 8v 
vTx+Yw+c^2w + w 

(1 — v2) a2 

E Qo 
ӣQ 

ћ\n — iXa 

82w 

In+1(iM)l\ 8ť 
= 0 . 

In(iÀa) 

(16*o) 

82u o*v V daném případě, kdy V = 0, Q -r-r = Q — = 0, může být soustava 
Vv vv 

diferenciálních rovnic (16) zavedením funkce F(x, <p) převedena na jednu 
diferenciální rovnici osmého řádu. 

Předpokládáme-li podle prof. V. Z. Vlasová 

82F* I 83F _ 82F\ 
\8x8<p2 V 8xsJ 

дsF 

{8x8<p2 

'д*F 

w = v

2 v 2 T + w0 

8xъ 

V (2 -f v) 

+ Щ 

8*F 
8х28ср_ + ô 

(17) 

kde u0, v0, w0 jsou partikulární integrály soustavy nehomogenních rovnic (16). 
Soustavu diferenciálních rovnic můžeme zaměnit jednou diferenciální 

rovnicí 

V * І" C 2 V •* Ec2 Qo 
ap 

ћ\n — iÅa In(aa) J, 

ő2 

(18) 

Předpokládejme, že skořepina má n a příčných okrajích (x = 0, x = l) 
kloubově neposuvné upevnění v rovině těchto okrajů. 

Okrajové podmínky mají při takovém upevnění tvar: 

pro x = 0 a x = l je v = w = N1 = Mx = 0. (19) 
Vyjádříme-li podmínky (19) pomocí funkce F, která je řešením rovnice (18), 

napíšeme: 
^2^ WF ^J? 

(20) 
, . „ 8*F 8*F 8вF 

To znamená, že funkce F ze základní rovnice (18) musí být určena tak, aby 
se ta to funkce a všechny její sudé derivace podle proměnné x do šesté včetně 
pro x = 0 a x = l rovnaly nule. 

Podmínky (20) však k určení funkce F(x, <p, t) nestačí, protože se vztahují 
jen k jedné proměnné x. Kromě okrajových podmínek (20) musíme pro funkci F 
u d a t ještě podmínky vztahující se k další souřadnici <p. Protože v uvažovaném 
případě má příčný řez skořepiny tvar uzavřené kružnice, musí být hledaná 
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řešení vzhledem k úhlové souřadnici <p periodická, t j . nesmí měnit svou hod­
notu, jestliže argument <p se změní na <p + 21CTZ 

F(x, <p, t) =-" F(x, <p + 2kn, t) . (21) 

Vzhledem k podmínkám (20) a (21) si můžeme obecné řešení diferenciální 
rovnice (18) představit ve tvaru řady: 

00 00 

F(x, <p, t) = 2 2 Am,n sin ^ - - cos ncp . e*>ť . (22) 

Dosadíme (22) do (18): 

Xs + 4A6n2 + 6?i424 + 4?^6A2 + ?i8 — 3 ~~ y 2 [A4 + 2A2n2 + ?̂ 4j + 
c 

+ ^ ^ ^ (e. + r aeawi » * ' + 2 A V + "1 " ° • ( 2 3 ) 

1 T + i + lJi 
V této rovnici jsme upravili poslední Člen tím, že jsme Besselovy funkce 

nahradili podle jejich definice výrazem 

ln^la) n-\-X 

Z rovnice (23) určíme frekvenci: 

„2 T V (Я4 + 2Я2гг2 + ?г4) - (Я8 + 4Я6?i2 + 6?г4Я4 + 4?г6Я2 + ?г8) D 

a% ao 
Qo ' 

*(" + í+i) 
kde i ) je válcová tuhost 

(Я4 + 2Я2?i2 + ?г4) 

12(1 — v2) ' 

Uděláme rozbor získané formule (25). 

J e zřejmé, že velikost členu — — - vyjadřuje připojenou hmotu-
hln+ l 

u + 1 
-vliv kapalného prostředí; to znamená, že podle toho, bude-li tento člen záporný 
či kladný, projeví se tento vliv ve zvětšení nebo zmenšení frekvence chvění. 

Vyšetříme konkrétní příklad: 

1= 5m, h = 0,015 m, a = 0,9 m, v = 0,3, E = 2,1 . 105 t/m 2 , 

Q0 = 0,8 t/m 3, Q =- 0,102 t/m 3; 

1) tok uvnitř potrubí: 
co = 4 7 , 
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2) prázdné potrubí: 
=- 85 . 

Zevrubná analysa vzorce (25) a jeho porovnání s přesnějšími vzorci odvoze-
f)2u £)2y 

iiými bez podmínky Q — = g — = 0 dovolily stanovit meze jeho použitelnosti. 

Popsaný způsob určení frekvence 
•dává dobrý výsledek při n 2> 3, při 
w < 3 však vzniká chyba a není tedy 
vždy možné zanedbávat síly setrvač­
nosti podélného a tečného posunutí. 

Nejmenší frekvence bude při m = 1, 
avšak hodnota n, při níž bude frek­
vence nejmenší, závisí na geome­
trických rozměrech skořepiny a oby­
čejně nastává ne při nejmenších 
hodnotách těchto čísel. 

Daný konkrétní příklad n PH 3 je možno znázornit graficky takto: 

Aniž bychom měnili obecnou s t rukturu vzorce (25), můžeme prozkoumat 
případ, kdy tok kapaliny je vně potrubí . 

K tomu je nutné položit v rovnici (12) cx = 0, aby totiž funkce R(r) byla 

regulární v nekonečnu; parametr - ^ T + T bude takovýto: 
i t (a) 

R(a) 
R'(a) ffa-(ІЛa) • 

гÅa ЩW 
Pro případ la <^ 1 je možno přibližně položit 

(n + l)\l2\n 

Щ^Щ = 
ГC(r Xa 

n Ф 0 

a pro parametr dostaneme 

R(a) 

R'(a) 2n 
a 

Зn 
Vzorec (25) se napíše 

I 1 
(Я4 + 2A%2 + n*) - (Я8 + 4A%2 + 6nЧ* + ånЧ2 + n ) D 

a% [Qo + ir\n\{X"+ 2 W + ní) 

Pro náš konkrétní případ analogický výpočtu t rupu ponorky vychází 

co = 5 9 . 

(26) 

(27) 

(28) 

(29) 
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Případ U = const. + 0. 
Tlak z rovnice (14) se rovná 

' B'{a) Q \ 
8%w d%w d%w\ 
J— _|_ 2ř7 4- r/2—-i 
dt% ^ 8x3t T 8x%]' Jestliže dosadíme takto vyjádřený tlak P do (18), dostaneme rovnici v tvaru 

V + o 2 V ÍJc2 LI * ' (») ^/ »'2 V 

+ 2 [ í ^ v 4 í , + f 7 2 ^ H = ° - <3°> 
Napíšeme funkci T(#, 99, ř) ve tvaru (22) a rovnice (30) bude mít pak terito 

tvar: 
~~Amn sin Ix cos ncpe<*\X* + 4A%2 + 6A%4 + 4A2w6 + w8] + 
m n 

_j Z_-_ 2 2 -̂ mn sin Az cos wpe^A4 + 2A%2 + n4) — 
C m n 

_ ÍLzz!!^ U e o + W_ | | , ,21 | A m w s i n ^ c o s w e w i ( A 4 + 2A%2 + n 4 ) -

— 2 # w 2 2 ^ m n cos Ix cos n</?ewť (A5 + 2A%2 + An4) + 
m n 

+ U2 2 2 Amn s in Aa; cos w ^ e w í (A6 + 2A%2 + A2w4) = 0 . (31) 
m n J 

Násobíme-li postupně (31) výrazy sin lx cos mp, cos Xx cos w<p a integrujeme 
v mezích od nuly do l, dostaneme: 

[A8 + 4A6w2 + 6A%4 + 4A2n6 + 8n8] — * ~~v (A4 + 2A2n2 + w4) — 
c 

" {l~~Ec%a% [ - (e° + l ^ ) l ) ť° ' 2 ( A 4+ 2 W + »*> + ^ + 2 W + A1*4)] = ° 
a) 

2?7co(A5 + 2A%2 + Aw4) i 1 ^ - ^ ! = 0 b) (32) 

Rovnice (32b) má pouze triviální řešení co = 0. 
Rovnice (32a) dává řešení 

2 - A (33) 

kde 

A = D 
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°4A(^ + I S x ) ^ + 2AW + ' í i >' 
J L z Z ! (;t4 + 2A%2 + ?i4) — (A8 + 4A6w2 + 6A%4 + 4A2w6 + %8) + 

+ ^ ^ 2 (A6 + 2A%2 + ^%4) J * 



Vzorec (33) znamená, že rychlostí proudění se zvětšuje frekvence chvění, t a t o 
rychlost však musí mít značně velikou hodnotu. 
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Резюме 

ВИБРАЦИЯ ЦИЛИНДРИЧЕСКОЙ ОБОЛОЧКИ В ПОТОКЕ 
ИДЕАЛЬНОЙ ЖИДКОСТИ 

А. II. ВОЛКОВ (А. N. Volkov) 

(Поступило в редакцию 3/VI 1957 г.) 

В статье рассматривается динамическая задача расчета цилиндрической 
оболочки замкнутого профиля. Исследуется влияние так называемой 
присоединенной массы, характеризующей собой наличие окружающей 
оболочку идеальной жидкости. Исследуется также влияние скорости 
потока на динамические характеристики оболочки. 

Z u s a m m e n f a s s u n g 

D I E SCHWINGUNG E I N E R ZYLINDER-SCHALE I N D E R STRÖMUNG 
E I N E R I D E A L E N FLÜSSIGKEIT 

A. N. VOLKOV 

(Eingegangen am 3. Juni 1957.) 

In diese Arbeit wird die dynamische Aufgabe der Berechnung einer Zylinder-
Schale mit geschlossenem Profil behandelt. Es wird der Einfluss der sogenann­
ten zusätzlichen Masse untersucht, durch welche die Anwesenheit einer 
idealen Flüssigkeit charakterisiert wird. Gleichzeitig wird der Einfluss der 
Strömungsgeschwindigkeit auf die dynamischen Charakteristiken der Schale 
untersucht. 
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