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SVAZEK 3 (1958) APLIKACE MATEMATIKY CisLo 3

CLANKY

CHVENT VALCOVE SKOREPINY V PROUDU IDEALNI KAPALINY

A.N. VOLKOV
(Doslo dne 3. Servna 1957.) DT:f2a.0n4

V prici je uvedena metoda vypodtu chvéjici se uzaviené valecové
skofepiny s ohledem na vliv idedlni kapaliny obklopujici skofepinu.

Chvéni skofepin, zejména vélcové skofepiny, bylo probiadino svého &asu
jesté RayrLercHEM. Celd Yada soudasnych praci je vénovéna téZe otdzce,

Pro praxi je velice dilezitd otdzka, jaké charakteristické vlastnosti m4
vélcova skotfepina pfi chvéni v kapalném prosttedi. Jako piiklad takovych
konstrukei mohou slouzit potrubi, trupy lodi a ponorek.

Na zékladé tysikdlnich tvah je moZno kvalitativné odhadnout vliv kapal-
ného prostedi. Toto prostiedi bude mit nepochybné vliv na zmengeni nebo
zvétseni frekvence chvéni konstrukee ve srovnani s frekvenci chvéni ve vakuu,
jelikoZz p¥i chvéni konstrukce v kapaliné se spoleéné se sténami skofepiny
pohybuje i okolni prostiedi. Pohyb tohoto prostiedi tvoii efekt, ktery se oby-
dejné nazyva vlivem pfipojené hmoty. .

V dal¥im budeme vySetfovat pfiéné chvéni kratké vilcové skofepiny v toku
kapaliny. O kapaliné budeme pfedpokladat, Ze je idedlni, jeji pohyb Ze je
trojrozmérny a potencialni, bez odtrieni proudu od povrchu.

V dusledku téchto ptedpokladi o kapaling je uréeni jejiho pohybu pieve-
deno na urdeni potencidlu rychlosti.

Proud v potrubi se podili na chvéni i toku, ktery je uréen vektory rychlosti
Ve Vo, Vy, s hustotou g a tlakem P.

Pohyb proudu je popsén soustavou rovnic:

1) rovnice kompatibility:
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2) linearisované Eulerovy pohybové rovnice:
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s Obr. 1.

V rovnicich jsou oznadeny:

o — hustota kapaliny,

t — Cas,

x, @, 7, a, | — jsou oznadeny na obrazku 1,
Ve Vs V. — komponenty rychlosti,

U — rychlost proudéni,

P — tlak kapaliny.

Vysettime okrajové podminky.

Poloha ¢4stice kapaliny je v okamiiku ¢ uréena soufadnicemi (x -} u,
ap + v, a -+ w), kde u je posunuti podélné, v posunuti tangencialni, w posunuti
normalni.

V okamziku ¢ 4 dt zaujme &astice polohu (x 4w -V, dt, ap 4 v 4V, dt,
a + w -}V, dt), kde rychlosti jsou uvazovany pii r = a, tj. na hranici.

To znamend, Ze ve sméru soutadnice r je celkové posunuti ¢astice rovno

ow ow

1 dw
7o db - — . — di
6:1:IJC +_“ op V,dt,

pii demz rychlost této dastice na hranici ve sméru poloméru je

cw ow 1 cw
VT - =5 —}— - Vo: +

at cx a " op

Ve (r=a). (3}
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Vezmeme funkci @(z, ¢, r, ) predstavujici potencidl rychlosti vyjadieny
pomoci komponent rychlosti takto:

L. -1 W)
1 09
— T = . 4
o =V b) )
od
o oV, c)
Dosazenim (4c) do (2¢) a integraci dostaneme pro tlak vyraz
0¢‘ oD
P =P, - U o (5)

kde P, je konstanta tlaku. Bez tjmy obecnosti klademe P, = 0.
Po dosazeni potencialni funkce do rovnice kompatibility dostaneme
f 0 fs :
G TR Tty =0 ®
Vyjadtime funkci @ takto:
' D(x, g, 7, 1) = R(r) S, p, 1) . (7)
Dosadime (7) do rovnice (3); s uvéZenim (4c) dostaneme vyjidieni funkce
S(x, @, t) ve tvaru, ktery dosadime zpét do (7):

Cb(x, ®, 7, t) = R(T) 0 i‘_——'—" s (8)

kde R'(a) je hodnota derivace R(r) pro r = a.
Vezmeme-li v tivahu (8), dostane rovnice pro tlak na hranici tvar

_ E(n) wo . Pw Pwy

—F= R'(a) ¢ ( EEl +2U ox ot + U 5;5) (9)
R(a)
E(a

@) konstanta, kterd vyhovuje rovnici (6) na hranici

V rovnici (9) j

a definuje funkei B(r).
Uréime funkei E(r) ze vztahu (6).
Hledéame Fefeni rovnice (6) ve tvaru
B = R (1) . eterinotiot | (10)
Zde oznaduje
4 — imaginarni jednotku,
M7

b=
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m — podet poloviénich vin v podélném sméru,
n — podet poloviénich vin v piitném sméru,
o — frekvenci chvéni.
Dosazenim (10) do (6) dostaneme rovnici, z niZ cheeme urdit B(r), ve tvaru
(11)

2
")R:o.

7
Toto je Besselova rovnice. Jeji Yefeni se zapise takto
(idr) 4+ ¢y . N, (iAr) . (12)
\
R(a)
R'(a)

R”"'_%R’—'(Az—}“

R(r) = ¢,
Aby bylo feseni pfi r = 0 regularni, pokladdme C, = 0 a parametr
(13)

a
n+1(ila’) )

1,Gha)

méa v tomto piipadeé tvar

Bla)

Ea) ~ n — A~

Tlak kapaliny se tedy p¥ir = a rovnd

@ 0%w o*w 02w

_ - PR 2 ___"}-

P= N ,,+1(Ma) N T W gm +U 6:1:2)’
£, (iha)

je-li rychlost proudéni rovna nule, pak
0% o
V=07 =tz =0
0w
B (15)

a

P=— -
. ﬂ+1(7/)"a)
= T )
Prozkoumame chvéni valcové skofepiny s kloubové uloZenymi konei v toku
idedlni kapaliny pii nulové rychlosti proudéni.
Ridime-li se technickou teorii skotepin prof. V. Z. VLASOVA, popiieme de-
formaci valcové skofepiny symetrickou soustavou diferencidlnich rovnic

tvaru:

(- )%;Jr( + )af;w p el =M ET_

1—;17% ivz "L}—vg;ﬁzntz—i—g—“(—%;)—“i%’:o b); (16)
04(1 —_EVz)“zdjt’L:_(l—Em;z)WP:O )

z ’F% + ey iw -+ w -
Tz Qo je hustota skofepiny

Zde ¢ =
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Dosadime-li hodnotu P z (15) do (16¢), napiSe se rovnice (16¢) takto:

ouw v (1 — »?) a® ap 02w

R 2 2y 2 ow _
v 3¢+CVV“’+M+ i Qu+h[n_i,‘ml"+1(im)] P

1,(tAn)
(16%c)
o*u &%
. oy 7 — o 0
V daném piipadé, kdy [ 0, o o 0o
diferencidlnich rovnic (16) zavedenim funkce F(z, p) pievedena na jednu
diferenciadlni rovnici osmého Fadu.

= 0, muZe byt soustava

Piedpokladdme-li podle prof. V. Z. Vlasova

(63F 82F)
U = \ gy V| -+ Uy

dwdgt oud
&F & F (17)
= — I 2 - —_—
v [8(])3 + (2 + ) &2:“8(/9] + v,
= vy -+,
kde wu,, v, w, jsou partikuldrni integraly soustavy nehomogennich rovnic (16).
Soustavu diferencidlnich rovnic miZeme zaménit jednou diferencidlni
rovnici
1_7)2V4F_ (I — %) a? @o “&ng‘lF:O-

¢ e " +h n iiw“I"'+1(i'aa) o
T (iAa)

VeF 4

(18)

Piedpokladejme, Ze skofepina mi na pifénych okrajich (x =0, z =1)
kloubové neposuvné upevnéni v roving téchto okraja.

Okrajové podminky maji pfi takovém upevnéni tvar:
proz=0azx=10ljev=w=N =M, =0 (19)

Vyjadiime-li podminky (19) pomoci funkee F', ktera je feSenim rovnice (18),
napifeme:

. oy oF osr
[)I'O.E:ORQS—ZJOF—Wz—‘éizﬁ—ﬁx‘s—o. (20)

To znamena, Ze funkce F' ze zakladni rovnice (18) musi byt uréena tak, aby
se tato funkee a v8echny jeji sudé derivace podle proménné z do Sesté véetnd
pro & = 0 a = [ rovnaly nule. ‘

Podminky (20) vSak k uréeni funkce F(z, ¢, t) nestadi, protoze se vatahuji
jen k jedné proménné z. Kroms okrajovych podminek (20) musime pro funkeci #
udat jesté podminky vztahujici se k dali soufadnici ¢. ProtoZe v uvazovaném
piipadé méa piiény ez skofepiny tvar uzaviené kruznice, musi byt hledand
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tefeni vzhledem k dhlové soutadnici ¢ periodickd, tj. nesmi ménit svou hod-
notu, jestlize argument ¢ se zméni na ¢ 4+ 2kx

Fx, g, t) = F(x, ¢ + 2k, t) . (21)
Vzhledem k podminkam (20) a (21) si miZeme obecné FeSeni diferencidlni
rovnice (18) pfedstavit ve tvaru fady:

Fx,p,t) = > > A,,sn M os ny . 6wt . (22)

Mm=1n-0Q l

Dosadime (22) do (18):
A8 4 41502 + 6ntAt - 4nSA® | w8 —

" 4 20 4 at]
(1 — »?)a? ap

Fc? 0o - a2
Ee [n+ A ]

V této rovnici jsme upravili posledni ¢élen tim, Ze jsme Besselovy funkce
nahradili podle jejich definice vyrazem

+

@A - 202 4 w8 = 0.  (23)

. 1, 1 (i%a) . Aa?
n — tAa T.Gaa) n - w1 (24)

Z rovnice (23) uréime frekvenci:

— 2
[1 = Y38 12222 1) — (A8 4 42502 4 6nAlt - dndAt L n8) D]
2 .

W= : . , (25)
0
a*h | g + BRI (A% 4 24%n% + %)
h(n -+ )
n-+1
kde D je valcova tuhost .
+ Bh?
D= T2(1 — ) "
Udélame rozbor ziskané formule (25).
Je ziejmé, Ze velikost ¢lenu % vyjadiuje pfipojenou hmotu-

PEYE
hin -
2 n -1
-vliv kapalného prostiedi; to znamen4, %e podle toho, bude-li tento élen zdporny
¢i kladny, projevi se tento vliv ve zvétSeni nebo zmenseni frekvence chvéni.

Vysetfime konkretni piikiad:
l=5m, h=0015m, a=009m,» =03 E=21.10°t/m?
o == 0,8 t/m3, p == 0,102 t/m?;
1) tok uvniti potrubi:
w =47,
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2) prazdné potrubi:
w = 85.

Zevrubnd analysa vzorce (25) a jeho porovnani s piesnéjsimi vzorci odvoze-
2
Pu O

=07m = 0 dovolily stanovit meze jeho pouzitelnosti.

2
nymibez podminky 07

Popsany zptsob uréeni frekvence
ddvé dobry vysledek p¥in = 3, p¥i
7 < 3 viak vznikd chyba a neni tedy
vidy moZné zanedbavat sily setrvac-
nosti podélného a teéného posunuti.

Nejmensifrekvence bude ptim =1,
aviak hodnota n, pfiniZ bude frek-
vence nejmensi, zavisi na geome-
trickych rozmérech skofepiny a oby-
dejndé nastivd ne pii nejmensich Obr. 2.
hodnotach téchto é&isel.

Dany konkretni piiklad n ~ 3 je moZ#no znazornit graficky takto:

0 7 2 3 4

Aniz bychom ménili obecnou strukturu vzorce (25), miZeme prozkoumat
piipad, kdy tok kapaliny je vné potrubi.

K tomu je nutné poloZit v rovnici (12) ¢, = 0, aby totiz funkee R(r) byla

regularni v nekoneénu; parametr E(a) bude takovyto:

R'(a)
R(a) o
R(a) — ., HY (ida)’ (26)
n — tAa
Hd(iha)
Pro piipad 2, <€ 1 je moZno priblizné poloz1t
. (m -1 21"
WA ~ Bl
Hb(Aa) ~ ot \da) ™ +£0 (27)
:a pro parametr dostaneme
R(a) 7 a
= = (28)

R'(a) n -+ 2n 3n
Vzorec (25) se napise

[1 = P08 & 272t oAy — (35 - 40%0% | Gntd - dn%i? - nB)D]
w? = (29)
ath [@O + 22 ] (A% 1 22202 1 nd)
h . 3n
Pro na§ konkretni ptipad analogicky vypoétu trupu ponorky vychdzi

w = 59.
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Pripad U = const. =+ 0.
Tlak z rovnice (14) se rovnd
. R(a) c*w o217 2w LMW
P= R(a) ¢ (—E‘— T w u ox?]
Jestlize dosadime takto vyjadieny tlak P do (18), dostaneme rovnici v tvara

1 — »2 (1 — »?) a? ((L) o\ 02
VI A v “T[( ) h) VT

+ou 3(% VF 4 U F] (30)

Napiteme funkei F(x, ¢, t) ve tvaru (22) a rovnice (30) bude mit pak tento
tvar:

ZZA,M sin Az cos neev![A8 + 4402 | 6i%n* | 44°n® + n8] +

1——v
4

ZZ A,,, sin Ax cos npevt(At - 2A*n? 4 nt) —

o 22) g2
- (*1"*17;)—(1 [(Qo + 5 (;)) Z) 244 mn SIN A2 COS Rewt (A - 22202 - nt) —

— 2Uw Zz A4,,, cos Az cos npevt (A5 4 24302 - Ant)

m n

4+ U ZZ A, sin Az cos npev! (A8 4+ 2442 - Zzn‘l)] =0. (31)

Nésobime-li postupng (31) vyrazy sin Az cos np, cos Az cos ng a integrujeme
v mezich od nuly do /, dostaneme:

— g2
[75 + 4200% - 62t + 47205 |- 8n®] — (24 4 22202 - mt) —

(1 —2)a R(a) o w24 202 4 26 L9342 | 1258 | —
_"1%*2—_ L0+—~(()} (A —{—2771 n)-l~U2(/.7~/17z !Z.Tb) =0
a)
2 2
2Um(25 + 222 + ind) LI_EM -0 b) (32)
Rovnice (32b) ma pouze trividlni fefeni w = 0.
Rovnice (32a) dava Feleni
(l)2 = A ’ (33)

a*h (90 -+ ;;,((ZI?) —;‘)—) (A% + 24%n2 - n)
kde

A = ])[1 ; v (2% 4 222n2 - nt) — (A - 425n2 - 6A%nt L 42 - m8) 4

+ L oy i W)]
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Vzorec (33) znamend, ze rychlosti proudéni se zvétiuje frekvence chvéni, tato
rychlost viak musf mit zna¢né velikou hodnotu.
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Peswwme

BUBPAIIUA IMUJNH PUYECKON OBOJIOUKN B IIOTOKE
NAEAJTBHOU HUJHKOCTU

A, II. BOJKOB (A. N. Volkov)
(llocrymmio B peparignio 3/VI 1957 r.)

B craTtbe paccmarpusaercd guHaMmdecKad 3ajada pacdera IILIHBADHYECKON
obomoykn saminyroro upoduis. Wecmepyercs BiHAHMe TAK HA3BIBAEMOMH
NPHCOCINHOHHON Maccehl, xapaxrepusyiomeil cofoil Hammame OKpYsRaoLieit
obostoury mpeanrHoil swuparoctw. Mecaemyerca TawiKke BIPAHA® CHOPOCTH
HOTOKA Ifa AUHAMHMIECKHE XAPAKTEPHCTUKE 000JIOUKML.

Zusammenfassung

DIE SCHWINGUNG EINER ZYLINDER-SCHALE IN DER STROMUNG
EINER IDEALEN FLUSSIGKEIT

A.N. VOLKOV
(Eingegangen am 3. Juni 1957.)

In diese Arbeit wird die dynamische Aufgabe der Berechnung einer Zylinder-
Schale mit geschlossenem Profil behandelt. Ts wird der Einfluss der sogenann-
ten zusitzlichen Masse untersucht, durch welche die Anwesenheit einer
idealen Fliissigkeit charakterisiert wird. Gleichzeitig wird der Einfluss der
Stromungsgeschwindigkeit auf die dynamischen Charakteristiken der Schale
untersucht.
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