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SVAZEK 3 (1958) APLIKACE MATEMATIKY " CIsLo 6

DIE THEORETISCHE LOSUNG DER DICKWANDIGEN GETEILTEN
KREISZYLINDERSCHALE

JAROSLAV VALENTA

(Eingegangen am 27. Mirz 1958.) DT: 621.31—46:539.3/.4

In der vorliegenden Arbeit wird das Problem des Spannungszustands
und der Verformung einer unendlich langen, dickwandigen, durch den
Kreiszylinderausschnitt gebildeten und mit Bezug auf ihre Symmetrie-
ebeno symmeatrisch belasteten Schale gelost. Die Randbedingungen an
den Lingsrandern wurden mittels der sog. ,,homoegenen’‘ Losung erfallt,
die der unbelasteten inneren bzw. dusseren Zylinderfliche entspricht.

Bezeichnangen
a innerer Radius der Zylinderschalle
b ausserer Radius der Zylinderschale
R Radius der mittleren Zylinderfliche
r verdnderlicher Radius der Zylinderschale
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& der Winkel zwischen dem Radiusvektor und der Symmetrieachse

des Zylinderausschnittes
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Einleitung

Bei der Festigkeitsberechnung der Dampfturbinengehiuse wird gewdhnlich
das Gehduse als dickwandiger, geschlossener, durch den Innendruck belasteter

.
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Zylinder erwogen. Unter diesen groben Bedingungen gibt: uns die Berechnung
keine Moglichkeiten den Spannungszustand gerade an den ungiinstigen
Stellen, d. h. im Ubergang zwischen dem Flansch und der Zylinderwandung,
niher zu bestimmen. .

Das Gehause einer Hochdruck-Dampfturbine ist im wesentlichen ein geteil-
ter, dickwandiger Zylinder, der in seiner Teilungsebene mit einem Flansch
versehen ist. Die #lteste Losung des dickwandigen, geteilten, durch hydro-
statischen Druck belasteten Zylinders stammt von PoscuL [7]. Die Lisung
ist mittels der Fourierreihen, deren Koeffizienten die Funktionen des Behé#lter-
durchmessers sind, durchgefiithrt. In die Krgcbnisse schliesst der Verfasser
nur das erste Glied einzelner Reihen ein, wodurch er nicht die allgemeinen
Randbedingungen an den Léngsrindern erfiillen kann. In der Arbeit von
GALERKIN [1] wird die Lésung des Spannungszustands des geteilten Zylinders
_mittels dreier unabhéngiger harmonischer Funktionen angedeutet.

In der vorliegenden Arbeit wurde bei der Losung des geteilten, unendlich
langen, dickwandigen Zylinders die Methode von HamPL verwendet [4],
welche fiir die dickwandigen geteilten Kugelschalen ausgearbeitet wurde.
In dieser Methode wurde, soweit ich es iibersehen kann, zum ersten Male
die sogenannte ,homogene’ Loésung verwendet, welche den unbelasteten
krummen Zylinderwandungen entspricht und nur den durch Belastung der
Langsrander herbeigefithrten Spannungszustand bestimmt. Im Falle des
geteilten Zylinders kann man diese Randbedingungen an den Langsrindern
entweder mittels fiir die Umfangs- und Schubspannung vorgeschriebener
Funktionen oder mittels der Radial- bzw. Umfangsverformungen ausdriicken.

1. Die grundlegenden Verformungsbeziehungen und die Lisung des Problems

Setzen wir einen geteilten Zylinder unendlich lang und beziiglich der Achse y
symmetrisch belastet voraus (Abb. 1). Deuten wir ferner einen beliebigen
Querschnitt durch den Behélter an und stellen daraus ein Einheitselement
(Abb. 2) auf. Der Nullpunkt des Koordinatensystems wird in der Zylindermitte
gewahlt.

+ Der innere Zylinderdurchmesser wird mit 2a, der dussere mit 25, der mittlere
mit 2R = a + b bezeichnet. Die Zylinderdicke ist also & — ¢ = 2k. Die ange-
fiihrte Berechnung gilt fiir beliebige » > 0. .

—

Auf die einzelnen Schnittflichen wirken die Normalspannungen rr, 99, zz

und die Schubspannungen 79, rz und $z. Der Zylinder ist unendlich lang, so dass
der Spannungszustand des Behélters der ebene Spannungszustand ist; infol-

gedessen ist rz2 = 9z = 0. Is werden also keine Grossen von z abhingen und
die Ableitungen einer beliebigen Funktion nach z werden gleich Null sein.
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Die grundlegenden Deformationsverhiltnisse des ebenen Spannungszustandes
in den Polarkoordinaten sind mit folgenden Ausdriicken [6] gegeben:

ou 1 Qus  w
o == ———T == — ———1 - —/’.
™" or y  Cog r 09 1 r H
Oy Uy 1 ou,
PPk U o Al } 1.
oy = T2 =10 S (L1)
Die rdumliche Ausdehnung der Volumeneinheit
19 1 du, i
- - v il 1.2
A=e, + ey 5 (ru,) + -9 (1.2)

Abb. 2.

— %] . (1.3)
Dabei sind die Spannungen mit den folgenden Ausdriicken [6] gegeben:
= AN - 2ue,,, 19 = ue,y,
DO = AA + 2ueqy, 22 = AA . (1.4)

Die statischen Gleichgewichtsgleichungen werden mit Bezug auf den ebenen
Spannungszustand auf zwei Gleichungen reduziert, so dass — wenn keine Mas-
senkrafte vorhanden sind — sich ergibt [6]

oA 24 0w,
(2 + 2p) Fra v 0, (1.5)
o 1 OA O,
(l—i—#j);—aﬂ—f—z/u ar—_O. (1.6)

Sind uns die Verformungen u, und uy; bekannt, konnen wir bereits den
Spannungszustand des Behilters bestimmen, da alle ibrigen Grossen die
Funktionen nur von diesen Verformungen sind.
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Die Gleichung (1.6) wird identisch erfiillt, wenn

1—2v o@ oo
A = 7 — r g s ), = — 7’[)- gllt s (1.7)

wo @ eine bisher unbekannte, aber sonst beliehige Funktion der Verdnderlichen
r, ¥ isgt, welche zweimal differenziert werden kann. Durch Einsetzung in die
Gleichung (1.5) ergibt sich
2@ 1o 1 @
O r o re o

=0, - (LS8)

Diese Gleichung hat bei einer symmetrischen Belastung die Losung von der
Form

+ Z (O + Copr==) cos o O, (1.9)
a=1
wo C,, C,, die Integrationskonstanten darstellen. .

Jede harmonische Funktion kann man in der Form (1.9) ausdriicken, in der
die unendliche Reihe einschliesslich aller zweiten Ableitungen in unserem
Bereiche beinahe gleichméssig konvergiert, d. i. gleichméssig an jeder geschlos-
senen Menge innerhalb eines zu definierenden Bereiches.

Die Gleichung (1.3) kann nach Einfithrung der Gleichung (1.7) mittels einer
neuen Funktion y(r, ¢#) identisch erfilllt werden, indem wir

u.,.:%%+2r§b, u@:;

QD
=

(1.10)

a3
<

schreiben. _
Setzt man diese Ausdriicke in die Gleichung (1.7) ein, ergibt sich mit der
Gleichung (1.7) fiir die Funktion y folgende Beziehung

1 od
. 9% 11
]—~'yrﬁr (1.15)

Ay == - 4@ —

Wird auf die Gleichung (1.11) die Operation V2 angewandt, ergibt sich fiir 4
eine biharmonische G7. Vi = 0. Die Losung der Gleichung (1.11) kann
abermals in der Form

, r . p. 3— 4 '
1 ="Cy + (’AOIga— 7"{010 + [lgg - 4(1 — J] Ozn} +

1 5-—4v N 7
— {m [u-z — Oy - (3 — ) Cyyr Ig ZZ] e Oy — 0417‘—1} cos 9 +

4 2 [Caar® + Car™ + A O™ 4 Ay Cogrst?] cos o (1.12)

geschrieben werden, wo

X 1 ‘ o 1
=11 4+ ) L -
41 [ T w)] T A [l 41 = 7v):| — B
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Von der biharmonischen Funktion y einschliesslich aller zweiten Ableitungen
kann man abermals beweisen, dass sie in unserem Bereiche beinahe konver-
gent ist. -

Mit Riicksicht auf die Beziehungen (1.7) und (1.10) kann man die Ausdriicke
fir die Spannungen (1.4) in folgender Form schreiben:

]gv§:11v7~%§,
1;];' - ;{} [% (; 7) + Adl]. (1.13)

Sind uns also die beiden Funktionen y und @ einschliesslich der Integrations-
konstanten bekannt, kann man die Spannungen und die Verformungen im
beliebigen Punkte des offenen bzw. des geschlossenen, mit Bezug auf die
Symmetrieebene (y) symmetrisch belasteten Behilters, bestimmen.

Bei den geteilten Zylindern, wie z. B. bei den Gehédusedeckeln, Turbinen-
gehiusen u. i. werden dariiber die Randbedingungen an den geradlinigen
Rindern vorgeschrieben. In solchen Féllen verwendet man die sogennante
,.homogene* Losung, mit der die vorgeschriebenen Bedingungen am gerad-
linigen Rande erfiillt werden.

Im allgemeinen kann man also schreiben

D=, + D, und y=y,+ 11, (1.14)
wo mit dem Tndex ,,p* die Partikularlgsung, welche die Randbedingungen an
den krummen Réndern erfilllt und mit dem Index 2 die ,homogene
Lisung, mit dem wir den Einfluss der Langsrander respektieren und die krum-
men Zylinderwiinde unbelastet lassen, bezeichnet werden.

2. Die Partikularlésung

Setzen wir voraus, dass man die Normalspannungen an der inneren bzw.
an der dusseren Zylinderoberfliche ;Td und 77",, in eine unendliche Reihe nach
cos x) und die Schubspannungen ‘r/ﬁa und ﬁ)b in cine Reihe nach sin &, wo
a=0,1,2, ..., entwickeln kann. Dia Randbedingungen werden erfiillt, weun
fiir alle o

[se] o0
1 = > W, cosad, 1y = > B, cos ),
a=01.... a=012,,
o o
1y = 2 U sinad, ro, — WV, sin wi) (2.1)
a=01,2... a=012,..



gelten wird. Die Koeffizienten der Entwicklung (2.1) bekommt man, wenn die

Funktionen r?a, 79, usw. innerhalb des Intervalls [0; 9] beliebig, z. B. stetig
erginzt werden; dann gilt

n 14
1 ~ 1 ~
, Upo = f r7g cos o db, By, = — fm cos add,
7
bzw.
1 _ 1 —~
Voo = p rd,sin ud dd, By, = p f riy sin a ded .

Setzen wir in die Gleichung (2.1) fiir 77 und 9 die Ausdriicke (1.13), fiir D,
und y, die Beziehungen (1.9) bzw. (1.12) ein und vergleichen wir die Glieder
mit gleichen Funktionen ¥, bekommen wir fiir die Bestimmung der Konstan-
ten C, das folgende System von Lineargleichungen:

firca =0
1 1 149
Qfl——_f) Ozo_&zomz 7 Ay
1 1 1 1w .
ZM(I —‘T) 20 —b—z 040 = B %lu (2°2)
und fiir jedes weitere ganze |
_ . I O N
Claflaaa + O2o¢f24za’ * + (X(O& - 1) Oaaaa + 0‘(“ - ]) (»/.ma’ « = f ~.I1a 3
P+
Clafl:xba + e = E %hz )
s 1+
Claf100* + Cougo,a™ + (o — 1) Og0472 + (e 4 1) O a2 == T Ase
8l ; . 1 + v
(/lcvtglacbm - .. : ' = T %m >
(2.3)
wo fir « = 1 ) ;
B . 3 4 29 =2y
fu=tn=gq oy Tn= 7 pa gy a T gy
und fur &« = 2,3, ...
1ax 4(1 . 1") B 2a T 4(1 - ’U) 3
x? .
G1a = = Jsa = 4z':—;) igt .
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Fiir jedes o bestimmen wir aus diesen Gleichungen vier Integrationskonstanten
Ciay Couy Oy und Cy,. Soweit « eine ganze Zahl ist und soweit & > 1 ist, ist
die Determinante des Gleichungssystems (2.3) D, %= 0, so dass die Konstanten
C, eindeuting bestimmt sind. Der Fall x = 1 ist getrennt zu untersuchen.

Durch Einsetzen von o = 1 in die Gl. (2.3) bekommt man vier inhomogene
Lineargleichungen mit drei Unbekannten, denn die Konstante Cj;, multipli-
ziert mit dem Ausdruck (o — 1), fillt aus. Dieses System muss nicht allgemein
16sbar sein. Um diese Schwierigkeiten zu beseitigen, fithren wir fiir o =1
eine neue biharmonische Funktion ein, welche der homogenen Gleichung (1.11)
entspricht. Hine solche Funktion bildet z. B.

% = Cyyr [lgg— cos ¥ — 9 sin 19] . , (2.4)

Es kann bewiesen werden, dass in diesem Falle (x = 1) die Determinante
des Systems der Gleichungen (2.3) D; von Null verschiedenen ist und die
Funktion (2.4) der Gl. (1.1) entspricht.

Die Spannungszustinde und die Deformationen eines dickwandigen, ge-
schlossenen bzw. geteilten und an den krummen Wandungen durch Radial-
und Schubspannung (mit Bezug auf die y-Achse symmetrisch) belasteten

Zylirders, werden also mit folgenden Ausdriicken gegeben (g = %)

1+ v~ C I = : - !
BT ey Gt {[Ou e} Cu] e gy e

)

—I—EC’HQ—S} cos 9 + Z [
«=2,3,...

2 — x o+ 2

T Cpo™ -+

L+v o~ 1 . — 1—2 1
B I = m Cgo + Cap0™% - {[" Cu + 201 _ 15 (-’21] o™t +
. 3 - @© a I_ 9 ,1
by O — 2 efeos v+ > w5 o
2 — o _ o ¢
o mamé’"“ — (= 1) U307 — (3 + 1) Cpa0™ ] cos ad)
1 . ©
r% RE o= i » [Ozo + Z &(C150% — Cpa0™) cOS “ﬂJ ,
a=1,2,,..

- 467



1 -y~ ] —_— 2} 1 ~
Lovsy ”~ Cn + 5(—1—:"1)5 021] 0 ; Cho -+ 2041@“3} sin & -}

y 4(1 —»)
2‘ [0 ) X
| x bl (. o — (] pm — — h =2 _
T“:% o [4( - q;) Cla@ 4(1 — ’V) (Aoug (C¢ 1) 0341@ I‘
+ (« -F 1) 040,9—“"‘3] sin ol . - (2.5)

Mit &dhnlichen Ausdriicken kann man auch die Verschiebungen in der
Radial- und Umfangsrichtung ausdriicken:

1 1— 2y
-y = —— C 1+[(IW—— l)cosz)—z?unﬁ] -
R 2(1 — ») 200 1 Cao0 o + | +

0 . 1_ 9 Y M
+ { 1 — (3— 4)lg ]2(1 ilvy) + 5 _”V) Cpy0° — Cyo~? »;cm} cos & +

S x+2 Va1 & _ 2—« —atl
Z [wl( T Tf‘&(l 4’(Tv>)0“9 |

+ aCy,027 1 — ocC’MQ'“’lJ cos o},

1 e
7 e = — [(lg 2 -+ I) sin # 4 & cos 17'] Cy +

1
3 — 4 4
+ { ' 001 + "M—V" Cno® — Cho™? — 031} sin & +
(1 — ) 8= )
[ S IS PO S IOFORTD N MY S DO
+Z [« T (1 i - v)) Gt T3 (1 i(i— v)) Crag™" +
— Cs0%t — 6’4“9‘“*1] sin ot} . (2.6)

Diese Losung driickt wesentlich den Spannungszustand und die Verformun-
gen der an krummen Zylinderwinden symmetrisch belasteten Kreiszylinder-
schale in Bezug auf die Y-Achse (Abb. 1) aus. Von diesen Losungen kann
abermals der Beweis gebracht werden, dass sie in unserem Bereiche beinahe
gleichmissig konvergent verlaufen und dass die Spannungen die Gleich-
gewichts- und Kompatibilitdtsgleichungen erfiillen.

Aus den obenerwihnten Ausdriicken sind die Konstanten €, und O,
verschwunden. Aber wir kénnen uns aus den Ausdriicken wu,, uy, €,5 leicht
iiberzeugen, dass die Konstanten €y, und C, auch in diesen Ausdriicken
nicht vorkommen, so dass wir €', = (U, = 0 setzen konnen.
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3. Die ,,homogene* Lisung

Ls ist klar, dass mittels der bisherigen Losungen, die wir in der Form von
trigonometrischen Reihen mit den Argumenten ad(x = 0, 1, 2, ...) annahmen,
allgemeine Bedingungen an den geradlinigen Réndern nicht erfiillt werden
konnen. Dazu muss man zu den bisherigen Partikular Losungen noch eine
,;homogene*“ Losung, aus welcher fir die Spannungen auf den gekriimmten
Winden sich der Wert Null ergibe, hinzufiigen. Das kann dadurch erzielt
werden, dass wir fiir & einen solchen Wert wihlen, fir den die Determinante
des System (2.3), das ist

f1a00%, fou0m %, a®7 amem? |
f labuy
J1a2% gw(l_“, aa_za ame?

g21ba>

=0 (3.1)

gleich Null ist.
Nach einfacher Umformung bekommen wir fiir « folgende transzendente
Gleichung
e .
— =+ x. 3.2

Die Wurzeln der transzendenten Gl. (3.2) sind die einerseits reellen, anderer-
seits komplexen Zahlen. Von den reellen Wurzeln existieren o = 0 und « =
= 4 1. Ausser diesen existiert die reelle Wurzel in der Nahe von Eins. Man
kann leicht beweisen, dass der reele und der imaginire Teil die Gleichung (1,11}
erfiillen wird, falls « in der GI. (1,12) eine komplexe Zahl ist.

Es gibt unendlich viele komplexe Wurzeln der Gl. (3.2), was deutlich der
unendlichen Zahl von Randbedingungen an den Langsrindern des dickwan-
digen Zylinders entspricht. Die Berechnung dieser Wurzeln wird im Nachtrag
angefiihrt.

Die ersten finf komplexen Wurzeln sind numerisch bestimmt und die weiteren
Wurzeln kénnen wir mit ausreichender Genauigkeit in asymptotischer Form
(m = 2,3, ...) ausdriicken [9]

1 1 lg Z,,,
S 9, _ o fam 3.3)
D‘Zm - lg /3 (—*ﬂl + 2) 7”/ + lb l ‘8 ﬂ ﬁ ) ] —*— o ,L - ? (3 3)
2Ly

WO

1 2¢ . 2mm )
T _ = ]
Zm—ixmb Sley 0 #ﬂl%

Einen ihnlichen Ausdruck kann man auch fiir die Wurzeln a3,_; ableiten

1 . 1 2nm . lg Z%, 1 .
Kom—y = @ (Zm Z) 7t + lg —— g f (f— pY) + ——2Emzl (34
2amZy

“om—1
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WO

' 2% . 2am N
Dy = 1 — — [1 42 g /f—l)] ist .

72 R Y]
In derfolgenden Tafel werden die komplexen Wurzeln des ersten Quadranten
— A1
der Ebene « angegeben, die numerisch bis auf das Glied &2 (a; = é—‘ﬂ—ﬁﬁ— —1
21lg

bestimmt und der absoluten Grosse gemiss beziffert wurden. Der negativen
rechten Seite der transzendenten Gl. (3.2) entsprechende Wurzeln werden
durch «* gekennzeichnet.

\ 1
I X, = —— &,
] ‘ s ig ﬁ §
; 1 R {fl* = 2,2507 + 14,2124 + (1,0866 — 7 0,2031) ¢ — (0,5433 — ¢ 0,1016) &2
f , .
| 2 &, = 2,7687 4- 17,4977 4 (1,0374 — ¢ 0,1225) ¢ — (0,56187 — 4 0,0613) &2
} 3 E% = 3,1031 + 10,7125 4 (1,0216 — 7 0,0883) ¢ — (0,5108 — ¢ 0,0441) &2
1_ - R _ —
l 4 54 = 3,3522 4 ¢ 13,8999 -} (1,0142 — ¢ 0,0691) ¢ — (0,5071 — 7 0,0345) &2
; 5 | E* = 38,5511 + 4 17,0734 + (1,0102 — ¢ 0,0568) ¢ — (0,5051 — 7 0,0285) &2
i 1

Mit Hilfe der transzendenten Wurzeln kann man solche Losungen unserer
Gl. (1,11) konstruieren, welche die Bedingungen an den krummen Zylinder-
wandlungen erfiillen und dabei- eine ausreichende Zahl freier Konstanten
enthalten. Wie aus der Aufgabe folgt, entspricht den reellen Wurzeln « = 0
und x = 1 der Spannungszustand eines krummen, dicken, am Rande durch
den Biegungsmoment bzw. durch die Schubkraft belasteten Stabes. Im Falle
der komplexen Wurzeln bleibt es noch iibrig die einzelnen Konstanten (', der
homogenen Lisung zu bestimmen. Diese Konstanten werden aus den Rand-
bedingungen (2.3) berechnet, wobei die rechten Seiten dieser Gleichungen gleich
Null gesetzt werden, denn die krummlinigen Rénder sind unbelastet. Die
Determinante dieses Systems der Lineargleichungen ist gleich Null, so dass
eine Konstante unbestimmt bleibt. Diese Konstante ‘sei C',,. Nach der Verein-
fachung weiterer Berechnungen setzen wir sie in folgender Form voraus:

— o1
O = 2= 0, D),
wo das positive bzw. negative Vorzeichen den Wurzeln der transzendenten
Gleichung mit der positiven bzw. der negativen rechten Scite entspricht.
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Die Konstanten €, und D, werden aus den Randbedingungen in einer im
voraus erwéihlten Zahl der Punkte des geradlinigen Randes eines geteilten
Zylinders bestimmt.

Die resultierenden Beziehungen fiir die Spannungen und Verformungen
der ,homogenen” Losung kann man also in folgender Form ausdriicken .

_roa_a b}
Q_E’ 91¥R792>*E M
— 5 R
1+v1‘)7‘}:§}{3{010[1 — E‘_]%ﬁ. Llgl e lgpp (fz]Jr
E - 01 —
3¢ - 030} ,]
+C [—‘"—" T 122 p=3lcos i -
RS S e S R

+ 2 (C,—iD) [(1 +§) (Bt 1)9“«+(1 - ~) (=7 £ 1) oo —

s=1,2..,

— (B o 1) plo7Erm, — (Bt 4 1) pdele ] cos aﬂ} (3.5)

1+v~ 1 1
ZWTT:%{ON[ plgp S eagﬁe ]+

‘82 ‘32
+ 011 l:'g_lg‘_—i‘gg - —1 + ;:I_J’_Qgg 9_3] CcOos 9 —!»
. , 2 2
+ Z (Cy — iDy) [(; - 1) (ot £ 1) 0% — (1 + ;) (et £ 1) e
5=1,2,... § 8
- (Bt £ 1) pfom e | (A £ 1) o3%0l0™% ‘Z] oS & 19} , (3.6)
L+»—~ e [H .
7 5}15{011[92+Q§ ot +993]Sm79+

n

D (O — D) (B 1) o — (a7 £ 1) e —

§=12 ...

— (ft A 1) eio% ™ + (B~ £ 1) p3%eie% 2] sin ocs'z‘/‘} , (3.7)

1—1—1}’22* SRG[V{O [l ﬁ21g6+21 ] +2011[ —2‘9'65*9*1]00819**‘

B — o} 2

n

+ 2 (O D) (et 1) g — (et £1) of «g~a.1cosam}], (3.8)
5=1,2,... s v

>

' ~
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bzw. die Verformungen
1 plg p ilgp
E'ur = R [010 {“‘ [(1 — 2v) _‘6'2——“ (I —v) /)*z =14 1¢ T4

- (1 — ¢ el oot 10— ) 0 — 2ol —
+ (1 2v)@1g91}+0n{.4 500 + oy [ — ) @* — cfede™]

— (1 — 2)1g g} cos ¥ — U1 2(1 — ») 9 sin & + z (Cy —eDy) .

5=1,2,...

2(1 — 2») a4l [ 201 — 2) | a1 4 1
N o 2 = pe, 1+ 2as 'a8~1 _
{[ X 1] o 1 ¢ + k o -1 0 i

[’al—lil 92921_€:a5+1,—t]
(P os — 1) Ao 1)

anm«z@—m;l} cos & - C cos 0] , (3.9)

1 1
7 U =R [2010(] —»)ed + 0y {E_*_”b;’) [(5 ~ 4) 0* — of0io™] +
+ (1 — 29)1g @} sin # — 2C,(1 — ») & cos & z (Cy — D) .
s=12...
41—} pot 1 4= et 41,
L ] msi“é“”f e e
/5'@ +1 /3'05 1 j: 2o 12

= B — ) 030% BT D) p3%t2p a.“l} sin oy — C' sin 19] , (3.10)
wobei das erste vom Winkel & unabhéngige Glied in den obenerwihnten
Ausdriicken der Wurzel & = 0, das zweite mit cos 9 bzw. mit sin ¥ der Wurzel
o = 1 entspricht. Die Konstante C bedeutet die Verschiebung des Behélters
als Ganzen.

Es stellt sich heraus, dass man bei der Anwendung einer kleinen Anzahl
von Summanden in der Klammer (3,5)—(3,10) die Randbedingungen in den
gewihnlichen Féller mit ausreichender Genauigkeit erfillen kann. Fir die
Loésung wird nur der reele Teil der obenerwihnten Ausdriicke in Betracht
genommen.

Wie aus der ndheren Untersuchung hervorgeht, nehmen die komplexen
Losungen mit zunehmendem Abstand von dem geradlinigen Rande bedeutend

Y
: . . - 1o P
ab. Die Dampfung kann man mit dem Exponentialausdruck e '/

ausdriicken, in dem lg[_ den imaginidren Teil der Wurzel & bedeutet. Da das
Verhiltnis ]gL/)’ z. B. bei den laufenden Typen von Dampfturbinengehdusen

=6 ist, kann man diese Losung bloss als eine lokale Losung betrachten. Es
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folgt daraus gleichzeitig, dass die in komplexer Form (3.9), (3.10) ausgedriickten
Verformungen auf die Verformungen des anschliessenden Elements, z. B.
des Flansches, empfindlich sind. Mit dem Festigkeitsproblem Flansch-Zylinder
wollen wir uns spiter befassen.

Durch dhnliches Verfahren wird von P. F. Parkovid¢ [10] das biharmoni-
sche Problem an einem Rechteck oder Kreissektor gelost. G. A. GRINBERG [10]
hat diese Probleme theoretisch weitergeleitet. In diesen Arbeiten 16st man aber
das homogene Problem des Spannungszustands fiir den Fall, in dem die Null-
spannungen an den geradlinigen Seiten auftreten, indem die angeniherten
Spannungen sich an den krummen Sektorswandungen befinden. In vorliegen-
der Arbeit wird ein entgegengesetztes Verfahren gewahlt und zwar so, dass man
das Problem mit den Nullspannungen an den krummen Sektorwandungen
l6st. Diese Methode ist bei der praktischen Anwendung von Besonderen
Vorteil, da darin grosstenteils die geteilten Zylinder, deren Lénge dic dicke
iiberschreitet, in Betracht kommen. In diesem Falle ist das in dieser Arbeit
angedeutete Verfahren auch mit Riicksicht darauf geeigneter, da die Parti-
kularlosung, welche die Spannungen an den krummen Sektorswandungen
annuliert, sehr einfach ist. Wir haben den praktischen Vorgang dieser Lésung
in unserer Arbeit angedeutet. Hs erscheint als wahrscheinlich, dass man mit
ghnlichen Methoden, die Grinberg angewandt hat, auch in unserem Falle
vorgehen konnte. Diese Frage wurde von uns nicht geldst, da die Konvergenz
in dem von Grinberg vorgeschlagenen Verfahren zu langvierig ist und es
praktisch geeigneter erscheint die lineare Kombination so zu wihlen, dass
die Randbedingungen in einigen Punkten an den erwogenen Seiten erfiillt
seien.

4. Bestimmung der komplexen Waurzeln der transzendenten Gl. (3.2)

Fithren wir die Gleichung (3.2) auf folgende Form iiber:
- g pt
hhg=+ 521 &
sinh & RNy A (4.1)
WO .
E=olgpist.

In der Praxis treffen wir oft die Behilter, deren § = :; gich im Interwalle

. . . a1 B— P
1,1 — 2 bewegt. In diesem Talle ist das Verhéltnis -/,—] r[’T»- im Intervalle
p o
g
(1,0016 + 1,082), also unterscheidet sich wenig von der Eins. Zwecks der
Vereinfachung werden wir im weiteren voraussetzen, dass die Bruchzahl
p—p

2lgp

== 1 ist. Dann gilt, dass
ginh &§ = 4 &ist, (4.2)
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s = 2 4 1y sei eine bestimmte komplexe Wurzel (der Index ,,s“ bedeutet
die laufenden Nummern der einzelnen Wurzeln). Dann bilden die Losung auch
die Wurzeln '

&= —z iy

und mit ihnen die komplex verbundene

Eszx———iy bzw. Es = — (2 + ).

Eine von diesen vier komplexen Wurzeln liegt immer im ersten Quadranten
der Ebene «. Es wird bewiesen, dass in jedem Gebiet (k = 1, 2, ...) 2(k — 1) n<C
<y<%+2(/c— 1)z baw. ar—}—‘2(k———1)n<y<%n—f—2(kk 1)r eine
komplexe Wurzel existiert. '

Zetlegen wir die Gl. (4.1) auf ihren reellen und imaginiiren Teil und bilden
das Verhaltnis linker und rechter Seiten von den auf diese Weise gebildeten
Gleichungen; dann ergibt sich

tghe tgy
x oy
Bezeichnen wir weiter
_ tgha _tgy
f@)=—"—, gy = >

Die Funktion f(x) hat fiir x > 0 einen monotonfallenden Verlauf. Ahnlich

ist auch die Funktion ¢g(y) im Interwalle [g + 2(k — 1) m; % 7w+ 2k — 1) ~r]

5 .
bzw. [; a4+ 2k — 1) m; g + 2(k— 1) n] eine monotonwachsende Funktion

(Abb. 3). _

Fiir z > 0ist f(z) > 0; daraus folgt, damit auch g(y) > 0 ist, d. h. der imagi-
nére Teil der Wurzel y muss im Intervalle [Z(k — 1)z g + 2k —1) n] bzw.
[n + 2(k — 1) 7; %n + 2k — 1) n] liegen. Da f(x) eine fallende und g(y)
eine wachsende Funktion ist, ergibt sich, dass in jedem der Intervalle

[2(70 — D m 72—1 + 2(k — 1) n] bzw. [n + 2(k — 1) m; 3 7w -+ 2(k — l),n] eben

nur eine einzige Wurzel existiert.

— g1
Wie bereits gesagt, ist das Verhiltnis 'ﬁﬁ‘ﬁgﬂ[)’ sehr nahe der Eins. Be-
zeichnen wir den Unterschied ' ' ‘
B—p"
21gg 1=e;

474



fiir p < 2 ist e =< 0,082. Schreiben wir die Gleichung (4.1) in der Form

sinh & = + (1 4 &) &, . (4.3)
Setzen wir die Wurzel & in der Form einer Potenzreihe
& = ‘Ssn -+ E_ql@ + 53.482 + ... (44)

foo, gtm

43, e e e e i e ] i ey s ]

% 99

i
E)
mlte
)
ol
N
e
~><
~

Abb. 3.

voraus. Durch Riickeinsetzung in die Gl. (4.1) und Entwicklung in eine Potenz -
reihe sowie durch den Vergleich der Glieder mit den gleichen Potenzen e
bekommen wir £

cosh & F 1° '
2 1
e _ S [1 ~3 55] usw.,

Ssy — E
8o

Es,= :I:

wobei das positive bzw. das negative Vorzeichen der positiven bzw. der nega-
tiven rechten Seite der Gl. (4.1) entspricht. ,

Es ist moglich die Wurzeln &,, &; usw. in einer asymptotischen Form aus-
zudriicken. Es ist klar, dass die linke Seite von der gegebenen transzendenten
Gleichung eine periodische Funktion mit der Periode 2 ist; man kann also
die erste Annidherung der gesuchten Wurzel z. B. in folgender Form (m =
== 2, 3, ...) schreiben (2m = s):

973
Som = 2ami + g [%L— - ﬁﬂ)] + v lg B, (4.5)

WO Yun eine bisher unbekannte Funktion des Verhaltnisses 3 =§ und der

Reihenfolge s bildet. Setzen wir in die Gl (4.1) fiir &,, den Ausdruck (4.5)
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ein und vernachlissigen wir das Glied e—'2» der Eins gegeniiber, bekommen wir

) 2orem, PWom 18 B
YemlgB oo 1 — o 13- 1 e e P
¢ - doom © g lg 8 (Bi= F 2nm

Logarithmieren wir diese Gleichung und entwickeln wir den Logarithmus
der rechten Seite in eine Potenzreihe nach y, wobei in der Entwicklung nur
das erste Glied belassen wird; auf diese Weise ergibt sich, das

1 Z
Yam = 1 ’7 }_fff_?]“ T (4‘6)
g/‘i + e
27 m/2m

WO

ﬁ)'
Zpn — 1 + 11% [’1 — f'ilg 2am T — /3—1)] ist .

Derselbe Vorgang gilt auch fir die negative Seite der Gl. (4.1).
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Souhrn

TEORETICKE RESENT TLUSTOSTENNE DELENE VALCOVE
SKOREPINY

JAROSLAV VALENTA

(Doslo dne 27. biezna 1958.)

V préci je FeSena napjatost vilecové vysede, symetricky zatizené vzhledem
ke své rovind symetrie. Refeni problému spodivd v mnalezeni harmonické
funkce @ a biharmonické funkce y, které hovi statickym rovnicim rovnovahy
a rovnicim kompatibility. Funkece @ a y jsou obeené dany Fourierovou fadou
s argumenty ve tvaru o, Piedpokladame-li, e normalnd napéti na vnitinim
resp. vnéjdim povrchu valce lze rozvinout ve Fourierovu fadu, pak ke splnéni
téchto okrajovych podminek dostaneme pro kazdé celé « systém &byt linedr-
nich rovnic.

Na podélnych krajich mohou byt predepsana bud napéti nebo radidlni
a obvodova deformace. K splnéni téchto podminek pouzijeme tzv. ,,homogen-
nfho® feSeni, které je nezavislé na zatizeni k¥ivych stén nadoby. Jinymi slovy
to znamena, Ze index o musi byt takovy, aby napéti na vnitinim resp. vnéj¥im
poloméru vymizelo. Z této podminky dostaneme pro index « transcendentni
rovnici, jejiz kofeny jsou redlné a komplexni. Komplexnich kotenu je nekoned-
né mnoho, coz zfejmé odpovidd i nekoneénému podétu okrajovych podminek
na podélnych krajich vilce, na rozdil od tenkosténné skotepiny.

Pezwwme

TEOPETUYECKOE PEIIEHNWE YACTH TOJCTOCTENIIOTO
HUAUITIPA

SIPOCIIAB BAJIEHTA (Jaroslav Valenta)
(ITocrynmiao B peparumio 27/11T 1958 r.)

B palore maercst pacuer ¥acTi UWIXHIPUUCCKON 00O0JOYRE, OTPAHWYCHRON
}Llin}I KOHOGHTPHUYCCKAMI KPYrOBLIMM MWIMHAPDAMI B ABVMA ILIOCKROCTAMH,
MPOXOJSILIIMY Yepes Och IIANHPA, ¢ HATPY3KOH cUMMeTPHYeCKH pacupe;lernen-
HOW IO OTHONIEHWIO K HJIOCKOCTH CUMMCTP MM obosnouru. Pemenme Hp()()ﬂeMbl
CBOMUTCA K HAXOKACHHIO TapMOHUYecKoll (yuxnum @ u OnrapMoHmuccroil
(byHKIII/IH e HOT()prO yﬂ()BH(}TB()pHK)T CTaTHYCCKIIM YPaBHEHHAM paBHOBOGHH
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u ypapHennsM cosmectHoct. Oyakmun @ u y B 06meM Beerfa JaloTes pagaMn
dypre ¢ aprymenramu Buja «d. B mpenuomokeHnn, 9T0 HOPMAJIbHEE HAampHA-
JKEHWsI Ha BHYTpPeHHeH ¥ Bapy:KHOW HOBEPXHOCTM IMIWMHAPA MOIKHO Ipei-
CTaBUTH PAIOM (ypbe, MOKHO YHOBIETBOPHUTL 3aJaHHHIM KPAGBEIM YCIOBHAM
peHmeH’eM CHCTEeME qumpe‘X' JUHEMHBIX ypaBHeHMI I Ka’sKIoTO IENoro «.

Ha mpopolsHHX KpasX MIIHALPA YCIOBAA MOLYT OBITH BafaHbl aubo B Ha-
npsmeHnax, mnbo B pajmalbHEIX W OKPYKHBIX mepeMemennax. {ma yaosie-
TBOPEHHUA ITUM YCIOBHAM MOKHO TPUMEHMTH TAK Ha3. 0JHOPOJHOE pelleHHe,
KOTOPOE He 3aBHCHT OT YCJIOBUH Ha UMANHEPHICCKUX OBEPXHOCTAX 060I0UKY.
JTO 03HAYAET, UTO VHJEKC o HOJKEH OBITh TaKkuM, 4ToOB HANPSKEHHUSA HA BHY-
TPeHHeM § HapYKHOM pajuyce paBHANMCH HYmo. M3 aroro ycimoBmd uHody-
yaeTcd TPAHCUCHICHTHOE YPABHEHMO JUIH WHJIEKCA «, MMEIOlee BeUIeCTBeHHbIe
U KOMIUTERCHBIE KOpHU. ITOMIIZIERCHBIX KOpPHEHR TOomepmurcst 0eCROHEYHoe Ko-
IIMYeCTBO, 9TO, OYEBAEHO, COOTBCTCIBYET — B OTJAWYHE OT TOHKOCTEHHOH 000-
J0YRE — 0ECHOHEYHOMY YHCJIy KPAeBLIX YCJIOBHH HA HNPOJONBHBIX KpagX IU-
JAHIpA.
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