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SVAZEK 3 (1958) APLI K A C E M ATEM ATI KY ČÍSLO 6 

D I E T H E O R E T I S C H E LÖSUNG D E R DICKWANDIGEN G E T E I L T E N 
K R E I S Z Y L I N D E R S C H A L E 

JAROSLAV VALENTA 

(Eingegangen am 27. März 1958.) DT:621.31—46:53Ö.3/.4 

I n der vorliegenden Arbeit wird das Problem dos Spannungszustands 
und der Verformung einor unendlich langen, dickwandigen, durch den 
Kreiszylinderausschnitt gebildeten und mit Bezug auf ihre Symmetrie-
ebone symmetrisch belasteten Schale gelöst. Die Randbedingungen an 
den Längsrändern wurden mittels der sog. „homogenen'' Lösung erfüllt, 
die der unbelasteten inneren bzw. äusseren Zylinderfläche entspricht. 

Bezeichnungen 

a innerer Radius der Zylinderschalle 
b äusserer Radius der Zylinderschale 
R Radius der mittleren Zylinderfläche 
r veränderlicher Radius der Zylinderschale 
h halbe Dicke der Schale 
# der Winkel zwischen dem Radiusvektor und der Symmetrieachse 

des Zylinderausschnittes 

rr, $&, r§ Radial- Umfangs- Schub- und Achsenspannung (der positive Span-
z~z nungswert bedeutet den Zug) 
ur, u# Radial- und Umfangsverformung des Behälters 
E Elastizitätsmodul des Behältermaterials 
v Kehrwert der Poissonschen Konstante 

r a b . b 
9==R> Q* = R> ^ ^ R ^ ß = ä 

/.= Ev E 
ľ (1 +v)(l -2v) ' ! 2(1 + V ) 

Einleitung 

Bei der Festigkeitsbereclmung der Dampfturbinengehäuse wird gewöhnlich 
das Gehäuse als dickwandiger, geschlossener, durch den Innendruck belasteter 
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Zylinder erwogen. Unter diesen groben Bedingungen gibt uns die Berechnung 
keine Möglichkeiten den Spannungszustand gerade an den ungünstigen 
Stellen, d. h. im Übergang zwischen dem Flansch und der Zylinderwandung, 
näher zu bestimmen. 

Das Gehäuse einer Hochdruck-Dampfturbine ist im wesentlichen ein geteil
ter, dickwandiger Zylinder, der in seiner Teilungsebene mit einem Flansch 
versehen ist. Die älteste Lösung des dickwandigen, geteilten, durch hydro
statischen Druck belasteten Zylinders s tammt von PÖSCHL [7], Die Losung 
ist mittels der Fourierreihen, deren Koeffizienten die Funkt ionen des Behälter
durchmessers sind, durchgeführt. I n die Ergebnisse schliesst der Verfasser 
nur das erste Glied einzelner Reihen ein, wodurch er nicht die allgemeinen 
Randbedingungen an den Längsrändern erfüllen kann. In der Arbeit von 
G A L E E K I N [1] wird die Lösung des Spannungszustands des geteilten Zylinders 
mittels dreier unabhängiger harmonischer Funktionen angedeutet. 

In der vorliegenden Arbeit wurde bei der Lösung des geteilten, unendlich 
langen, dickwandigen Zylinders die Methode von H A M P L verwendet [4], 
welche für die dickwandigen geteilten Kugelschalen ausgearbeitet wurde. 
I n dieser Methode wurde, soweit ich es übersehen kann, zum ersten Male 
die sogenannte „homogene" Lösung verwendet, welche den unbelasteten 
krummen Zylinderwandungen entspricht und nur den durch Belastung der 
Längsränder herbeigeführten Spannungszustand bestimmt. I m Falle des 
geteilten Zylinders kann man diese Randbedingungen an den Längsrändern 
entweder mittels für die Umfangs- und Schubspannung vorgeschriebener 
Funktionen oder mittels der Radial- bzw. Umfangsverformungen ausdrücken. 

1. Die grundlegenden Verformungsbeziehungen und die Lösung des Problems 

Setzen wir einen geteilten Zylinder unendlich lang und bezüglich der Achse y 
symmetrisch belastet voraus (Abb. 1). Deuten wir ferner einen beliebigen 
Querschnitt durch den Behälter an und stellen daraus ein Einheitselement 
(Abb. 2) auf. Der Nullpunkt des Koordinatensystems wird in der Zylindermitte 
gewählt. 

• Der innere Zylinderdurchmesser wird mit 2a, der äussere mit 2b, der mittlere 
mit 2R = a + b bezeichnet. Die Zylinderdicke ist also b — a — 2h. Die ange
führte Berechnung gilt für beliebige ~h > 0. 

Auf die einzelnen Schnittflächen wirken die Normalspannungen rr, $§, zz 

und die Schubspannungen rfi, rz und dz. Der Zylinder ist unendlich lang, so dass 

der Spannungszustand des Behälters der ebene Spannungszustand ist; infol

gedessen ist rz = dz = 0. Es werden also keine Grössen von z abhängen und 

die Ableitungen einer beliebigen Funktion nach z werden gleich Null sein. 
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Die grundlegenden Deformationsverhältnisse des ebenen Spannungszustandes 
in den Polarkoordinaten sind mit folgenden Ausdrücken [6] gegeben: 

err = -fr , e » = 7 ¥ + 7 ' 

er = 
дu; 

cr r 
1 дur 

~ř~дů " 

Die räumliche Ausdehnung der Volumeneinheit 

1 9 , . , 1 du# 
A = err + eM = - *- (rur) + 

r дr r д& 

;i.i) 

(1.2) 

Abb. 2. 

und der Verdrehungswinkel des elementaren Volumens um die «-Achse 

du 1 \ d , . 3 w r l ,, A, 

« • « = » = 1 * (rua) - m • (1-3) 

Dabei sind die Spannungen mit den folgenden Ausdrücken [6] gegeben: 

rr — AA + 2juerr , r§ = ^ e ^ , 

Ä = AA + 2 ^ , 7z = AA . (1.4) 

Die statischen Gleichgewichtsgleichungen werden mit Bezug auf den ebenen 
Spannungszustand auf zwei Gleichungen reduziert, so dass — wenn keine Mas
senkräfte vorhanden sind — sich ergibt [6] 

» + « £ - î ? ђ 0 , 

/ . i o x - Ә A i o Ә c o z л 

(1.5) 

(1.6) 

Sind uns die Verformungen ur und w# bekannt, können wir bereits den 
Spannungszustand des Behälters bestimmen, da alle übrigen Grössen die 
Funktionen nur von diesen Verformungen sind. 
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Die Gleichung (1.6) wird identisch erfüllt, wenn 

A = r ^~- , OJS= — -r-r gilt , 1.7 
1 — v er d§ 

wo 0 eine bisher unbekannte, aber sonst beliebige Funktion der Veränderlichen 
r, § ist, welche zweimal differenziert werden kann. Durch Einsetzung in die 
Gleichung (1.5) ergibt sich 

d-@ i o0 i ?2d) A 

+ _ + = = 0 . 1.8 

Diese Gleichung hat bei einer symmetrischen Belastung die Lösung von der 
Form 

OD 

* = ^ i o + C2o lg ~ + y (Clar* + O2ar-) cos oc 0, (1.9) 
* = 1 

wo C l a , C2a die Integrationskonstanten darstellen. 

Jede harmonische Funkt ion kann man in der Form (1.9) ausdrücken, in der 
die unendliche Reihe einschliesslich aller zweiten Ableitungen in unserem 
Bereiche beinahe gleichmässig konvergiert, d. i. gleichmässig an jeder geschlos
senen Menge innerhalb eines zu definierenden Bereiches. 

Die Gleichung (1.3) kann nach Einführung der Gleichung (1.7) mittels einer 
neuen Funkt ion ^(r, $) identisch erfüllt werden, indem wir 

Ur = % + 2r0, ^ = 4 f § (1.10) 
schreiben. 

Setzt man diese Ausdrücke in die Gleichung (1.7) ein, ergibt sich mit der 
Gleichung (1.7) für die Funkt ion x folgende Beziehung 

1 d0 
A 2 X = ~ 4 0 - I - - r — . ( L H ) 

Wird auf die Gleichung (1.11) die Operation V2 angewandt, ergibt sich für % 
eine biharmonische Gl . V4^ — 0. Die Lösung der Gleichung (1.11) kann 
abermals in der Form 

X = âo + C40lg 1 - r-|(710 + [lg I - IJT^V)] ° 4 + 

- \^IV) [5^ c^3 + (3" 4r) °^r lg "ä] ~ c^r ~ c^1}cos § + 
+ 2 [C3«r« + 04 ar-* + ü l a C l a r«+ 2 + A2ctC2ar~«+*] cos oc$ (1.12) 

a=2 

geschrieben werden, wo 

Ä^ = -[l+Kx~i\rh' A~ = ~I1 ~4(T+y]n^ ist-
464 



Von der biharmonischen Funktion % einschliesslich aller zweiten Ableitungen 
kann man abermals beweisen, dass sie in unserem Bereiche beinahe konver
gent ist. * 

Mit Rücksicht auf die Beziehungen (1.7) und (1.10) kann man die Ausdrücke 
für die Spannungen (1.4) in folgender Form schreiben: 

jU 9r2 1 — v er 

—^- M = - \ - ^ + r ~ + 2cp\ , 
E [er2 er 

1 + v ~ ^ 9# 
2z __: r 

E i - v
f dr ' 

^*-£[4W+:*]-
Sind uns also die beiden Funktionen # und 0 einschliesslich der Integrations

konstanten bekannt, kann man die Spannungen und die Verformungen im 
beliebigen Punkte des offenen bzw. des geschlossenen, mit Bezug auf die 
Symmetrieebene (y) symmetrisch belasteten Behälters, bestimmen. 

Bei den geteilten Zylindern, wie z. B. bei den Gehäusedeckeln, Turbinen
gehäusen u. ä. werden darüber die Randbedingungen an den geradlinigen 
Rändern vorgeschrieben. In solchen Fällen verwendet man die sogennante 
„homogene" Lösung, mit der die vorgeschriebenen Bedingungen am gerad
linigen Rande erfüllt werden. 

Im allgemeinen kann man also schreiben 

0=-_0v + 0h u n d X = XV + XM (1-14) 

wo mit dem Index „p" die Partikularlösung, welche die Randbedingungen an 
den krummen Rändern erfüllt und mit dem Index „h" die „homogene" 
Lösung, mit dem wir den Einf luss der Längsränder respektieren und die krum
men Zylinderwände unbelastet lassen, bezeichnet werden. 

2. Die Partikularlösung 

Setzen wir voraus, dass man die Normalspannungen an der inneren bzw. 

an der äusseren Zylinderoberfläche rra und rrh in eine unendliche Reihe nach 

cos ad und die Schubspannungen ri)a und r&b in eine Reihe nach sin ad, wo 

x = 0, 1, 2, . . . , entwickeln kann. Dia Randbedingungen werden erfüllt, wenn 

für alle ex 
CO CO 

rra = 2 ^icc cos <x& , rrb = 2 ^ i« cos «# , 
a-0,1,2... «=0,i,2,„ 

OO CO 

»"-*«-= 2 2 l a _ s i n a # , rÖb = 2 232« sin <x# (2.1) 
«=0,1,2... «=0,1,2... 
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gelten wird. Die Koeffizienten der Entwicklung (2.1) bekommt man, wenn die 
Funktionen rra, r&a usw. innerhalb des Intervalls [O; # x ] beliebig, z. B. stetig 
ergänzt werden; dann gilt 

n n 

Stf__ =— — / rra cos <x& d§ , 25 l a = - I rrb cos oc§ d # , 
n J n J 

- JI - JI 

bzw. 

31-. = - / n ? a s i n ö t # d # , 23 2 a = - I r&bamx&d&. - f ŕ # в sin cxů dů, Ъы — - \ 

Setzen wir in die Gleichung (2.1) für rr und r§ die Ausdrücke (1.13), für &v 

und Xp die Beziehungen (1.9) bzw. (1.12) ein und vergleichen wir die Glieder 
mit gleichen Funktionen •&, bekommen wir für die Bestimmung der Konstan
ten Ca das folgende System von Lineargleichungen: 

für ix = 0 

L_ r l r - - +v oi 
2(1 - V) 20 a2 4 0 " j_7 4 l 0 ' 

1 1 1 + v 
C20 — T_ ^40 = ~ ~ Ü ~ ^10 (2-2) 2(1 - „) 20 62 " « E 

und für jedes weitere ganze cc 

CxJlaa« + O2a/2aa- + «(« - 1) O3aa-^ + oc(a - 1) O^a—- = - ± - 8 _ , 

^ / i > + . . . = ^ 2 3 l a , 

Cic, i.a- + C 2 ^ 2 a ^ + * (* - 1) C3aa*~2 + «(« + 1) O4aa—2 = i ± ^ 3I2a , 

Cla(7la&« + . . . = ^ ^ 2 . , 

(2,3) 

wo für oc = 1 ' 

1 , 3 + 2v 1 — 2V 

/11 — í/11 — ^n „,\ ' !2i o/i 1 „.. ' ^21 — 0/1 rr 1S^ 

und fiir OÍ — 2, 3, . . . 

4(1 - V) ' / a i 2(1 + .>) ' ^21 " 2(1 - v) 

І _ (2 ~ gО __ / _ _ (2 + _І£L 
I ы ' 4(1 - v) ' h a 4(1 - v ) ' 

__ = ~ ø*. = i^т_ľT) i s t • 
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Für jedes oc bestimmen wir aus diesen Gleichungen vier Integrationskonstanten 
Cia, C20L, C3a und Cia. Soweit oc eine ganze Zahl ist und soweit oc > 1 ist, ist 
die Determinante des Gleichungssystems (2.3) Da + 0, so dass die Konstanten 
Ca eindeuting bestimmt sind. Der Fall ex = 1 ist getrennt zu untersuchen. 

Durch Einsetzen von oc — 1 in die Gl. (2.3) bekommt man vier inhomogene 
Lineargleichungen mit drei Unbekannten, denn die Konstante Cn, multipli
ziert mit dem Ausdruck (oc — 1), fällt aus. Dieses System muss nicht allgemein 
lösbar sein. Um diese Schwierigkeiten zu beseitigen, führen wir für oc — 1 
eine neue biharmonische Funkt ion ein, welche der homogenen Gleichung (1.11) 
entspricht. Eine solche Funkt ion bildet z. B. 

£ — Onr lg - cos d• — -& sin § . (2.4) 

Es kann bewiesen werden, dass in diesem Falle (oc — 1) die Determinante 
des Systems der Gleichungen (2.3) D1 von Null verschiedenen ist und die 
Funkt ion (2.4) der Gl. (1.1) entspricht. 

'Die Spannungszustände und die Deformationen eines dickwandigen, ge
schlossenen bzw. geteilten und an den krummen Wandungen durch Tladial-
und Schubspannung (mit Bezug auf die ^/-Achse symmetrisch) belasteten 

Zyliriders, werden also mit folgenden Ausdrücken gegeben Ig — — I 

1 + ! " > - C20 í |>, 3 - 2 , . "1 1 

+ 2CilQ-j cos * + JT [ij^y ^ ~ 4^-4) ^ ^ + 

+ (* ~ l ) C 3 a ^ - 2 + (* + -) C t e e — 2 J cos cxŮ , 

1 + v — 1 ír — 1 — 2v 1 

- í - ** = SÍT—- °- + c»e"2 +1[- c» + žTT^j C-J ̂  + 
CnQ~2CilQ-jcosů+ ^ ^ [ 4 ( 1 - ! ) ° ^ ' " 4(1 _ V) 

2 — 
4(1 

1 + г> 

3 ~ C ^ - - (* ~ 1) C3a^a"2 - (* + 1) C^e?—2] c°s *# , 

= T ^ \c20 + 2 a (° i^ a ~ G**e~")cos a * ' 
v L «=1,2,„. J 

L1 

Л = l , 2 , „ . 
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^TT r§ = {[- c» + üV^j c«] ^ + iö+I) °~* + *°«'4si" » + 
CO 

+Ä 2 * [MI—) c^a - i ( i^ i ) ^ ~ " " <" - x> ̂ *~2 + 

+ (* + l ) 0 4 a c . - a - 2 J s i n ^ . (2.5) 

Mit ähnlichen Ausdrücken kann man auch die Verschiebungen in der 
Radial- und Umfangsrichtung ausdrücken: 

I 1 — 2v 
ur = R r 2(1 - v) 

c2„e + OMJ- 1 + [(lg ~ + i) cos # - # sin 01 c n + 

1 - <3 -4*> "8 ä w=T} + s ^ c-e2 - °ue'2+c4cos * + 

+ «C^t?""1 — a0 4 a p- a ' 1 j cos ix& , 

~ M„ = - [/lg £ + l) sin 0 + 0 cos 0J G+ +_ 

+{!+-;:) * t • ° ~ + s ( + ^ °^2 - c « ^ -°«} s in *+ 

+ j > [-Ti ('+ ^ ) c^+1 + T ^ f1 ^ i j r h j ) 0 - ^ + 

- C W " 1 - Ctoß-«-11 sin *# . (2.6) 

Diese Lösung drückt wesentlich den Spannungszustand und die Verformun
gen der an krummen Zylinderwänden symmetrisch belasteten Kreiszylinder
schale in Bezug auf die Y-Achse (Abb. 1) aus. Von diesen Lösungen kann 
abermals der Beweis gebracht werden, dass sie in unserem Bereiche beinahe 
gleich massig konvergent verlaufen und dass die Spannungen die Gleich
gewichts- und Kompatibilitätsgleichungen erfüllen. 

Aus den obenerwähnten Ausdrücken sind die Konstanten Cxo und C30 

verschwunden. Aber wir können uns aus den Ausdrücken ur, u&, erö leicht 
überzeugen, dass die Konstanten C10 und C3I) auch in diesen Ausdrücken 
nicht vorkommen, so dass wir C10 = Czo = 0 setzen können. 
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3. Die „homogene" Lösung 

Es ist klar, dass mittels der bisherigen Lösungen, die wir in der Form von 
trigonometrischen Reihen mit den Argumenten oc&(oc = 0, 1, 2, ...) annahmen, 
allgemeine Bedingungen an den geradlinigen Rändern nicht erfüllt werden 
können. Dazu muss man zu den bisherigen Partikular Lösungen noch eine 
„homogene" Lösung, aus welcher für die Spannungen auf den gekrümmten 
Wänden sich der Wert Null ergäbe, hinzufügen. Das kann dadurch erzielt 
werden, dass wir für oc einen solchen Wert wählen, für den die Determinante 
des System (2.3), das ist 

fiaa
a, U«a~a, aa~\ a~ 

haba, . . . 

Яга.аа, ЯгоР<~а, aa~\ a~ 

Я2аЪ~, ••• 

= 0 (3.1) 

gleich Null ist. 
Nach einfacher Umformung bekommen wir für oc folgende transzendente 

Gleichung f _ ß_a 

r tL__ — + oc * (3 2) 
ß - ß-i * " • {ö' } 

Die Wurzeln der transzendenten Gl. (3.2) sind die einerseits reellen, anderer
seits komplexen Zahlen. Von den reellen Wurzeln existieren oc = 0 und oc — 
= + 1. Ausser diesen existiert die reelle Wurzel in der Nähe von Eins. Man 
kann leicht beweisen, dass der reele und der imaginäre Teil die Gleichung (1,11) 
erfüllen wird, falls oc in der Gl. (1,12) eine komplexe Zahl ist. 

Es gibt unendlich viele komplexe Wurzeln der Gl. (3.2), was deutlich der 
unendlichen Zahl von Randbedingungen an den Längsrändern des dickwan
digen Zylinders entspricht. Die Berechnung dieser Wurzeln wird im Nachtrag 
angeführt. 

Die ersten fünf komplexen Wurzeln sind, numerisch bestimmt und die weiteren 
Wurzeln können wir mit ausreichender Genauigkeit in asymptotischer Form 
(m = 2, 3, . . .) ausdrücken [9] 

1 

Ҹß 

wo 

%гm = 1 + 

l\ 2nm 

2Jm + lgTŠJ{lí 

m L 

î-i) + lÃ-hą 
l + * 2лmZ< 2m J 

(3.3) 

-Ю^H ist 

Einen ähnlichen Ausdruck kann man auch für die Wurzeln öc^^ ableiten 

^ í ł т n — 1 
lg/5 

2m 
2nm 

ni + lg - г ^ (ß - ß'1) 
ЧЧm-X 

i 

2лmZ*m. 

, (3-4). 
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wo 

-—i-it+^Stf-H-*-
In der folgenden Tafel werden die komplexen Wurzeln des ersten Quadranten 

der Ebene et angegeben, die numerisch bis auf das Glied e2 e — ^-~^r~7i 1 
\ 2 lg ß ) 

bestimmt und der absoluten Grösse gemäss beziffert wurden. Der negativen 
rechten Seite der transzendenten Gl. (3.2) entsprechende Wurzeln werden 
durch a* gekennzeichnet. 

S "•""Òř' 
1 , £x* = 2,2507 + i 4,2124 + (1,0866 - г 0,2031) є - (0,5433 - i 0,1016) є2 

2 fa = 2,7687 + i 7,4977 + (1,0374 - i 0,1225) є - (0,5187 - i 0,0613) є2 

3 £3* = 3,1031 + * 10,7125 + (1,0216 - •' 0,0883) є - (0,5108 - І 0,0441) є2 

4 £4 = 3,3522 + i 13,8999 + (1,0142 - i 0,0691) є - (0,5071 - i 0,0345) є2 

5 £5* =-- 3,5511 + ѓ 17,0734 + (1,0102 - i 0,0568) є - (0,5051 - i 0,0285) є2 

Mit Hilfe der transzendenten Wurzeln kann man solche Lösungen unserer 
Gl. (1,11) konstruieren, welche die Bedingungen an den krummen Zylinder
wandlungen erfüllen und dabei eine ausreichende Zahl freier Konstanten 
enthalten. Wie aus der Aufgabe folgt, entspricht den reellen Wurzeln <x = 0 
und x — 1 der Spannungszustand eines krummen, dicken, am Rande durch 
den Biegungsmoment bzw. durch die Schubkraft belasteten Stabes. I m Falle 
der komplexen Wurzeln bleibt es noch übrig die einzelnen Konstanten C'as der 
homogenen Lösung zu bestimmen. Diese Konstanten werden aus den Rand
bedingungen (2.3) berechnet, wobei die rechten Seiten dieser Gleichungen gleich 
Null gesetzt werden, denn die krummlinigen Ränder sind unbelastet. Die 
Determinante dieses Systems der Lineargleichungen ist gleich Null, so dass 
eine Konstante unbestimmt bleibt. Diese Konstante 'sei Cla. Nach der Verein
fachung weiterer Berechnungen setzen wir sie in folgender Form voraus: 

_ 4(1 - ,).(/?«--- _ 1) _^ 

c l a s - a p K (c s -*Lg, 
wo das positive bzw. negative Vorzeichen den Wurzeln der transzendenten 
Gleichung mit der positiven bzw. der negativen rechten Seite entspricht. 
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Die Konstanten Cs und Ds werden aus den Randbedingungen in einer im 
voraus erwählten Zahl der Punkte des geradlinigen Randes eines geteilten 
Zylinders bestimmt. 

Die resultierenden Beziehungen für die Spannungen und Verformungen 
der „homogenen" Lösung kann man also in folgender Form ausdrücken 

* = Ř > Єi = R>Є* = B : 

1 +v a-4-hf^å-^H E 

+cÅЉ-^-Љ-h^ 
+ 2 {O. ~ H>s) [ ( l + | J {ß*Г* ± 1) Qa* ± ( l - ~J (ß-*П ± 1) QІ«SQ-«S -

- (ßa'+1 ± i) e!e"2+a« - (ß~a+1 ± i) eî".eîe"в«-8J c o s MJ> (3-5) 

+ 2 (C. - *0,) [ ( | - ì) (/к-i ± ì) Q«* - (ì + | ) oî-т- ± ì) řЧe-«, + 

+ (č a * + 1 ± 1) Єi2Є"2+a* + (ß~a> ± 1) ЄІ aЄiЄ"^" 2J cos л ů\ , (3.6) 

л r * - «• Þ» Ьт7i - <" + ІГÄ Hsin * + 
n 

+ 2 {O. - iD.) [(ß^ ± 1) e«, - Г V 1 ± 1) efЛe"a. -
. = 1.2,,.. 

- (ßa'+1 ± 1) eïeя-~a + (ß~aГ* ± 1) ЄІa'Єľe_a«~2] sin лĄ , (3.7) 

—-r — e"1 cos$ + 
1 ±v~ 

+ 2 (Cs ~ iҖ) ̂  [(ß^ ± 1) Q«. ~ (ß^Г1 ± 1) QІ«.Q-«.] coв aA] } (Z.S) 
. = 1,2,... Ä s JJ 
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bzw. die Verformungen 

+ (i - 2*0 Q lgfj + c u | i + 2(rf _̂ rf) [(i - 4_) e- - rfejß-»] -
n 

_ (1 _ 2„) lg gl cos 0 - C u 2(1 ~v)& sin 0 + ^ (Cs - ü>.) • 
1 S=l,2,.„ 

ir2(i_-__, _ i ^ i i i e « . , + r, + _ _ ! _ ] _ _ t j el«.e-,_ + 
[L «, J ÖCS + 1 L « . J <** — i 

Ä« +1 i i ß-« +i _i_ i 1 "1 

~ ui} = % [2O10(i - v) Q& + On | 2 ( _̂ _S) [(5 - 4.) g- - riefe-"] + 

n 

+ (1 - 27-) lg gl sin 0 — 2OU(1 - .) 0 cos # + _> (C- - iZ)s) • 
' s=l ,2 ,„ . 

. { [ , + i _ _ i *_±_ e,«+r, _ _ _ _ ] _ _ ± i eS,e-,« __ 
IL «. J «s + 1 L <*s J <*_ — i 

- | £ _ _ ) ei .*-- ~ g £ ^ _ V _ - V * } - " .* " C - n # ] , (3.10) 

wobei das erste vom Winkel _• unabhängige Glied in den obenerwähnten 
Ausdrücken der Wurzel oc = 0, das zweite mit cos _* bzw. mit sin _* der Wurzel 
ix = 1 entspricht. Die Konstante (7 bedeutet die Verschiebung des Behälters 
als Ganzen. 

Es stellt sich heraus, dass man bei der Anwendung einer kleinen Anzahl 
von Summanden in der Klammer (3,5)—=(3,10) die Randbedingungen in den 
gewöhnlichen Fäller mit ausreichender Genauigkeit erfüllen kann. Für die 
Lösung wird nur der reele Teil der obenerwähnten Ausdrücke in Betracht 
genommen. 

Wie aus der näheren Untersuchung hervorgeht, nehmen die komplexen 
Lösungen mit zunehmendem Abstand von dem geradlinigen Rande bedeutend 

ab. Die Dämpfung kann man mit dem Exponentialausdruck e 3ß 

y 
ausdrücken, in dem ~— den imaginären Teil der Wurzel oc bedeutet. Da das 

y 
Verhältnis ^—- z. B. bei den laufenden Typen von Dampfturbinengehäusen 

2_6 ist, kann man diese Lösung bloss als eine lokale Lösung betrachten. Es 
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folgt daraus gleichzeitig, dass die in komplexer Form (3.9), (3.10) ausgedrückten 
Verformungen auf die Verformungen des anschliessenden Elements, z. B. 
des Flansches, empfindlich sind. Mit dem Festigkeitspiöblem Flansch-Zylinder 
wollen wir uns später befassen. 

Durch ähnliches Verfahren wird von P . F . PAPKOVIÖ [10] das biharmoni
sche Problem an einem Rechteck oder Kreissektor gelöst. G. A. GBXNBERG [10] 
hat diese Probleme theoretisch weitergeleitet. In diesen Arbeiten löst man aber 
das homogene Problem des Spannungszustands für den Fall, in dem die Null
spannungen an den geradlinigen Seiten auftreten, indem die angenäherten 
Spannungen sich an den krummen Sektorswandungen befinden. In vorliegen
der Arbeit wird ein entgegengesetztes Verfahren gewählt und zwar so, dass man 
das Problem mit den Nullspannungen an den krummen Sektorwandungen 
löst. Diese Methode ist bei der praktischen Anwendung von Besonderen 
Vorteil, da darin grösstenteils die geteilten Zylinder, deren Länge die dicke 
überschreitet, in Betracht kommen. In diesem Falle ist das in dieser Arbeit 
angedeutete Verfahren auch mit Rücksicht darauf geeigneter, da die Part i
kularlösung, welche die Spannungen an den krummen Sektorswandungen 
annuliert, sehr einfach ist. Wir haben den praktischen Vorgang dieser Lösung 
in unserer Arbeit angedeutet. Es erscheint als wahrscheinlich, dass man mit 
ähnlichen Methoden, die Grinberg angewandt hat, auch in unserem Falle 
vorgehen könnte. Diese Frage wurde von uns nicht gelöst, da die Konvergenz 
in dem von Grinberg vorgeschlagenen Verfahren zu langvierig ist und es 
praktisch geeigneter erscheint die lineare Kombination so zu wählen, dass 
die Randbedingungen in einigen Punkten an den erwogenen Seiten erfüllt 
seien. 

4. Bestimmung der komplexen Wurzeln der transzendenten Gl. (3.2) 

Führen wir die Gleichung (3.2) auf folgende Form über: 

ß _ ß-i 
Binh f = ± P 2 - X - f , (4.1) 

wo 
£ =- <% l g ß i s t . 

In der Praxis treffen wir oft die Behälter, deren ß — - sich im Interwalle 
a 

1,1 — 2 beweet. In diesem Falle ist das Verhältnis -—r^~x- im Intervalle 
21g/5 

(1,0016 — 1,082), also unterscheidet sich wenig von der Eins. Zwecks der 
Vereinfachung werden wir im weiteren voraussetzen, dass die Bruchzahl 
ß — ß - 1 

~ 1 ist. Dann gilt, dass 2 lg / ) 
sinh Š = ± £ i s t , (4.2) 
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fs — x + ii/ sei eine bestimmte komplexe Wurzel (der Index „ s " bedeutet 

die laufenden Nummern der einzelnen Wurzeln). Dann bilden die Lösung auch 

die Wurzeln 

und mit ihnen die komplex verbundene 

| , = X — iy bzw. £ — — (« + %) . 

Eine von diesen vier komplexen Wurzeln liegt immer im ersten Quadranten 
der Ebene oc. Es wird bewiesen, dass in jedem Gebiet (k — 1 ,2, . . . ) 2(k — 1) n< 

< y < - + 2(k — 1) n bzw. n + 2(k — 1) n < y < - n + 2(& — 1) n eine 
_ _ 

komplexe Wurzel existiert. 
Zerlegen wir die Gl. (4.1) auf ihren reellen und imaginären Teil und bilden 

das Verhältnis linker und rechter Seiten von den auf diese Weise gebildeten 
Gleichungen; dann ergibt sich 

t g h z __ tgjy 
x y 

Bezeichnen wir weiter 

«*) = * £ , , M - & Ü . 

Die Funktion /(«) hat für x > 0 einen monotonfallenden Verlauf. Ähnlich 

ist auch die Funktion g(y) im Interwalle — + 2(k — 1) n; — n + 2(& — 1) n\ 

bzw. I — jr + 2(k — 1) TE; — n + 2(& — 1) n I eine monotonwachsende Funktion 

(Abb. 3). 

Für x > 0 ist f(x) > 0; daraus folgt, damit auch g(y) > 0 ist, d. h. der imagi

näre Teil der Wurzel y muss im Intervalle 2(k — 1) n\ — + 2(fc — 1) n\ bzw. 

L i + 2(Ä;— 1) n;, — JE + 2(Ä;— 1)JT liegen. Da f(x) eine fallende und g(y) 

eine wachsende Funkt ion ist, ergibt sich, dass in jedem der Intervalle 

2(k — 1) n; | + 2(k — 1) n\ bzw. \n-\-2(k—l)n;~n + 2(k— l).n eben 

nur eine einzige Wurzel existiert. 
ß _ «-1 

Wie bereits gesagt, ist das Verhältnis ' . ••-0— sehr nahe der Eins. Be-2 lg ß 
zeichnen wir den Unterschied 

_ _ V _ i _ . . 
21g/* 

/ 
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für ß _• 2 ist e = 0,082. Schreiben wir die Gleichung (4.1) in der Form 

sinh £, = ± (1 + c) f, . (4.3) 

Setzen wir die Wurzel fs in der Form einer Potenzreihe 

5, = $9m + £.e+ £.* + ... (4-4) 

Г*// 

Abb. з. 

voraus. Durch Rückeinsetzung in die Gl. (4.1) und Entwicklung in eine Potenz 
reihe sowie durch den Vergleich der Glieder mit den gleichen Potenzen s 
bekommen wir 

^=± Ł. 
cosh |„ + 1 ' 

ЬS2 f; Г.-ìы.] usw., 

wobei das positive bzw. das negative Vorzeichen der positiven bzw. der nega

tiven rechten Seite der Gl. (4.1) entspricht. 

Es ist möglich die Wurzeln £4, | 5 usw. in einer asymptotischen Form aus
zudrücken. Es ist klar, dass die linke Seite von der gegebenen transzendenten 
Gleichung eine periodische Funkt ion mit der Periode 2ni ist; man kann also 
die erste Annäherung der gesuchten Wurzel z, B. in folgender Form (m .=-
= 2, 3, . . .) schreiben (2m = s): 

$2m = 2nmi + ]g ^Ęj (ß - /И) j + y2n Ig ß , (4.5) 

wo y2m eine bisher unbekannte Funktion des Verhältnisses ß = - und der 
(i 

Reihenfolge s bildet. Setzen wir in die Gl. (4.1) für £2m den Ausdruck (4.5) 

475 



ein und vernachlässigen wir das Glied e~f^m der Eins gegenüber, bekommen wir 

evuizß _ i _ _ L i„ _ _ _ ( * _ r x ) _ iISüM . 
" 4nm g lg ß W"" ' ; 2nm 

Logarithmieren wir diese Gleichung und entwickeln wir den Logarithmus 
der rechten Seite in eine Potenzreihe nach y, wobei in der Entwicklung nur 
das erste Glied belassen wird; auf diese Weise ergibt sich, das 

''- = iiI7 ~r (4-b) 

2лmZ2m 

wo 

* :-= i+Ät-! j«!7 j / '-H- t-
Derselbe Vorgang gilt auch für die negative Seite der GL (4.1 
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S o u h r n 

T E O R E T I C K É Ř E Š E N Í T L U S T O S T Ě N N É D Ě L E N É VÁLCOVÉ 
S K O Ř E P I N Y 

JAROSLAV VALENTA 

(Došlo dne 27. března 1958.) 

V práci je řešena napjatost válcové výseče, symetricky zatížené vzhledem 
ke své rovině symetrie. Řešení problému spočívá v nalezení harmonické 
funkce 0 a biharmonické funkce %, které hoví statickým rovnicím rovnováhy 
a rovnicím kompatibility. Funkce 0 a % jsou obecně dány Fourierovou řadou 
s argumenty ve tvaru oců. Předpokládáme-li, že normálná napětí na vnitřním, 
resp. vnějším povrchu válce lze rozvinout ve Fourierovu řadu, pak ke splnění 
těchto okrajových podmínek dostaneme pro každé celé oc systém čtyř lineár
ních rovnic. 

Na podélných krajích mohou být předepsána bud napětí nebo radiální 
a obvodová deformace. K splnění těchto podmínek použijeme tzv. „homogen
ního" řešení, které je nezávislé na zatížení křivých stěn nádoby. J inými slovy 
to znamená, že index oc musí být takový, aby napětí na vnitřním resp. vnějším 
poloměru vymizelo. Z této podmínky dostaneme pro index oc transcendentní 
rovnici, jejíž kořeny jsou reálné a komplexní. Komplexních kořenů je nekoneč
ně mnoho, což zřejmě odpovídá i nekonečnému počtu okrajových podmínek 
n a podélných krajích válce, na rozdíl od tenkostěnné skořepiny. 

Р е з ю м е 

Т Е О Р Е Т И Ч Е С К О Е Р Е Ш Е Н И Е ЧАСТИ ТОЛСТОСТЕННОГО 

Ц И Л И Н Д Р А 

ЯРОСЛАВ ВАЛЕНТА ^агоз1ау У&Хегйа) 

(Поступило в редакцию 27/1П 1958 г.) 

В работе дается расчет части цилиндрической оболочки, ограниченной 

двумя концентрическими круговыми цилиндрами и двумя плоскостями, 

проходящими через ось цилиндра, с нагрузкой симметрически распределен

ной по отношению к плоскости симметрии оболочки. Решение проблемы 

сводится к нахождению гармонической функции Ф и бигармонической 

функции %, которые удовлетворяют статическим уравнениям равновесия 
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и уравнениям совместности. Функции Ф и % в общем всегда даются рядами 
фурье с аргументами вида а§. В предположении, что нормальные напря
жения на внутренней и наружной поверхности цилиндра можно пред
ставить рядом фурье, можно удовлетворить заданным краевым условиям 
решением системы четырех линейных уравнений для каждого целого а. 

На продольных краях цилиндра условия могут быть заданы либо в на
пряжениях, либо в радиальных и окружных перемещениях. Для удовле
творения этим условиям можно "применить так наз. однородное решение, 
которое не зависит от условий на цилиндрических поверхностях оболочки. 
Это означает, что индекс а должен быть таким, чтобы напряжения на вну
треннем и наружном радиусе равнялись нулю. Из этого условия полу
чается трансцендентное уравнение для индекса а, имеющее вещественные 
и комплексные корни. Комплексных корней содержится бесконечное ко
личество, что, очевидно, соответствует — в отличие от тонкостенной обо
лочки — бесконечному числу краевых условий на продольных краях ци
линдра. 
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