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SVAZEK 4 (1959) APLI KAC E MATE M Á T I KY ČÍSLO 5 

B E R E C H N U N G D E R POTENTIALSTRÖMUNG 
F Ü R E I N E B E N E S SPALT-SCHAUFELGITTER 

FßANTISEK SLBPICKA D T : ^ J ^ f f 
(Eingegangen am 1. October 1958.) 

In dieser Arbeit wird die Berechnung der Potentialströmung für 
ein ebenes Spalt-Schaufelgitter (mit Schaufeln vernachlässigbarer 
Dicke) angegeben, ergänzt durch einige numerische Anwendungs
beispiele (Platten-Doppeldecker, Spaltflügel nach Caplygin, Spalt-
Schaufelgitter nach K. Fiekert). Die Berechnung wird nach dem 
Singularitäten verfahren vorgenommen und zur Vereinfachung des 
Rechenaufwandes werden neue Näherungsformeln zur Ermit
telung der induzierten Geschwindigkeit abgeleitet. 

1. E I N L E I T U N G 

Das Spalt-Schaufelgitter ist der Sonderfall eines Gitters, bei welchem auf 
konstruktiv einfache Weise eine Beeinflussung der Grenzschicht auf der 
Schaufeloberfläche erreicht wird. Das Gitter wird von Schaufeln gebildet, 
welche aus zwei gegeneinander verschobenen selbständigen Teilschaufeln 
bestehen, derart, dass zwischen den Hinterkanten der vorderen Teilschaufeln 
und den Vorderkanten der hinteren Teilschaufeln Spalte gebildet sind, durch 
welche unter der Wirkung der Druckdifferenz zwischen den Über- und 
Unterdruckseiten der Schaufel ein Teil dos Arboitsmediums hindurchströmt. 

Das Prinzip ist an und für sich schon eine Reihe von Jahren bekannt, denn 
schon in den Zwanzigerjahren benutzten Lachmann und Handley-Page den 
Spaltflügel als neues Konstruktionselement im Flugzeugbau. I n einer Reihe 
von Arbeiten überwiegend experimentellen Charakters, welche an diesen ersten 
Versuch anknüpften, wurde bewiesen, dass ein isolierter Spaltflügel ein hervor
ragendes Mittel zur Erhöhung des Auftriebes von Flugzeugflügeln ist und seine 
praktische Aplikation im Flugzeugbau fand ein weites Anwendungsgebiet. 

Erfahrungsgemäss ist es wohlbekannt, dass eine Reihe neuer Erkenntnisse, 
welche vom Flugzeugbau übernommen wurden, ebenso erfolgreich beim Bau 
von Sehaufelmaschinen zur Anwendung kamen (als eines von vielen Beispielen 
können wir hier die Tragflügel-Theorie anführen, welche wesentlich zur Er-
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höhung des Wirkungsgrades von Axialkompressoren beitrug). Genauso ge
langte man auch in diesem Fall, geleitet vom Bestreben nach einer Ausnutz -
hing der günstigen aerodynamischen Eigenschaften von Spaltflügeln zur 
Konstruktion von Spalt-Schaufelgittern. 

Das Problem einer geeigneten Form von Spalt-Schaufelgittern und ihrer 
praktischen Anwendung in der Konstruktion von Schaufelmaschinen ist vor
läufig völlig im Anfangsstadium. In der Literarur gibt es selten Arbeiten, die 
sich mit diesem Problem beschäftigen und das überwiegend auf experimentelle 
Weise. (Siehe [11], [25], [33]); in theoretischer Hinsicht wurde bisher der Frage 
der Spaltgitter nicht die nötige Aufmerksamkeit gewidmet. 

Beim gegenwertigen Stand der Grenzschichttheorie kann aber zur erfolg
reichen Lösung des Problems der Spalt-Schaufelgitter sehr wesentlich auch 
seine theoretische Behandlung beitragen. Aus der Analogie mit den üblichen 
einfachen Schaufelgittern geht hervor, dass die Grundlage für solche theo
retische Behandlungen die Umströmung des Gitters für den idealisierten Fall 
der Potentialströmung einer reibungslosen inkompressiblen Flüssigkeit sein 
wird. 

Die Aufgabe der vorliegenden Arbeit ist es nun eine geeignete Methode zur 
derartigen theoretischen Berechnung abzuleiten und ihre Anwendung an einigen 
konkreten Beispielen anschaulich anzuführen. 

Das Spalt-Schaufelgitter hat gegenüber den einfachen Gittern eine wesentlich 
kompliziertere Gestalt, was selbstverständlich zur Folge hat , dass auch die 
abgeleitete« Berechnungsmethode und die eigentliche numerische Auswertung 
komplizierter sein werden und einen grösseren Arbeitsaufwand erfordern. Zur 
Erleichterung des Rechen Verfahrens beschränken wir uns deshalb auf ein 
Gitter, das von dünnen (Blech-) Schaufeln gebildet wird. 

2. METHODEN ZUR BERECHNUNG D E R POTENTIALSTRÖMUNG 
UM E I N SCHAUFELGITTER 

Zur Lösung der Aufgabe die Strömung um ein Schaufelgitter zu berechnen 
ist es grundsätzlich möglich entweder die Methode der konformen Abbildung 
oder das Singularitätenverfahren heranzuziehen. 

I m Wesentlichen kommt es bei der Methode der konformen Abbildung 
darauf an eine Abbildungsfunktion zu finden, welche die Strömung um 
ein gegebenes Gitter auf die Strömung um ein Standardprofil oder einen 
Kreiszylinder transformiert, dessen Strömungsfeld sich eindeutig bestimmen 
lässt. Durch inverse Transformation dieses Strömungsfeldes bestimmen wir 
die gesuchten aerodynamischen Beiwerte für das ursprüngliche Gitter. 

Für dünne Schaufelprofile ist es jedoch wesentlich vorteilhafter die zweite 
mögliche Lösungsart zu benutzen, nämlich das Singularitätenverfahren. Diese 
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Methode war ursprünglich für die Lösung isolierter Profile von W. BIRNBAUM 
[6], H. GLAUERT [13], F . R I E G E L S [24] und H. J . ALLEN [3] ausgearbeitet 

worden; später wurde sie jedoch auch auf die Lösung der Schaufelgitter ange
wandt (siehe A. BETZ [5], M. SCHILHANSL [31], J . A C K E R E T [2], W. H. ISAY 

[17], V. L I E B L E I N [21], R. A. SPURR [35] H. J . A L L E N [3], J . POLASEK [23], 

N. SCHOLZ [29], [30]). Eine sehr eingehende Beschreibung der Lösung, ergänzt 
durch eine Reihe praktischer Berechnungen und Zahlentafeln, findet man in 
der Arbeit von H. SCHLICH

TUNG [26]. 

Bei dieser Art der Berech
nung ersetzen wir die ein
zelnen Schaufeln durch eine 
Wirbelverteilung (bei Be
rücksichtigung der Schau
feldicke auch durch Quell-
Senken Verteilungen) mit 
veränderlicher Zirkulations-
dichte y(s). Die gesuchte 
Strömung erhalten wir dann 
durch Superposition eines 
überlagerten Strömungsfel
des der Translationsge
schwindigkeit w^ und des 
Feldes der von den Wirbel -
fäden induzierten Geschwindigkeiten. Da wir unter dem Begriff Schaufel
gitter ein gerades Gitter mit einer unbegrenzten Anzahl von Schaufeln 
unendlicher Länge verstehen, so hat das resultierende Strömungsfeld des 
Gitters ebenen Charakter und die Lösung können wir daher für einen beliebi
gen ebenen Schnitt durchführen, der senkrecht zu den Oberflächengeraden der 
Schaufeln liegt. Bezeichnen wir nun in einem rechtwinkligen Koordinaten
system des betrachteten ebenen Schnittes (siehe Abb. 1) die Komponenten der 
Translationsgeschwindigkeit uw und v^ und analog die Komponenten der 
induzierten Geschwindigkeiten uy und vy, so können wir für einen beliebigen 
Punk t x, f(x) des Profils die kinematische Bedingung 

Abb. 1. 

У uæ + u. 1) 
schreiben. 

Die kinematische Bedingung drückt die Tatsache aus, dass die Richtung 
der resultierenden Strömungsgeschwindigkeit in einem beliebigem Punkte auf 
dem Profil identisch ist mit der Richtung der Profiltangente. Die Beziehung (1) 
ist nach Einsetzen der Ausdrücke für die Komponenten der induzierten Ge
schwindigkeit die Bestimmungsgleichung zur Berechnung der Zirkulationsvor-
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teilung, deren Kenntnis uns die Berechnung aller weiteren aerodynamischen 
Parameter ermöglicht. 

Zur Erleichterung der numerischen Berechnung wurden von den früher 
genannten Autoren folgende Vereinfachungen eingeführt: 

1. Für Profile massiger Wölbung (f/l < 0,15) kann man die Singularitäten
verteilung auf die Schaufel sehne s ta t t auf die Schaufeln selbst anbringen. 
(Siehe z. B. [26], S. 7.) (Für grössere Wölbungen wurde eine Methode ausge
arbeitet, welche die Singularitätenverteilung auf Kreisbögen betrachtet , 
siehe [23].) 

2. Die Singularitätenverteilung wird am häufigsten in der Form von Glauert-
sclieii trigonometrischen Reihen mit freien Koeffizienten angesetzt. 

3. Zur Vereinfachung des Rechenverfahrens werden gewöhnlich nur drei 
Glieder der trigonometrischen Reihe betrachtet und die kinematische Bedin-

... gung wird für eine gleiche Anzahl von diskreten Punkten (Aufpunkten) auf dem 
Profil ausgedrückt, deren Lage wir nach dem sogenannten Drei viertelt heorem 
(siehe H. Schlichting [26], S. 10) wählen. 

Ein Vorteil dieses hier kurz beschriebenen Singularitätenverfahrens ist es, 
dass die allgemeinen Lösungsgrundsätze für eine beliebige geometrische 
Anordnung des Gitters in Geltung bleiben. Deshalb haben wir dieses Verfahren 
zur Berechnung der Potentialströmung um ein Spalt-Schaufelgitter gewählt. 

3. DTE BERECHNUNG D E R POTENTIALSTRÖMUNG 
UM E I N SPALT-SCHAUEELGITTER 

NACH DEM SINGULARITÄTENVERFAHREN 

In Abb. 2 ist schematisch übliche Anordnung eines Spaltgitters aufge
zeichnet, dessen Schaufeln aus zwei Teilschaufeln bestehen. 

Das Schaufelgitter ist durch folgende geometrische Parameter bestimmt: 
Durch die Teilung t, die Sehnenlängen 
lt, l2) die Anstellwinkel der Teilschau
fel Al5 A2, die Spaltparameter xh ys und 
durch die Form der Teilschaufeln, 
welche durch die Gleichungen xy = 
= fd%), 2y ~ fkzx) definiert werden. 

In Übereinstimmung mit dem Singu
laritäten verfahren ersetzen wir die ein
zelnen Schaufeln durch Wirbelfäden, 
deren ZirkulationsVerteilung wir bei 
der vorderen Teilschaufel reihe mit yx 

und bei der hinteren analog mit y2 be-

A b b 2. zeichnen. Ähnlich wie im Fall einer 
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einfachen Schaufel (siehe Absatz 2) werden wir die ZirkulationsVerteilung 
entlang der Sehnen der einzelnen Teilschaufeln voraussetzen. Diese übli
che Vereinfachung wird in unserem Fall noch durch folgende Gründe 
gestützt: Spaltschaufeln lassen sich mit Vorteil nur für Gitter von Kom
pressorcharakter verwenden, die nur durch eine verhältnismässig kleine 
Wölbung der Profile gekennzeichnet sind. Durch die Zerlegung auf Teil-
schaufelreihen wird die Schaufelwölbung noch weiter verringert. Fü r alle 
praktischen Fälle von Spaltgittern 
lässt sich daher die Bedingung er
füllen, dass die maximale verhältnis
mässige Wölbungshöhe des Profils 
fjl kleiner als 0,15 sei. 

Für den vorderen Teil des Spalt
gitters ha t die Glauertsche trigono
metrische Reihe der Zirkulationsver
teilung die Form 

7l(s) = 2uJA0 cotg hcp + 

+ Ax sin <p + A2 sin 2<p + .. .) (2) 

und analog gilt für den hinteren Teil 
des Spaltgitters 

y2(s) = 2uJB0 cotg l y + Bx sin xp + B2 sin 2xp + .. .) , 

wobei wro die ^-Komponente der Transla^iousgesehwindigkeit iv0 

für die trigonometrischen Veränderlichen cp und \p die Beziehungen 

/ 

V 
/wt Yr 

Xttr 

Yr 

>ÇV Г 

• ^ l ' 

*м> * 

Abb. 3. 

(3) 

ist und 

0 £ s ^ l x , s = \lx(\ — cos cp) , (4) 

0 ^ s ^ l2, s — \l2(\ — cos ip) , (5) 
gelten. 

Die Ausdrücke für die Zirkulationsverteilung enthalten schon implizit die 
Bedingung des glatten Abflusses von Caplygin, denn für die Abflusskanten 
(s = lx, resp. s = l2) gilt 

Yiik) = 0 , y2(k) =-= 0 . 

Zur Ableitung der Ausdrücke für die Komponenten der induzierten Ge
schwindigkeit benutzen wir die bekannte Beziehung von Biot-Savart. In einem 
bestimmten Punkt z„ der komplexen Ebene (z = x + iy) gilt für die, durch 
den Wirbel T, welcher im Punkte z angeordnet ist, induzierte Geschwindig
keit wr die Beziehung (siehe Abb. 3) 

(6) wг = uг гvr 2n(zfl — z) 

Wählen wir nun in der Ebene des Spalt-Schaufelgitters einen beliebigen Punkt 
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zfl, (dessen Lage in Bezug auf das Koordinatensystem xx; xy des vorderen 
Teilgitters durch die Koordinaten rxß, xy/t und in Bezug auf das verschobene 
Koordinatensystem 2x; 2y des hinteren Teilgitters bezw. durch die Koordinaten 

2xjL\ 2y/t best immt ist). 

Mit Benutzung des Ausdruckes (6) können wir die Geschwindigkeit, die 
in diesem Punkte durch das ganze Spaltgitter induziert wird, durch die Glei
chung (7) ausdrücken 

z. 

2 , 2жJ _ 
iyг(s) ds 

Ä 2 Ĵ 

zџ — s cos Я_ — is sin Xг — ivt 
0 

(?) 
iy2(s) ds 

2zџ — s cos Я2 — is sin Я2 — ivt 
0 

Aus der Gleichung (7) ergeben sich dann die Komponenten der induzierten 

Geschwindigkeit in der Form 

f = + QO 

_v'___ Г УiШiУii — _ s i n j _ — vt)dg 

= Z 2я Ј (_* ~ »— - 00 

" - +00 

s cos Я_)2 + (j.2/̂  — 8 sin Я_ — vtү 

г. (8) 

__Y %(*)(& џ — " sin Я_ — УЃ) ds 2 І / ( Ą — _ cos Я2)
2 + (_«/,, — s sin Я2 — ví)2 

Yi(8)(ixџ ~ s cosЈ,_)_d5 

2 1 Г УÏ(~)(«~V. — s c o s *-) d 5 

2lr / " 
-, *f 

s cos Я_)2 + (гyџ — 5 sin Я_ — vtү 

1. 
(9) 

( 2 ^ — * c o s *_) a + (%Vii ~ s s i n ^2 - vty 
0 

Beschränken wir uns auf 3 Glieder der Glauertschen Entwicklung [Gleichun

gen (2), (3)], dann können wir die induzierten Geschwindigkeitskomponenten 

weiter ausdrücken in der Form 

uy = Ugo[A0 _J0 + _4_ _J_ + A2 _J2 + B0 2J0 + Bx _-/_ + ü 2 _J2] , (10) 

«V = « U A o _R0 + -4_ 1R1 + ^2_-*_ + #o 2^0 + B1 2RX + B2 2R2] . (11) 

In den Gleichungen (10), (11) haben wir zwecks Vereinfachung der Ausdrücke 

die Koeffizienten J, R eingeführt, welche für den vorderen Teil des Spalt

gitters durch die Beziehungen 

7 = V ° I f c o tg |g _____ ___ g s i n j__ — __) ___ ? (12) 
1 ° ~~ Z , TT J (xxß — 8 cos A_)2 + (xyp — s sin A_ — vt)2 ' 
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' h 

__ ' ү в ' l Г cotg Ыxxß " s c o s Д i) d g

 ( Ш 

" Z nj J ^ ^ s cos Дj"" + (-ӯ„ - в sin Ax - vŕ)2 ' 
v - • co 0 

J * Y° ľ f 8 І П ^ 1 ^ - S - S — Д l - "-- d < ? - í 14) 
1 1 Z я | \ X u - s cos A..)2 + d ^ - s sin AІ - rí)2 ' 

^ = _ ' " y ° ì ł f sin tp(гxџ ~ s cos Åг) ds ^ ^ 
1 1

 JŁІ n J (гxџ — s cos Я І ) 2 + dľJ/. — s s m ^i — ^ ) 2 

v = - c o 0 

h 
J ^ V ° ° i f вin 2tp(lУ/l - s am Åг — vt)ås ^ ^ 

1 2 Z, ñ J (Xџ — s cos Ax)
2 + d ^ — 5 sin A.. — ïtfj2 ' 

NГ 1 f sin 29?^^ — Ã cos Aҳ) dз 
1 2 ҷ ~ Z ӣ J Ш - ~ T c o ^ I г ) 2 + ( ^ - в в i n І ! - ví)2 ' 

o ' 

definiert sind. 
(Die Werte 2J, 2R für das hintere Teilgitter erhalten wir durch blosse Ver

tauschung der Indizes.) 
Die Koeffizienten J, R werden durch die geometrische Anordnung der 

Schaufeln und durch die Lage des Aufpunktes eindeutig bestimmt; auf ihre 
numerische Berechnung kommen wir später zurück (siehe Absatz 4). 

Zur Bestimmung der freien Koeffizienten A, Bin den Gleichungen (10), (11) 
bezw. (2), (3) benutzen wir die kinematische Bedingung (1), die in so viel Auf
punkten längs der Schaufelsehne erfüllt werden muss, als Unbekannte vor
handen sind. Unter Anwendung von 3 Gliedern der Glauertschen trigono
metrischen Reihe (2), (3) wählen wir auf jeder der Sehnen lL und l2 drei Auf-
punkte mit den Abständen T I , T I und {2 der Länge der zugehörigen Sehne 
(gerechnet von der Vorderkante an). (Für zwei Glieder der Glauertschen 
Reihe liegen gemäss dem Dreivierteltheorem die Aufpunkte in den Entfer
nungen f und i der Länge der zugehörigen Sehne; für ein einziges Glied ge
nügt ein Aufpunkt in der Entfernung f der Länge der zugehörigen Sehne.) 

Durch Einsetzen der Beziehungen (10) und (11) in die kinematische Bedin
gung (1) und nach entsprechender Umordnung erhalten wir für die freien 
Koeffizienten A, B (falls wir drei Glieder der Glauertschen trigonometrischen 
Reihe in Betracht ziehen) das folgende System von 6 inhomogenen linearen 
Gleichungen 

Aod/f; -Je/, - i - V ) + Aidyi xJx, - JW + Mxy', x>h» - 1 ^ ) + 

+ -Body; -Jo„ - 2Ro;J + Bx(xl/ß JIM - Ar) + B^'M - J ^ " - ^ = K ~ #> 
(18) 
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für// = T
32, IV, +} auf der Sehne der vorderen Teilschaufel, 

Ao(ü^ r1o/, - i-Bo/.) + Ai^iJi,. - xRi/J + ^ 2 ( 2 ^ 1 ^ - iß2/,) + 

+ B«Ly'(l2<hlt — %R0ll) + B^y^J^ - 2Elfl) + B8(^ aJ2/, - aRa/() = K — 2 ^ 

(19.) 

für /t = T?I, TV, TT auf der Sehne der hinteren Teiischaufel. 

In den Gleichungen bedeuten xy' und ^y'ß die Richtungstangenten, welche 
den gewählten Aufpunkten entsprechen; der Einfachheit halber haben wir 

gesetzt 

wfY 
Y Wys 

wfY 
Y Wys 

SßT 

Pž 

i 
Л W n 

wfY 
Y Wys 

SßT 

Pž 

wfY 
Y Wys 

SßT 

Pž Vco 

wfY 
Y Wys 

SßT 

Pž 

Wгo 
t g a c (20) 

п+n 
t 

Abb. 4. 

Der bisher unbestimmte Parameter 

K des Gleichungssystems drückt die 
Tatsache aus, dass wir zur Berechnung 
der aerodynamischen Parameter des 
Gitters ausser den geometrischen Grös
sen auch eine grundlegende aerodyna
mische Bedingung kennen müssen. 
Diese Bedingung erhalten wir entweder 
direkt durch Wahl des Parameters K 

(d. h. durch die Wahl der Richtung der 
Translationsgeschwindigkeit) oder durch Berechnung aus den gegebenen 
Zuströmbedingungen (z. B. für stossfreien Eint r i t t aus der Bedingung ^40 -= 
= 0). In der Praxis ist natürl ich der Fall am häufigsten, dass wir den Winkel 
ßx der Zuströmgeschwindigkeit weit vor dem Gitter kennen. 

Die Beziehung zwischen dem Parameter K und dem Zuströmwinkel ßx 

bestimmen wir auf folgende Weise: Aus dem Geschwindigkeitsdreieck in 
Abb. 4 ergibt sich die Beziehung 

4 o Uc 

tg ßx = -
v0 

A + A ' 
.2Г 

2l 

in welcher Tj und T2 die Gesamtzirkulation der Schaufeln bedeuten. 

Es gilt nun 

i, il 

Ti = / 7i($) d 5 = 2ua> f (Ao c o t g h? + Ai sin(P + A% s m 2<P) &s = 
0 0 ,s 

= uJMA0 + JAi) . 
i, , 2 

T2 = / yaO5') d# — -to*» j " (B0 cotg -|y -f H! sin xp + _B2 sin 2y) d.s — 
0 0 

= uJMBo + IBi) • 

(22) 

123) 
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Durch Einsetzen von (22) und (23) in (21) und nach entsprechender Um-
ordnung erhalten wir 

K .= cotg ß1~^ (Ä0 + \AX) - - 4 (H0 + i 5 l ) . (24) 

Unter Benutzung des abgeleiteten Ausdrucks (24) nimmt das System der 
linearen Gleichungen (18) und (19) die Form an 

A° y§ + #iiJo/i ~ i R d ! ) {"Ai \u + iZ/': iJi* ™ i R i ) + 

+ A,dy; iJ . , - i - v + 1?0 ( ^ + i>j; 2.10, - ~^ i - (25) 

+ B1 l7^ + # ; 2JM - A j + s2(#; 2,/2/t - 2R2M) = cotg & — # ; , 

^o ( " - + 2!j; iJ 0 , —11-0/.) + -4i (^~ + 22l; iJi/, - i 1 v ) + 

+ Aa(a«/; i j2/, - 11-2/*) + Bo fe + 2 ^ ««10/. - aRoJ + 

+ Bi fe + a?j; 2Ji/, - 2Ri/«l + 1^(2!/; 2Ja/, - 21̂ 2/*) — p°tg & ~ 2?j; • 

(26) 

Zur Lösung des Systems der linearen Gleichungen benutzen wir vorteilhaft 
die Eliminationsmethode von W. E. M I L N E , die ausführlich in [22] beschrieben 
ist. 

Aus den berechneten Koeffizienten A, B können wir unmittelbar die fol
genden aerodynamischen Beiwerte bestimmen: 

Die Gesamtzirkulation der Schaufeln Tx, T2 aus den Gleichungen (22) und 
(23), den Abströmwinkel nach dem Gitter ß2 aus der Gleichung 

cotg/?2 - cotg ßx - - ^ (A0 + \AX) - - ^ (B0 + \BX) . (27) 

CA ~ TtT • (28) 

Weiter ergibt sich die Auftriebszahl des Spalt-Schaufelgitters aus der Gleichung 

A 

in welcher J. die auf eine Spalt-Schaufel wirkende Auftriebskraft ist, l ist 
die Sehne des gemeinsamen Profils, welches wir durch Vereinigung beider 
Teilprofile zu einem einzigen erhalten. 

Die Gleichung (28) können wir weiter auf die Form bringen 

cA = 2 y (cotg ßt — cotg ß2) sin ßm , (20) 
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in welcher ßx, ß2 der Zuström- bezw. Abströmwinkel ist und die Grösse sin ß^ 
durch die Gleichungen (30) und (31) bestimmt wird 

. M . - = T = = J L _ , (30) 

cotg/J„ = C O t ^ + ~ t « ^ . (31) 

Endlich können wir die erhaltenen Ergebnisse zur Bestimmung der Auf
triebszahlen der einzelnen Teilschaufeln benutzen, welche durch die Gleichun
gen 

t • cotg ß1 - cotg ß[ 
xCA= 2 

Һ 
l + /cotg^ + c o t ^ y 

(32) 

/ cotg fo — cotg ̂ 2 

tcA = 2 - -~ . : =£â===^= (33) 
-3 1 / 1 + / c o t g / 3 2 +co tg^ 2 \ 2 /cotg/32 +cotg/i2 \2 

definiert sind und wobei 

cotgft =-= cotg p\ - - 4 L40 + ^ ) , (34) 

Ttl 

cotg fl = cotg ß2 + —2 (L?0 + I B J (35) 
ist. 

Aus dem angedeuteten Vorgang der Berechnung ist ersichtlich, dass das 
eigentliche Rechenverfahren verhältnismässig einfach ist, wenn wir die Koeffi
zienten der induzierten Geschwindigkeit kennen, die wir durch die Symbole 
J und R gekennzeichnet haben. 

Die Ausdrücke, durch welche diese Koeffizienten definiert sind, sind jedoch 
komplizierter und der Arbeitsaufwand für ilire numerische Berechnung (und 
dies auch für den wesentlich einfacheren Fall des üblichen einfachen. Gitters, 
wo y2 — 0) war bisher einer der hauptsächlichsten Nachteile des Singulari
tätenverfahrens. Zur Beschleunigung der Berechnung des einfachen Gitters 
wurden deshalb von H. Schlichting für eine ganze Reihe typischer Fälle die 
Abwindfunktionen für die Bestimmung der induzierten Geschwindigkeiten 
berechnet und ihre Werte in Gitter-Ab windtafeln tabeliert. (Zur Berechnung 
der Integrale wurde die Simpsonsche Regel für 21 Punkte der einzelnen Ab
windfunktionen verwendet.) 

Bei den Spalt-Schaufelgittern ist jedoch der Fall noch komplizierter, weil 
die Aufpunkte, für welche man die induzierte Geschwindigkeit berechnet, 
nicht wie beim einfachen Gitter nur auf einer einzigen Profilsehne liegen, 
sondern in Bezug auf die Nachbar-Schaufelreihe eine allgemeine Lage haben. 

Deswegen kann man sich nicht bloss mit den Gitter-Ab windtafeln von H. 

264 



Schlichting begnügen, sondern muss für jeden Fall eine ganze Reihe von 
Koeffizienten (nämlich die Koeffizienten der Geschwindigkeit, die durch das 
Nachbargitter induziert wird) ganz selbständig berechnen. 

Weil die bisherige Rechnungsweise (nach der Simpsonschen Regel) für unse
ren Zweck ziemlich mühsam ist, zeigt es sich erforderlich neue Näherungs
formeln für die Berechnung der Geschwindigkeitskoeffizienten (angedeutet 
durch die Beziehungen (12) bis (17)) abzuleiten. Diese Formeln müssen derart 
beschaffen sein, dass sie-iür die Praxis eine einfache und schnelle Berechnung 
der Geschwindigkeitskoeffizienten J und R mit ausreichender Genauigkeit 
ermöglichen. 

4. NÄHERUNGSFORMELN F Ü R DIE BERECHNUNG 

D E R K O E F F I Z I E N T E N D E R I N D U Z I E R T E N GESCHWINDIGKEIT 

Wie angeführt, besteht die Hauptschwierigkeit bei der Berechnung der 
Potentialströmung um ein Spalt-Schaufelgitter darin, dass es nicht einfach 
ist, die Koeffizienten der induzierten Geschwindigkeit J und R numerisch 
auszudrücken. 

Zur Ableitung neuer Formeln für die Berechnung dieser Koeffizienten 

schreiben wir die Gleichungen (12) bis (17) in einfacherer und neuer Gestalt 

J°= 2 SUTT Icotg ^ 
(oc — 5) ds 

s2 — 2 cos + ß2 

(л' — s) ds 

ŕČ^Л-coa + ß2 E0 ___ _ 2 -̂ — / cotg y 
- - - c o % 

T sp sin X C . (ex -

0 

I 

(cx — s) ds 

(36) 

(37) 

(38) 

0 

1 

7) v^ cos X Г . (<%' — s) ds 
Rx = -- > / sm cp Л-__L_ , 39 

----' -г J s2 — 2co_i + ß2 

o 

.' _• -; co 

ü 

(a — 5) ds 

вa~---"2вíв + /i2 
r ^ sin A 1 • 

J 2 = > / sin 2<p-+ - , (40) 

J{2 = — > I sin 2(7? -+ 
--«' л I s2 — 2 

V __ _ r_Л • ' 

- s) ds 

C05 + /І2 (41) 
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In den Ausdrücken (36) bis (41) haben wir die folgende allgemeine Bezeich
nungen eingeführt 

* - ^,—-P- bezw. ex' = —/l~ , (42) 
sin A cos A 

/» = V*i + (y, - »*)'. (43) 

o) = a^ cos A + (y^ — vt) sin A . (44) 
1/ 

Die Ableitung der neuen Formeln führen wir für dal trigonometrische 
Glied cotg \<p der Zirkulationsverteilung durch, d. h. für die Koeffizienten 
J0, E0 definiert durch die Ausdrücke (36) und (37), für die anderen Koeffizien
ten (38) bis (41) wird die Lösung ähnlich sein. 

Für ein beliebiges Glied j0v der Summenreihe (36) gilt 

1 

sin Я Г (OÍ — 5) ds 

—J^ei<Psг^2m+ßí 

1. / I / 

h, = - r - J cotg \<p - — 0 J , aa 
0 

und hier ist cotg \(p mit der Veränderlichen s durch die Transformations -
gleichung 

cotg \<p = \ —r— (46) 

verknüpft. 

Durch Einsetzen von (46) in (45) erhält die Gleichung für j0v die Form 

1 

0 

sin Я Г1 /1 —- s (oc — s) ås 
~+~ I V ~~s «s2 — 2CÜS + ß2 ' 

Mittels der Substitution z — 1/ wird die zu integrierende Funkt ion 

in eine rationale gebrochene Funkt ion übergeführt, deren Integral den Wert 

j0v = x sin A + (yß - vt) | | (48) 

hat , worin wir der Einfachheit halber fügende Bezeichnungen einführten 

ß== ypZl 2col + ß*, (49) 

0 
\I+J)Q, (5°) 
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Für ein beliebiges Glied der Summenreihe (37) gilt ganz analog 

Ql 
r0, = — T COS A — XjL — • (52) 

Die Formeln (48) und (52) liefern die Lösung für eine beliebige geometrische 
Anordnung mit Ausnahme des Falls, dass der Aufpunkt unmittelbar auf der 
Sehne jener Schaufel liegt, deren Glieder /„„.und r0v wir ausdrücken wollen. 

In einem solchen Fall hat die zu inte
grierende Funkt ion im gegebenen Auf
punkt eine Singularität und die Formeln 
(48) und (52) nehmen die Form an: 

j0v = sin X ± cotg \(p cos X , (53) 

r0v — — cos X - t cotg \y sin X , (54) 

in welchen das positive Vorzeichen sich 

auf die Unterdruckseite und das nega

tive auf die Überdruckseite der Schaufel 

bezieht. 

Zur Erfüllung der kinematischen Be
dingung (1) genügt es nur die Mittel
werte der Geschwindigkeit in Betracht zu ziehen und für diesen Fall nehmen 
die Gleichungen (53) und (54) die einfache Form 

У L.-- '̂ 

W 
Ѓ 

ů 

vt D 

У*. 

Abb. 5. 

?o* s in X , 

rov = — cos X , 

(55) 

(50) 

an. 
Mit der Aufstellung der Gleichungen (48), (52) bezw. (55) und (50) haben 

wir den ersten Teil der Aufgabe erledigt; sie erlauben uns die durch eine be

liebige Schaufel induzierten Geschwindigkeitskomponenten genau zu berech

nen (d. h. für eine beliebige Zahl v). I m weiteren Verlauf der Lösung obliegt 
es uns nun eine Methode ausfindig zu machen, die es gestattet diese Kompo
nenten für alle Werte von v im Intervall [— co; oo] zu addieren. 

Beachten wir in erster Linie die geometrische Bedeutung der Grössen ß, co, 
8-, welche durch die Beziehungen (43), (44) und (49) (siehe Abb. 5) definiert 
sind. 

Wir sehen, dass die Grösse ß die Länge der Verbindungslinie des Aufpunktes 
D mit der «Vorderkante der Schaufel ist und analog ist & die Länge seiner Ver-
bindungsgeraden mit der Hinterkante, co ist die Projektion der Länge ß auf 
die Sehne der Schaufel. 

Mit wachsender Entfernung der Schaufel vom gewählten Aufpunkt (d. h. 
für grosse Werte von v) nehmen die Längen ß und & grosse Werte an, wobei 
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die Differenz zwischen ihnen immer kleiner bleibt als die Länge der Schaufel-
sehne; aus den Gleichungen (48) und (52) ergibt sich dann für diesen Fall un
mittelbar, dass der Wert der Koeffizienten der induzierten Geschwindigkeit 
j0v und r0„ dann auf eine sehr kleine Grösse absinkt. 

Wir führen deshalb keinen bedeutenden Fehler ein, wenn wir zur Ermit t lung 
der Wirkung entfernter Schaufeln s ta t t einer stetigen Verteilung der Wirbel 
auf der Sehne einen einzigen Wirbel gleicher Zirkulation benutzen, der im 
Schwerpunkt der Wirbelverteilung angeordnet ist. 

Die Gesamtzirkulation eines Wirbelfadens ist durch die Beziehung 

i 

r0 = 2 / co tg \<p eis = nl (57) 
o 

gegeben. 
Für die Lage des Schwerpunktes der Wirbelverteilung, (welche best immt 

wird durch die Entfernung a0 von der Schaufel-Vorderkante) gilt die Beziehung 
7. 

2 / cotg \<p s ds 
- = 11. (58) 

-o p 
1 0 

Aus dem Biot-Savartschen Gesetz ergibt sich im betrachteten Fall für die 
induzierte Geschwindigkeit die Gleichung 

j _ ; r _ JL inl (59) 
l0v 0v 2n xfl + iyß -~ \l cos X - ivt - i \l sin X ' K ' 

Durch Zerlegung der Beziehung (59) erhalten wir folgende Näherungsfor
meln für die Berechnung der Glieder j0v und r0„ (den Umstand, dass es sich 
um Näherungsformeln handelt, kennzeichnen wir durch einen Strich am be
treffenden Symbol). 

hw 2 " (xß - U cos Xf + (yfl - v t - U sin Xf ' { l ) 

r> _ _ xi ? _ _ _ i _ _ l _ (61) 
2 i(xfl-llcosXy+ (y.-vt- II sin Xf K ' 

Die Näherungsformeln (60) und (61) verwenden wir jetzt unmittelbar zur 
unendlichen Summation der Geschwindigkeitskomponenten induziert durch 
alle Schaufeln des Gitters. 

Bekanntlich kann man die Wirkung einer unendlichen Reihe einfacher 
Wirbel der Zirkulation F0 im Punkte D^x^; yfl) durch die Beziehung 

iv0 = ^ cotg h ^ ^ - z , ) (62) 

ausdrücken (worin z0 = x0 -f- iy0 die Lage eines beliebigen Wirbels der Reihe 
ist). 
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Demnach können wir die Wirkung des ganzen Schaufelgitters unter der 
Voraussetzung, dass die Näherungsformeln (60) und (61) im vollen Umfang 
gelten, durch die Gleichungen 

7 s i n ~ r (VM ~ &sin *) 

-7--#-^r - - -s=- — . («3> 
j (Уp ~ ł - sin Я) - Cosh --f c o s — (2!> ~~ | t sin Я) — Cosh -— (a^ — £t cos Я) 
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Sinh —- (Xp — 11 cos A) 

-~-f—s --— -&- (64) 

cos — ( ^ — JZ sin 1) — Cosh —— (xjti — \l cos A) 
V V 

ausdrücken. 

Die Gleichungen (63) und (64) geben angenähert die Koeffizienten der 
induzierten Geschwindigkeit des Schaufelgitters für den Fall, dass der Auf-
punkt sich in grosser Entfernung vom Gitter befindet. 

Für eine hinreichend genaue Bestimmung der Geschwindigkeitskomponen
ten in einer beliebigen Lage des Aufpunktes ist es notwendig zu den Haupt-
grossen J * und R* ein Korrektionsglied einzuführen, welches die Differenz 
zwischen dem wirklichen Wert der Teilkomponenten der von den Schaufeln 
in der Nähe des Aufpunktes induzierten Geschwindigkeit und dem ange
nähertem Ausdruck für sie kompensiert. Auf diese Weise gelangen wir zur 
endgültigen Darstellung der Formeln für die Berechnung der Koeffizienten der 
induzierten Geschwindigkeit (symbolisch ausgedrückt durch die Gleichungen 
(36) und (37)) in der Form 

Jo = ^o + 2 Ö'o- - Jl) , (65) 
— V 

R0 = B* + f(r0 - r l ) . (66) 

Die Näherungsformeln für die Berechnung der Glieder Jt und Rx, welche 
durch die Gleichungen (38) und (39) definiert sind, haben eine ganz analoge 
Gestalt 

Jl = J?+2G,l--hr), (67) 
— v 

R1 = Rt+2 (rlv - r'lv) , (68) 
— V 

wo sich die genauen Werte der Glieder j l r , rlv aus den Gleichungen ergeben 

co y — vt 
ju = 4 — T sin A — 2 ?*— T + sin X(2Q - 1) , (69) 

CO oc 

rlv = — 4 — T cos X -f- 2 -y. r — cos X(2Q — 1) , (70) 
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und im. singularen Fall bestimmen wir die Glieder j l v und rlv aus den Gleichun
gen 

j l v — — cos q> sin A , (71) 

rlv — cos (p cos A . (72) 

Bei der Ableitung von Näherungsausdrücken für die Glieder j'v und r(, gehen 
wir in gleicher Weise wie im ersten Fall vor und die stetige Verteilung der 
Wirbel auf der Sehne der Schaufel ersetzen wir wiederum durch einen einzigen 
Wirbel im Schwerpunkt. 

Für die Zirkulationsverteilung y_ = 2 sin cp ist die Gesamtzirkulation des 
Fadens bestimmt durch die Beziehung 

i 

I\ = 2 Jsm<pds=7^ . s (73) 
0 

Die Lage des Schwerpunktes ax (Entfernung des Schwerpunktes des Wirbel
fadens vom Anfangspunkt der Sehne) ist durch die Gleichung 

i 
r 
" 

2 / sin <p s ds 

- = Џ (74) 
T_ 

gegeben. 

Aus dem Biot-Savartschen Gesetz folgt 

,•< __ i i Vr- v t ~ Xlsin _ m v 
h v 4 (^--_ZcosA)2 + (^~^-£ tsinA)2 ' • ['D) 

r> _ _ _ _ 17 _ - «7, ~ -^ C 0 S ^ /7ß\ 

( ^ - -ij cos A)2 + (_/„ - vt - $ sin A)2, ' \ } 

Den Hauptwert der Koeffizienten der induzierten Geschwindigkeit bestim
men wir aus den Formeln 

2TZ 
sin -— (_/ — |Z sin A) 

j * __ __ _ _ ._._.„„ _ t ( 7 7 ) 

cos —- (yp — \l sin A) — Cosh —- ( ^ - - \l cos A) 

j Sinh — - (Xp — \l cos A) 

Rf = « - _-r —r .. ' , 2 * , " " ~T; • (78) 
cos —- (_/A — _j sin A) — Cosh — (xp — \l cos A) 

V t 

Bei den Gliedern J2 und J?2, welche durch 'die Beziehungen (40) und (41) 
definiert sind hat die Gesamtzirkulation des Wirbelfadens den Wert T2 — 
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= 2 f sin 2(p ds — 0 und die Glieder j$v, r2v, J 2 und R* haben deshalb ebenfalls 
den Wert Null und die Näherungsformel nimmt die Form 

+ V 

J2 - 2 ?-.•> (79) 
— X 

+ 1' 

£ 2 = y r2v (80) 
- V 

an, wobei 

hr = 27lt, ( l - 4 | J + 8 ß~ x sin A + 4 _ _ - - - (2 e - 1) + sin A , (81) 

r2., _ 2rlt, h _ 4 | - J - 8 -~ T cos A - 4 %± (2o - 1) - cos A (82) 

ist; im singularen Fall bestimmen wir die Glieder aus den einfachen Gleichungen 

j2v — — cos 2(p sin A , (83) 

r2v = cos 299 cos A . (84) 

Die abgeleiteten Näherungsformeln gestatten (im Vergleich mit der bishe
rigen angenäherten Integration der einzelnen Funktionen unter Benutzung 
der Simpsonschen Regel) eine einfachere und damit auch raschere Berechnung 
der Koeffizienten der induzierten Geschwindigkeit. Die Anzahl der Korrek
tionsglieder, die zur Erzielung einer guten Genauigkeit in Betracht gezogen 
werden muss, hängt vom Teilungsverhältnis t/l ab. Nach (34) ist für t/l > 1 
die Berechnung der Korrektionsglieder bis zu den Werten v — + 4 völlig 
ausreichend. (Die schnelle Konvergenz der Näherungsformeln hat ihren Grund 
darin, dass die Näherungsausdrücke für j'v und r'v sehr gut die Schaufelwir
kung zum Ausdruck bringen). 

Die Koeffizienten der induzierten Geschwindigkeit sind Hauptgrössen die 
zur Berechnung der Potentialströmung um ein Schaufelgitter mittels des 
Singularitätenverfahrens erforderlich sind. Die neuen Näherungsformeln (auch 
wenn selbstverständlich nicht behauptet werden kann, dass sie die beste 
Lösung dieser Aufgabe darstellen) erleichtern die Berechnung bedeutend und 
gewähren so die Möglichkeit kompliziertere Fälle von Potentialströmungen 
zu behandeln wie ein solcher eben beim Spalt-Schaufelgitter vorliegt. 

5. PRAKTISCHE B E I S P I E L E VON ANWENDUNGEN 

D E R ANGEGEBENEN RECHENMETHODE 

Um die bisherigen Auseinandersetzungen zu vervollständigen und anschau
lich zu machen führen wir einige Beispiele von Anwendungen der angegebeneu 
Methode an. Zunächst einmal einige einfachere aus der Literatur entnommene 
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Beispiele für welche die exakte Lösung bekannt ist, um gleichzeitig eine Vor
stellung über die erreichbare Genauigkeit der Resultate zu erlangen; das 
Hauptaugenmerk wenden wir dann der Berechnung der Potentialströmung 
um ein Spalt-Schaufelgitter zu. 

5.1 DIE BERECHNUNG DER POTENTIALSTRÖMUNG 
UM EINEN DOPPELDECKER 

Nach der Analogie zwischen einem einfachen isolierten Profil und einem 
einfachen Gitter können war den Doppeldecker als Extremfall eines Spalt-
Schaufelgitters für t/l -> oo auffassen. 

Die Theorie des Doppeldeckers ist (mit Rücksicht auf die wichtige praktische 
Anwendung) verhältnismässig umfangreich und mit ihrer Ausarbeitung hat 
sich eine Reihe von Autoren befasst (siehe z. B. E. CARAFOLI [7], S. A. CAPLY-
GIN [8], S. 2 3 3 - 2 6 0 , H. GLAUERT [13], S. 152 -160 , R. GRAMMEL [15], S. 

8 4 - 9 3 ) . 
Nach den zitierten Arbeiten ist die genaue theoretische Berechnung des 

Doppeldeckers nur für Tragflächen in Gestalt von Plat ten in Tandeman
ordnung oder für übereinander angeordnete Tragflächen bekannt. 

a) Doppeldecker in Tandemanordnung. (Siehe Abb. 6.) 

Für die Zirkulationsverteilung werden wir nur die einfachere Form eines 
Binoms zu Grunde legen 

7i(s) = A0 cotg \cp + Ax sin <p , , (85) 

y2(s) = B0 cotg \ip + Bx sin xp . (86) 

Die allgemeinen Gleichungen (18), (19) für die Berechnung der unbekannten 
Grössen A, B in den Ausdrücken (85), (86) nehmen die gemeinsame Form 

~ ^o lRo^ — Ai Ali — Bo 2^0/* — Bi 2^1/1 — K (87) 

an, wenn wir erwägen, dass für unseren Fall xy'jX = 0, 2y'ß — 0 gilt. 
Die Gleichung (87) muss in den Aufpunkten f und | der Tiefe beider Plat ten 

erfüllt werden. 
Nach der Berechnung der Komponenten der induzierten Geschwindigkeit 

xR0/i, 1RX/I., %R0ll, 2Ri/i für die oben angeführten Auf punkte und dem Einsetzen 
dieser Grössen in den Ausdruck (87) bekommen wir ein System von vier line
aren Gleichungen für die gesuchten freien Koeffizienten A0, Ax, B0, Bx. 

Kennen wir diese Grössen, dann können wir auch den Gesamtauftrieb A des 
Doppeldeckers aus der Gleichung 

A = QU^WJXTC(A0 + \AX) + QU^WJ^BQ + \BX) (88) 

bestimmen. 
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Für die Auftriebskraft einer Vergleichplatte, welche durch Zusammenlegen 
beider Pla t ten des Doppeldeckers entstanden ist, gilt 

woraus folgt 
A_ 

' Л 

A .= QU^WJI^ + l2) лK , 

(A0 + \AX) lt + (B0 + \Bг) l2 

(89) 

(90) 
(h + «,) K 

Bestimmung der Koeffizienten der induzierten Geschwindigkeit: 

Für die erste Plat te ergibt sich aus den Gleichungen (56), (83) unmittelbar 

l-l̂ os/s — — - J i-l̂ i3/8 — 0,2o , 

1^07/8 ""— 1 > 1-^17/8 :L^' 0 , 7 5 

und analog finden wir für die zweite 

Pla t te 

Д 

BЧÌЗ /Я 1 ! 2^Ł03/8 

2-^07/8 ~ 

2^13/8 

- > 2-I^17/8 

0,25 , 

— 0,75 . 

SУ 

' , 

d 

lг 

Abb. 6. 

Zur Bestimmung der übrigen 
Koeffizienten der induzierten Geschwindigkeit, welche die Wechselwirkung 
zwischen den beiden Plat ten ausdrücken, verwenden wir die Beziehungen 
(52), (70). 

Mit Rücksicht auf die einfache geometrische Anordnung können wir den 
Gleichungen (52), (70) die Form geben 

^ = - 1 + 1 / 1 ~~r, (91) 

Rгu = - 2 - + 1 + 2 ¥T 
(92 

Nach dem angedeuteten Verfahren wurde die numerische Berechnung für 
zwei geometrische Anordnungen des Doppeldeckers mit diesem Resultat durch
geführt: 

1. lx = l 2 = l , d = l, 

A0 = 1,2193Z , Ax = 0,0760K , B0 = 0,7130Z , Bx = 0,0592K . 

Das Auftriebsverhältnis ha t für diesen Fall den Wert 

A_ 

A 

2. Z. = l2 = l, d = « , 

1,2193 + 0,0380 + 0,7130 + 0,0296 

~~2~ 
1 . 
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У V 

iя 

2* 

Һ 

i, 

AQ = 1,2767K , A1 = 0,1497K , B0 = 0,5941K , B1 = 0,1069K , 

A 1,2767 + 0,07485 + 0,5941 -f 0,05345 
-=- = - — = 0,99955 . 
A 2 

Aus der exakten Lösung für den Doppeldecker in Tandemanordnung, er-
erhalten nach der Methode der konformen Abbildung, ergibt sich, dass der 
gesammte Auftrieb des Doppeldeckers gleich ist dem Auftrieb einer ein
fachen Pla t te deren Tiefe ebenso gross [ist wie die Summe der Tiefen beider 

Tragflächen des Doppeldeckers oder gemäss unserer Beziehung -=-- = 1. 
A 

Aus dem Beispiel ersehen Avir, dass 
trotz bedeutender Vereinfachung die 
neue Berechnungsmethode ein Resul
t a t liefert, das praktisch mit dem nach 
der exakten Methode erhaltenem über
einstimmt. 

b) Der Doppeldecker mit überein
ander angeordneten Tragflächen. 

Als weiteres Beispiel führen wir die 
, X Lösung für einen Doppeldecker an, 

Abb. 7. dessen Anordnung schematisch auf 
Abb. 7 wiedergegeben ist. 

Die theoretische Lösimg, welcher die Methode der konformen Abbildung 
zugrunde liegt, ist aus der Literatur bekannt (siehe E. CARAFOLI [7], S. 191, 
H. GLAUERT [13], S. 156, R. GRAMMEL [15], S. 88), woraus sich das im fol
genden angeführte Resultat ergibt, das für den Fall gilt, dass beide Platten 
gleich sind, d. h. Zx = l% = l. 

Bezeichnen wir mit dem Symbol cA die Auftriebszahl einer Plat te , deren 
Flächeninhalt gleich, ist der Summe der Flächeninhalte des Doppeldeckers 
bei gleichen Anstellwinkel, dann bestimmen wir die Auftriebszahl CA des 
Doppeldeckers aus der Beziehung 

cA = cA.B . (93) 

Für kleine Anstellwinkel gilt weiter die Bedingung 

« = ä + ßCA , (94) 
wobei 

gesetzt ist. 
In der Gleichung (94) bedeutet oc einen solchen Anstellwinkel, für welchen 

der Doppeldecker den gleichen. Auftrieb besitzt wie eine isolierte Platte, 
welche mit der Strömung den Anstellwinkel oc bildet. 

274 



Der Koeffizient B in den Gleichungen (93) und (95) ist definiert (siehe [13], 
S. 156) durch die Beziehung 

B _ ] / (p^- 'm^m^—q 2 ) 
m . I 

und zu seiner Berechnung für eine gegebene Länge / und Entfernung h der 
Plat ten rauss man folgende Beziehungen benutzen 

ћ = : 2 p \E' - y 2

 a

m - / H , l = 2^ \E(JC, x)--^F(k,т) 

т = 

i 

p2 — w2 

•JГZ-ÿî 
* ' - - , ! Г 

(ü; 

^'=/l/Tr^?^. *'=/vjr-~.)(i-*^,-
o o 

j x T 

*(*.T)=/]/ir^d-, '(*,T)=fj?!! 
dæ 

ж2j(l — кb:г) ' 

Die Berechnung ist verhältnismässig kompliziert, denn die zur Bestimmung 
des Koeffizienten i i notwendigen Werte sind in den Gleichungen implizite 
enthalten. Bei der Berechnung ist es deshalb notwendig so vorzugehen, dass 
wir einen Modul k wählen, dann den ihm entsprechenden Modul k' bestimmen 
die Werte der elliptischen Integrale berechnen und endlich die Werte der 
geometrischen Parameter h und l. Den Modul k ändern wir solange, bis sich 
Übereinstimmung mit den gegebenen Werten h und l ergibt. 

In der Literatur ist die numerische Lösung für einige Lagen der P la t ten 
angegeben ([13], S. 157, Tab. 17) und das Resultat ist in der beigefügten Ta
belle 1 angeführt. 

Tabelle 1. 

Һ/1 B ß ß' 

0,50 0,730 0,059 0,159 
0,75 0,800 0,039 0,071 
1,00 0,855 0,027 0,040 
1,25 0,895 0,019 0,026 
1,50 

1 

0,920 0,014 0,018 

In der Tabelle ist auch der Wert des Koeffizienten ß angegeben (mit ß' be
zeichnet), zu dem H. Glauert durch eine Näherungslösung gelangte (siehe 
S. 158—160, Tab. 18). 
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Führen wir nun die Berechnung nach unserer Methode durch: Ebenso wie 
beim Doppeldecker in Tandemanordnung setzen wir die Zirkulationsver
teilung auf den Pla t ten in der Fo rm (85) bezw. (86) voraus. 

Die Gleichungen für die Berechnung der freien Koeffizienten der Zirkula
tionsverteilung haben für den gegebenen Fall die Form 

I. Platte: 

A0 0,25AX 2^03/8 Bo — 2-̂ 13/8 Bi — K > 

A, 

IL Platte: 
0,15AX XK0 7j8 B0 — 2^17/8 "i — K \ 

(96) 

1^0 3/8 A0 

(97) 

lR19ltAl + B0-0,25Bl = K, 

- XR0V8A0 - 1Rl1,6A1 + B0 + 0,7573, = K . 

Aus Symmetriegründen gilt 

l-*0 3/8 ~ 2^0 3/8 > 1-^13/8 = 2-^13/8 

l"-*0 7/8 ~ 2-^0 7/8 > 1^1 7/8 = 2-^1 7/8 

(Zur Berechnung der Koeffizienten der induzierten Geschwindigkeit be
nutzen wir die Beziehungen (52) und (70).) 

Aus den Gleichungen (96) und (97) folgt 

A0 = B0, AX = BX. (98) 

Das System (96) n immt damit die einfachere Form 

-4„(1 ~ 1-0 8/8) - Al(R13/8 + 0,25) =- K , 

Л ( l - R07/8) - Л ( R ľ 0,75) = Z . (99) 

an. 
Durch seine Auflösung bestimmen wir die Werte von A0; Ax; für den ge

suchten Auftriebskoeffizienten B gilt schliesslich die Beziehung 

An + \AX B = 
K 

(100) 

Nach dem angedeuteten Verfahren wurde die Berechnung des Doppel
deckers durchgeführt und zwar für die gleichen Plattenlagen wie sie in Tabelle 
] angeführt wurden und die Ergebnisse wurden in Tabelle 2 zusammen-
gefassfc. 

Tabelle 2. 

Һ/1 B • ß 

0,50 0,726 0,060 
0,75 0,798 0,040 
1,00 0,852 0,027 
1,25 0,889 0,020 
1,50 0,915 0,015 
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Aus dem Vergleich beider Tabellen geht hervor, dass die neue Rechen -
methode sehr gute Resultate liefert (wesentlich bessere als nach dem Glauert-
schen Näherungsverfahren). 

5.2 DER SPALTFLÜGEL NACH ÖAPLYGIN 

Mit der Frage des Spaltflügels beschäftigte sich auch in seinen Arbeiten S, 
A. CAPLYGIN [8], S. 2 3 3 - 2 6 0 . 

Eine geeignete Transformation bei Anwendung der Methode der konformen 
Abbildung ermöglichte es dem zitierten Autor die Umströmung des aus einigen 
Kreisbögen zusammengesetzten Spaltflü
gels zu lösen, wobei alle Kreisbögen auf 
einem gemeinsamen Kreis liegen. Das Re
sultat der Berechnung gibt eine Formel, 
welche das Verhältnis des Auftriebes eines 
so gebildeten Spaltflügels zu jenem eines 
einfachen Flügels angibt, der von einem 
einzigen Kreisbogen gebildet wird (vom 
gleichen Halbmesser und dessen Länge 
gleich ist der Summen der einzelnen 
Bogenlängen rdes Spaltflügels und für den 
gleichen Anstellwinkel). 

Für einen Spaltflügel, der von zwei 
Kreisbögen gebildet wird (siehe Abb. 8) hat die abgeleitete Formel die Form 

__ A sin (\ß + 2g) • sin (2q' ~ q ~ o) 
'"' ~- ~ ~"p all) "-" 

sin 2q 

Abb, 8. 

wo q — 
cx + y 

A 

<ì 

sin 2q sin (a + q) 

(x — y 
"~7~ 

G . . . den Anstellwinkel, 

A . . . den Auftrieb des Spaltflügels, 
A . . . den Auftrieb des einfachen Flügels, bedeutet. 

Entsprechend Abb. 8 bedeutet 

y . . . den Zentriwinkel des zugehörigen Bogens des ersten Flügels, 

ß . . , den Winkel, welcher dem Spalt zwischen den Flügeln entspricht, 

CK . . . den Zentriwinkel des zugehörigen Bogens des zweiten Flügels. 

Der Autor löste ein konkretes Beispiel (siehe [8], § 5, S. 244) für die folgende 
Anordnung 

a = 24° , ß - 9° , y = 3° 

und für die Anstellwinkel 
a — 0° , 3°45' , 10° . 
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,У 

Durch die Berechnung nach der angegebenen Formel gelangt er zu dem 

Resultat, dass für einen Anstellwinkel von a == 0° das Auftriebs Verhältnis 
den Wert x = 1,51075, für a = 3°45' den Wert % = 1,32370, für a = 10° 
den Wert x = 1,19674 hat . 

Der Spaltflügel nach Caplygin ist für uns dadurch interessant, dass hier 
das Problem der Wechselwirkung 
zwischen gekrümmten Profilen ge
löst wird (zum Unterschied von 
den bisher aus ebenen Plat ten 
zusammengesetzten Flügeln). 

Ebenso wie in den vorherge
henden Fällen gehen wir von einer 
ZirkulationsVerteilung aus, wel
che durch die einfache Form 
des Binoms gemäss Gleichungen 
(85) und (86) gegeben ist. 

Das Gleichungssystem (18) und 
(19) nimmt folgende Form an: 

гy 
џ 

1 

ДA)S Ґ ş ^Ч. 
** 

1 * 

S V I 

1 џ. m~Q 

Abb. 9. 

I. Flügel: 

Aod^ iJo/« - i^o/J + Ai(i?/ß \J\/~- iEu) + 

+ Body'ß 2J0, - 2^0/J + ßidy'ß 2Jiß — *R\f) = K — iy'n; 

I I . Flügel: 

Ao(2y'ß iJ
0ß — i^o/J + Ai(*y'ß xJi/< — iR i , ) + 

+ Bo(2^ 2J0ß - 2R0ß) + Bl(23^ 2J1, — 8-Bl/.) = K - 2 ^ 

für //, = I und | . 

Wählen wir die Orientierung der Koordinatenachsen nach Abb. 9 so gilt 

K 

101 

(102) 

(103) 

tg a , lx = 0,05236r , Kx = 16°30' , 
l2 = 0,41582r , A2 = — 6° , 

i*/3/8 = 0,3025 , y7ls = 0,2742 , 
#3/8 = 0,0521 , # ; / 8 = - 0 , 1 5 8 0 . 

Die Koeffizienten der induzierten Geschwindigkeit J , iü berechnet aus den 

Gleichungen (55), (56), (71), (72) für die singulären Komponenten und aus den 

Gleichungen (48), (52), (69), (70) für die Komponenten der Wechselwirkung 

der Flügel haben die Werte: 

I . Flügel: 

1^03/8 = 1^0 7/8 — 0,2840, ijl03/ 

1J1./8 = - 0 , 0 7 1 , 

1 I 1 7 / B * 0 , 2 1 3 , 

-ІR -
l Л 0 7/8 — 

— 0,9588 , 

1-R1 8 / 8 = 0,2397, 

x i ž 1 7 / 8 = - 0 , 7 1 9 , 
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2J0 3/8-= - 0 , 1 0 6 0 , 2 73 0 3 / 8 = 0,784, (104) 

2'I13/8 = — 0,0190 , 

2'I0 7/8 = — 0,1053 , 

2fl7/8 = - 0 , 0 1 5 , 
igel: 

2'-I0 3/8 г : = 2'-'0 7/8 = — 0,1045 , 

273, 3 / 8 = 0,2840, 

2 73 0 7 / 8 = 0,879, 

Jí, 7/8 = 0,309 . 

21*0 3/8 = 2^0 7/8 = —0,9945 , 
2J13/8 = 0 , 0 2 6 1 , 2ßi3/8 = 0 , 2 4 8 6 , 
2J17/8 = -0 ,0784 . , 2RX 7/8 = - 0 , 7 4 8 , 
1J03/8 = 0,005 , ,7303/8 = - 0 , 0 7 5 , (105) 

r f 3 / 8 = 0,002, 1^13/8= - 0 , 0 3 8 , 
1^07/8 = 0,0002 , ,7?07/8 = - 0 , 0 4 7 5 , 
vh7/8 = 0,0002 , ,7i,7 / 8 = - 0 , 0 2 7 7 . 

Durch Einsetzen der berechneten Werte (103), (104) und (105) in die Glei
chungen (101) und nach entsprechender Umordnung erhalten wir das System 
der linearen Gleichungen 

1,0447^40 — 0,2612,4, — 0,8161730 — 0,289773, = K — 0,3025 , 
1,036(L40 + 0,7774,4, - 0,9079730 - 0,313173, = K - 0,2742 , 
0,0747 .40 + 0,0379^1, + B0 - 0,250073, = K +-0,0524 , 
0,0475^0 + 0,0277.4, + 1,0225730 + 0,767073, = K + 0,2679 . 

Aus der Auflösung des Systems ergibt sich 

,40 = 1,674271 - 0,1343 , Ax = 0,09587?" + 0,0409 , 
730 = 0,878171 + 0,1125 , 73, = 0,0262A + 0,2062 . 

Weil nach (102) K = tg a, erhalten wir für die Anstellwinkel a = 0°, 3°45' 
und 10° diese Endwerte der Zirkulationskoeffizienten 

a = 0°: 

a = 3°45': A0 = - 0,0246 , Ax = 0,0472 , (106) 

a = 10°: 

Der Auftrieb des Spaltflügels ist definiert durch die Beziehung 

A = « B M W A + IA i ) + k(B0 + |73,)] (107) 

und seine Zahlenwerte erhalten wir durch Einsetzen der berechnete]! Koeffi
zienten (106) und der Beziehungen (102) in (107) 

er = 0° , A = 0,0837?*™ ?rr , 

A0 = — 0,1343 , Aг 
= 0,0409 , 

в0 = 0,1125 , Bi = 0,2062 ; 

Л = - 0,0246 , Aг 
- 0,0472 , 

BQ = 0,1700 , Җ = 0,2079 ; 

A0 = 0,1609 , A, = 0,0578 , 

B0 = 0,2673 , Bt 
= 0,2108 . 

а = 3°45' , А = О Д т ^ г ^ л т , 
о = 10° , А — 0,1649моои'оол;г . 

108) 
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Um einen Vergleich mit den Ergebnissen von Caplygin durchführen zu kön
nen ist es notwendig noch die entsprechenden Auftriebswerte für den einfachen 
Bogen zu bestimmen, der durch Zusammenlegen beider Bögen des Spaltflügels 
zu einem einzigen entsteht (in unserem Falle für einen Bogen mit Zentriwinkel 
<x + y = 27°). Die Berechnung nach dem Singularitätenverfahren (wenn man 
zwei Aufpunkte in Betracht zieht) ergibt 

A0 = K + 0,0007 , Ax = 0,2365 , Sehnenlänge l = 0,4669r . (109) 

Der Auftrieb des einfachen Flügels nimmt dann für die einzelnen Anstell
winkel die Werte an 

a = 0° , A =- 0,0556wrow;w7rr , 
a = 3°45' , A = 0,086 lu^w^nr , (110) 
<r = 10° , 2 = 0 , 1 8 7 9 ^ ^ ^ . 

Das Verhältnis der Auftriebe (nach den Werten (108) und (109)) ist dann 

a = 0° , x = 1,5054 , 
ff = 3°45' , x = 1,3229 , 
er == 10° , » = 1,1958 . 

Drücken wir die Abweichung zwischen unserem Resultat und der Berech
nung nach Caplygin als prozentuellen Fehler aus, so erhalten- wir für den 
Anstellwinkel o — 0° einen Fehler von etwa 0,4% und für den Anstellwinkel. 
a = 3°45> und a = 10° einen Fehler von unfefähr 0 , 1 % , welches Ergebnis als 
sehr gut bezeichnet werden kann, wenn wir die Reihe von Vereinfachungen 
in Betracht ziehen, die wir bei der Berechnung vorgenommen haben. 

5.3 DIE BERECHNUNG D E R POTENTIALSTRÖMUNG 
UM E I N SPALT-SCHAUFELGITTER 

Nach einer Reihe von Berechnungsbeispielen für die Potentialströmung um 
Pla t ten und Kreisbögen kommen wir zum Kern unseres Problems, welches 
die Durchrechnung eines numerischen Beispiels der Potential Strömung um 
ein Spalt-Schaufelgitter ist. 

In der Einleitung haben wir einige experimentelle Arbeiten erwähnt, welche 
dem Problem des Spalt-Schaufelgitters gewidmet waren. 

Von diesen Arbeiten ist die verhältnismässig umfangreichste eine Experi-
mentalstudie von K. F I C K E R T [11]. Der Autor hat vergleichende Messungen 
an einigen Typen von. Spaltgittern durchgeführt. Die besten Ergebnisse wur
den dabei mit einem Spaltgitter erhalten das von Blechschaufeln gebildet 
wurde, welche die Gestalt von kongruenten Kreisbögen hat ten (d. h. lx = l2; 
der Zentriwinkel eines Kreisbogens betrug 27°30') bei einer verhältnismässigen 
Spaltbreite von etwa 4 % (bezogen auf die gemeinsame Sehne l). Dem Autor 
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zufolge wurde in dieser Anordnung ein etwa um 80% höherer Wert der Auf-
triebszahl erzielt gegenüber dem Fall des einfachen Gitters ohne Spalt, wobei 
die Widerstandszahl nur um etwa 20% anstieg. 

Da wir für dieses Gitter die hauptsächlichen experimentollen Daten kennen, 
welche den bedeutenden Einfluss des Spalts auf die Strömung um das Gitter 
bestätigen und dann auch aus dem 
Grunde, dass die Schaufeln von dünnen 
Blechen gebildet wurden, sodass es 
nicht notwendig ist den Einfluss der 
Dicke des Profils zu berücksichtigen, 
so wählten wir für die numerische Be
rechnung ein Spaltgitter von einer 
Form, welche dem optimalen Fall Fic-
kerts nahe kommt. 

Abb. 10 zeigt das gewählte Schau
felgitter und die ihm zugrunde liegen
den geometrischen Parameter. 

Die Schaufeln beider Teilgitter haben 
eine Form von Kreisbogen mit einem 
Zentriwinkel von 30° (gegenüber dem ' 
Fickertschen Wert von 27°30', haben 
wir zwecks Erleichterung der numeri
schen Rechnung diese ganz unwesentli
che Vereinfachung vorgenommen). Die 
relative Verschiebung beider Gitter 
(festgelegt durch die Spaltparameter 

xs = 0, yg = 0,1t) entspricht ungefähr den Abmessungen des optimalen Spalts 
des Fickertschen Gitters, 

Aus der Abbildung ergeben sich folgende zugrunde gelegten geometrischen 
Parameter, die für die Berechnung benötigt werden 

Abb. ю. 

Xг = 45° , л 2 15c lx =_ l2 --. I, tß = 1 . 

Die Berechnung führen wir so genau durch wie es uns unsere Berechnungs
methode erlaubt. 

Das heisst, dass wir die Schaufeln durch eine Zirkulationsverteilung erset
zen, die durch ein Trinom bestimmt wird 

yx = um(A0 cotg \cp -\- Ax sin <p -\- A2 sin 2rp) , 

y2 = un{BQ cotg lip + Bx sin xp -f B2 sin 2y>) . 

(П1) 

(112) 

Die Richtungstangenten in jenen Profilpunkten, welche den zugehörigen 
Aufpunkten entsprechen, haben die Werte: 
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I. Teilgitter: 

12/3/12 = i , 3 0 1 , i*/7/i2 = 0,917 , iy'njl2 = 0,638 ; 

I I . Teilgitter: (113) 

2J/3/12 = 0,413 , 2y'vl2 - 0,222 , 2 ^ 1 / 1 2 = 0,045 . 

Die Koeffizienten J , i? der induzierten Geschwindigkeit können wir in zwei 
Gruppen zerlegen: 

die Koeffizienten, welche die Wirkung des eigentlichen Gitters charakteri
sieren (d. h. jenes Teilgitters auf welchem sich der betreffende Aufpunkt be
findet) und die Koeffizienten, welche die Wechselwirkung zwischen beiden 
Teilgittern kennzeichnen. 

Die Koeffizienten der ersten Gruppe können wir in unserem Fall (für die 
geometrischen Parameter Xx = 45°, 1$ — 15°, tfl — 1 und die Lagen der 
Aufpunkte TT, T7T und \\) sehr bequem mit Hilfe der Sehliehtingschen Gitter-
Abwindtafeln [26] bestimmen. 

Alis den Sehliehtingschen Gitter-Ab windtafeln erhalten wir nach Um
rechnung auf die gewählten Koordinatensysteme: 

I . Teilgitter: 

ľ I 0 3/12 = 0,692 , ľ I 13/12 — — 0,236 , ľI2 3/12 = 0,246 

1^0 3/12 = - 0 , 7 0 2 , ľ lЧз/12 = 0,513, 1I^2 3/12 = - 0 , 5 1 3 

ľ j 0 7/12 — 0,559 , l 'I l 7/12 = 0,108 , ľI2 7/12 = 0,765 

1^0 7/12 = - 1 , 6 0 9 , l-tҺ.7/12 = — 0,242 , 1-̂ 2 7/12 = — 1,161 

ľ I 0 11/12 = 0,284 , ľ I l 11/12 = 0,414 , ľ I 2 11/12 = — 0,347 

1-l̂ O 11/12 = - 1 , 5 6 6 , Г lЧ 11/12 = — 0,857 , 1^2 11/12 = 0,111 

II . Teilgitter: 

2^0 3/12 = 0,250 , 2'^ 13/12 = - 0 , 0 9 3 , 2'-I2 3/12 = 0,097 

2-l̂ 0 3/12 = — 0,978 , 2IЧ 3/12 = 0,660 , 2-l̂ 2 3/12 = — 0,653 

2'-I 0 7/12 = 0,165 , 2^17/12 = 0,030 , 2<I2 7/12 = 0,203 

Ø-tbo 7/12 = - 1 , 4 3 8 , 2 jЧ 7/12 = - 0 , 2 2 1 , 2 jЧ 7/12 = — 1,094 

2,Jl 0 11/12 — 0,131 , 2'I1 11/12 = 0,162 , 2'I2 11/12 = - 0 , 1 2 0 

2-l̂ O 11/12 = - 1 , 7 9 3 , 2-lЧ 11/12 = - 1 , 0 8 7 , 2IЧ 11/12 = 0,228 

;i i4) 

Zur Bestimmung der Koeffizienten der induzierten Geschwindigkeit, welche 

die Wechselwirkung zwischen beiden Teilgittern kennzeichnen, wurden die 

Näherungsformeln aus Kapitel 4 verwendet. (Bei der Berechnung wurden die 

Korrektionsglieder bis zu den Werten v — J- 4 berücksichtigt.) 

Auf diese Weise wurden folgende Werte gewonnen: 
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I . Teilgitter: 

2 ^ 0 3/12 — - 0 , 0 1 7 , %'' 13/12 = — 0,008 , 2 rI2 3/12 = - 0 , 0 1 7 

2-^0 3/12 = 1,526 , 2-^1 3/12 = 0,78í 2 I Ъ з / 1 2 = -0,009 

1'' 0 7/12 ~ - 0 , 2 1 9 , 2 ^ 1 7/12 = - 0 , 0 3 0 , 
2 J 2 7/12 = — 0,036 

2 jŁ 0 7/12 ~ 1,599 , 2 ^ 1 7/12 = 0,781 , 2j*2 7/12 = 0,003 

2 " 0 11/12 = 0,824 , 2У 111/12 = 0,002 , 2'j 2 11/12 = 0,040 

2-t̂ O 11/12 — 3,233 , 2-tЧ 11/12 — 0,969 , 2 ^ 2 11/12 = 0,240 

I. Teilgitt r: 

ľ j 0 3/12 = 0,025 , 1^13/12 = 0,037 , ľ I 2 3/12 — — 0,026 

ľ ^ O 3/12 = -1,583 , 1-tП 3/12 = — 0,820 , 1 ^ 2 3/12 = 0,063 

ľ j 0 7/12 — 0,003 , ľ I 17/12 = 0,006 , 1^2 7/12 — — 0,007 

1-^0 7/12 = - 1 , 5 7 8 , I j Ч 7/12 — — 0,789 , 1 ^ 2 7/12 = 0,005 

1 J 0 11/12 = 0,001 , V* 111/12 = 0,001 , ү' 2 11/12 = — 0,001 

ľl^O 11/12 = - 1 , 5 7 5 , 1-tП 11/12 = — 0,782 , l I ^ г u / 1 2 = 0,001 

115) 

Durch Einsetzen der berechneten Werte der Richtungstangenten (113) und 
der Koeffizienten der induzierten Geschwindigkeiten (114), (115) in die For
meln (25) und (26) und nach entsprechender Umordnung erhalten war fol
gendes System linearer Gleichungen für die Berechnung der freien Koeffi
zienten A, B der Zirkulationsverteilung 

3,173^0 - 0,035JX + 0,833^12 + 0,023H0 - 0,007/^ - 0,0145, = 
= c o t g ^ - 1,301, 

3,071^0 + 1,026.4X + 1,317^2 - 0,229H0 - 0,024/j, - 0,036H2 = 
= cotg & - 0 , 9 1 7 , 

3,318.4,, + 1,906.4 x — 0,332.42 — 1,136H0 — 0 , 1 8 3 ^ — 0,214H2 = 
= cotg ßx — 0,638 , 

3,164.40 + 1 ,620^ — 0,074^2 + 2,652H0 + 0,087HX + 0,693j32 = 
= cotg/?! - 0,413, 

3,I50.40 + l , 575^ x — 0,007.42 + 3,046H0 + 1,013HX + 1,139H2 = 
= cotg ßx - 0,222 , 

3,146.40 + • 1,561 Ax — 0,001.42 + 3,370H0 + 1,8795, - 0,234H2 = 
= cotg ß± - 0,045 . 

Durch Auflösen des Gleichungssystems nach der Eliminationsmethode er
halten wir für verschiedene Zuströmwinkel ßx die Werte 

ßx = 25°: A0 = 0,265 , Ax = 0,402 , A2 = 0,020 , 
H0 = 0,084 , j3x = 0,190 , H2 = 0,008 ; 
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ßx == 30°: A0 = 0,140 , Ax = 0,397 , A2 = 0,001 , 
B0 = 0,080 , B! = 0,190 , B2 = 0,007 ; 

ßx = 35°: A0 = 0,048 , Л x = 0,394 , A, 
B0 = 0,077 , Bx = 0,191 , B,= 

ßг - 40°: Л = 
Bo = 

0,024 , Aг = 0,391 , ^4; 

B, 

0,013 , 

0,007 ; 

^ 0 , 0 2 4 , 
0,009 . 0,073 , Bx = 0,195 , 

Mit der Bestimmung der Koeffizienten der Zirkulation ist der wesentlichste 
Teil des Problems gelöst. Mit ihrer Hilfe können wir nun die hauptsächlichsten 
aerodynamischen Beiwerte des gegebenen Gitters bestimmen: 

Die Gesamtzirkulation der Schaufeln (Formeln (22), (23)): 

ßг = 25° 
ßг = Ж 
ßг = 35° 
0. = 40° 

T! = ujn 0,466 , T2 = ujn 0,179 ; 
rx = tt^for 0,338 , T2 = ujn 0,175 , 
J\ = W w ^ 0,245 , T2 = wj jr 0,172 ; 

Fx = wj j r 0,172 , T2 = i^for 0,170 . 

Der Abströmwinkel nach dem Gitter, Formel (27): 

^ = 25°: cot g i 5 2 = 0,118, 

& = 30°: cotg/i2 = 0,120, 
^ = 35°: co tgß 2 = 0,118 , 
0X = 40°: cotg/32 = 0,117. 

Die Gesamtauftriebszahl des Spaltgitters, Gleichung (29): 

ßi = 25° : cA = 1,389 , 
ßx = 30° : cA = 1,224, 
ßi= 3 5 ° : c ^ = 1,073, 
ßx =-. 40° : c^ = 0,931, 

Die Auftriebszahlen beider Teilgitter, Gleichungen (32), (33): 

ßx = 25°-

ßx = 30c 

ßx = 35°" 

p 1 = 
40( 

xcA = 1,690 , гcA = 1,040 ; 

x c л = 1,362 , 2cA = 1,020 ; 

xcA = 1,063 , 2cA = 1,005 ; 

xcA = 0,794 , 2 c 4 == 0,996 . 

Aus den so gewonnen Werten, geht auf den ersten Blick hervor, dass der 

Winkel der Abströmgeschwindigkeit von dem Zuströmwinkel praktisch un
abhängig ist. 

Auch die Auftriebszahl des zweiten Teilgitters 2cA (und selbstverständlich 
aucli seine Zirkulation) hängen nur sehr geringfügig vom Zuströmwinkel ab; 
dagegen ist die Veränderung der Auftriebszahl des ersten Teilgitters xcA 

beträchtlich. 
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Dieses Ergebnis ist auch ganz logisch, wenn wir die Gleichrichterwirkung 
des ersten Teilgitters bedenken. 

Ebenso wie bei den vorigen Beispielen wollen wir nun den Vergleich mit dem 
einfachen Gitter von in den geometrischen Hauptwerten übereinstimmenden 
Abmessungen durchführen. 

Ein solches Vergleichsgitter erhalten wir in unserem Fall sehr einfach durch 
blosse Verschiebung beider Teilgitter in eine solche Lage, dass der Spalt ver
schwindet. 

Das Vergleichsgitter hat folgende geometrische Parameter: X = 30°, 

1 = 0,5175. 

Die Berechnung der aerodynamischen Parameter für das einfache Ver
gleichsgitter wurde auf analoge Weise durchgeführt wie für Spaltgitter mit 
diesem Resultat: 

ßx = 25 r.° 

ßx = 30° 

ßi = 35° 
ßi = 40° 

cotg/8a = 0,117 . cA= 1,390 ; 
co tgß 2 == 0,111 , cA = 1,234 ; 
co tgß , = 0,117, cA= 1,074; 
co tgß 2 = 0,117 , 04 = 0 ,931 . 

Vergleichen wir die Ergebnisse der beiden Gitter so sehen wir, dass die Ge
samtauftriebszahl des Spaltschaufelgitters wie auch die Auftriebszahl des 
Vergleichsgitters ungefähr gleich gross sind (die kleine Differenz von etwa 1% 
für ßx = 30° kann nicht berücksichtigt werden, wenn wir bedenken, dass 
beide Lösungen nur Annäherungen sind), was eine gewisse Analogie zum Er
gebnis der exakten Berechnung des Doppeldeckers in Tandemanordnung 
darstellt (siehe Beispiel 5.1). 

Diese Festeilung steht aber in einem scheinbaren Widerspruch zu den expe
rimentellen Ergebnissen Fickerts, (welche einen grossen Unterschied zwischen 
der Funktion beider Gittertypen andeuten) und es ist notwendig diese Tatsache 
etwas näher zu betrachten. 

Bei der Berechnung der Potentialströmung gehen wir von der Capiygin-
Bedingung eines glatten Abflusses aus, nach welcher mit wachsendem Zu
strömwinkel auch ständig der Schaufelauftrieb wächst. 

Die Wirklichkeit ist aber anders, denn infolge der Viskosität des strömenden 
Mediums kommt es zur Bildung einer Grenzschicht auf der Oberfläche der 
Schaufeln und zu ihrem Anwachsen unter Wirkung des Druckgradienten, was 
unter ungünstigen Bedingungen zum vorzeitigen Abreissen der Strömung 
von den Schaufeln führt. 

I n einem solchen Falle kann natürlich nicht der wirkliche Schaufelauftrieb 
die Werte erreichen, die durch Berechnung der Potentialströmung ermittelt 
wurden. 
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Die wesentlich kleineren Werte für die Auftriebszahl des einfachen Gitters 
(grössenordnungsmässig etwa 0,7) welche K. F icke$ in seinen Versuchen fest
stellte, kann man also durch eine Instabili tät der Strömung beim Umfliessen 
der einfachen Schaufeln erklären. Im Gegenteil bei den Spaltgittern, deren 
Schaufeln massigere Wölbung besitzen, kann man durch passende Spaltan
ordnung die Strömung ohne Abreissen in grösserem Masse erhalten, so dass 
der wirkliche Auftrieb nahe dem theoretischen Wert liegen wird. Nach dieser 
Vorstellung macht sieht also der günstige Einfluss der Spaltanordnung nur 
dadurch geltend, dass der durch den Spalt fliessende Strom ein vorzeitiges 
Abreissen der Grenzschicht von der Schaufeloberfläche verhindert. 

Zu demselben Ergebnis sind wir auch durch die experimentelle Unter
suchung gelangt [33]. Die Versuche zeigen in überzeugender Weise, dass eine 
Erhöhung des Grenzwertes des Auftriebs beim Spaltschaufelgitter nur dann 
eintritt , wenn die Grenzschicht an der Schaufeloberfläche durch die Wir
kung des Spalts ausreichend stabilisiert ist. Wurde nämlich zur Stabilisie
rung der Grenzschicht ein anderes Mittel benutzt (im vorliegenden Fall 
Konfusorwirkung der Seitenwände des Schaufelgitters) so war die Wirkung 
der Spaltanordung des Gitters negativ. 

Die Existenz einer Grenzschicht bewirkt natürlich auch ausser Profilver
lusten im Zusammenhang mit dem Abreissen des Stromes auch Reibungs
verluste. Zur Abschätzung des Verhältnisses zwischen den Reibungsverlus
ten beider Gitteranordnungen führen wir folgenden einfachen Vergleich durch: 

Die Reibungsverluste an der Oberfläche einer umströmten Plat te (von der 
Breite b und der Länge l) werden für den Fall einer turbulenten Grenzschicht 
ohne Druckgradienten durch die Beziehung 

W = Ofi^qulhl V~ 

gegeben (siehe [27], S. 424). 

Aus dieser Gleichung ergibt sich für das Verhältnis zwischen den Reibungs
verlusten W einer Plat te von der Länge 21 und den Gesamtverlusten W 
zweier Plat ten der halben Länge der Wert 

W 2 
-= = — = 1,15 . 
W 21 

Die Reibungsverluste zweier Plat ten sind also grob genommen um 15% 
grösser als bei einer einzigen Platte, welche durch Vereinigung beider Einzel
plat ten entstanden ist. 

Bei grober Annäherung (wenn wir den Einfluss des Druckgefälles vernach
lässigen) können wir voraussetzen, dass beim Schaufelgitter ähnliche Ver
hältnisse vorliegen werden. Daraus ergibt sich, dass die Reibungsverluste beim 
Spalt-Schaufelgitter im Vergleich mit den Verlusten beim einfachen Gitter 
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höher sein werden (nach Versuchen von Fickert beträgt diese Steigerung etwa 
20% was grössenordnungsmässig mit der vorhergehenden Abschätzung über
einstimmt). 

Da wir durch die Berechnung der Potentialströmung zur Feststellung ge
langt sind, dass ein Spalt-Schaufelgitter ungefähr dieselben aerodynamischen 
Eigenschaften hat wie ein einfaches Gitter von übereinstimmender geometri
scher Grundform, so ergibt sich aus der angestellten Betrachtung folgende 
praktisch wichtige Schlussfolgerung: 

Ein Spalt-Schaufelgitter kann man mit Vorteil nur bei stark belasteten 
Gittern von Kompressor-Charakter verwenden. 

6. ZUSAMMENFASSUNG (SCHLUSSBEMERKUNG) 

In dieser Arbeit wird die Berechnung der Potentialströmung für ein Spalt-
Schaufelgitter durchgeführt, ergänzt durch einige numerische Anwendungs-
bei§piele. Die Berechnung wird nach dem Singularitäten verfahren von H. 
Schlichting vorgenommen, welches zur Berechnung einfacher Gitter ange
wendet wurde. Zur Vereinfachung des Rechenverfahrens werden Näherungs
formeln für die Berechnung der Koeffizienten der induzierten Geschwindig
keit angegeben. 

Aus der numerischen Auswertung für ein Spalt-Schaufelgitter ergibt sich, 
dass dieses Gitter theoretisch etwa den gleichen Auftrieb liefert wie ein ein
faches Gitter mit übereinstimmender geometrischer Grundform. Für die 
wirkliche Strömung eines viskosen Mediums weist das Spalt-Schaufelgitter 
grössere Reibungsverluste auf als das einfache Gitter. Die Verwendung von 
Spaltgittern kami man daher nur für stark belastete Gitter von Kompressor-
Charakter empfehlen, bei welchen der Gewinn, aus der Erhöhung der Grenze 
des optimalen Auftriebes (welche dadurch erreicht wird dass die durch den 
Spalt fliessende Strömung ein vorzeitiges Abroissen der Grenzschicht ver
hindert) die Verschlechterung überwiegt, welche durch Erhöhung der Rei
bungsverluste verursacht wird. 
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S o u h r n 

Ř E Š E N Í P O T E N C I Á L N Í H O OBTÉKÁNÍ Š T Ě R B I N O V É 
LOPATKOVÉ MŘÍŽE 

F R A N T I Š E K SLEPIČKA 

(Došlo dne 1. října 1958.) 

V článku je podáno řešení potenciálního obtékání štěrbinové lopatkové 
mříže (s lopatkami zanedbatelné tloušťky). 

Řešení vychází z klasické metody singularit v úpravě H. Schlichtinga a je 
doplněno novými aproximačními vzorci, usnadňujícími numerický výpočet 
složek indukované rychlosti. Výklad je doložen několika praktickými příklady 
řešení potenciálního obtékání isolovaných profilů, pro něž je z l iteratury 
známo exaktní řešení (deskový dvouplošník v tandemovém uspořádání a 
s deskami nad sebou, štěrbinové křídlo Čaplyginovo). 

V závěru článku je odvozené výpočtové metody použito k řešení štěrbinové 
lopatkové mříže (tvaru blízkého optimální štěrbinové lopatkové mříži K. 
Eickerta), z něhož vyplývá, že při potenciálním obtékání má štěrbinová 
mříž přibližně stejný součinitel vztlaku jako jednoduchá mříž shodného zá
kladního geometrického tvaru. 

Р е з ю м е 

Р А С Ч Е Т П О Т Е Н Ц И А Л Ь Н О Г О О Б Т Е К А Н И Я Щ Е Л Е В О Й 

ЛОПАТОЧНОЙ Р Е Ш Е Т К И 

ФРАНТИШЕК СЛЕПИЧКА (Егап^ёек 81ер1ска) 

(Поступило в редакцию 1/Х 1958 г.) 

В статье производится расчет потенциального обтекания щелевой лопа

точной решетки (толщиной лопаток молено пренебречь). 
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Решение опирается на классический метод сингулярностей, обработанный 
Г. Шлихтингом, и дополняется новыми приближенными формулами, об
легчающими численные вычисления компонент индуцированной скорости. 
Изложение дополнено несколькими практическими примерами расчета 
потенциального обтекания изолированных профилей, для которых в ли
тературе имеется точное решение (биплан в упорядочении танден и с кры-
Лями над собой, разрывное крыло Чаллыгина). 

В заключении работы применяется разработанный метод к расчету 
щелевой лопаточной решетки (вида, похожего па вид оптимальной толевой 
липаточной решетки К. Фикерта), из которого ясно, что при потенциаль
ном обтекании щелевая решетка имеет приблизительно тот же сомножи
тель подъемной силы, как простая решетка одинакового основного гео
метрического вида. 
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