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SVAZEK 5 (1960) A P L I K A C E M A T E M ATI KY ČÍSLO 1 

U Ž I T Í GALERKLNOVY METODY V ÚLOHÁCH O S T A B I L I T Ě 
P R O U D Ě N I VAZKÉ T E K U T I N Y 

J O S E F K O L O M Ý 

(Došlo dne 26. října 1958) 

V článku se dokazuje konvergence Galerkinovy metody pro úlohy 
o stabilitě proudění vazkó tekutiny proudící mezi dvěma rotujícími 
válci. 

Nejdříve uvedeme některé věty a definice. Ostatní definice zde nepodané 
jsou obsaženy v knize S. G. M I C H L I N A [1] V tom znění, v jakém jich budeme 
používat. 

Označme symbolem Q otevřenou a omezenou oblast m-rozměrného Euklei-
dova prostoru Em, Q její uzávěr, II úplný separabilní Hilbertův prostor a Dk 

definiční obor operátoru K v prostoru H. 

Věta 1. Nechť je l > 0 celé Ušlo, Q c Em. Nechť V je množina funkci l-krát 
spojitě, diferencovatelných v Q a vyhovujících libovolným okrajovým homogenním 
podmínkám. Potom V je hustá v L2(Q) ([2], § 16). 

Definice 1. Nechť operátor A0 je definován na lineálu M hustém v II. Řekneme, 
ze operátor A0 je kladně definitní na AI, existuje-li konstanta y > 0 tak, ze pro 
každé u e M je 

(A0u, u) ^ y*\\uf . 

Věta 2. Nechť Uneál M je hustý v II a nechť A0 je kladně definitní na M. Potom 
A0 lze rozšířit na samodružný (sáin sobě adjungovaný) operátor. ([1], § 19.) 

Definice 2. Bud A0 samodružný kladně definitní operátor definovaný na lineálu 
AI hustém v H. Za,veďme Hilbertův prostor tím, že na lineálu M definujeme skalár
ní součin vztahem 

[u, v] = (A0u, v) . 

V tomto prostoru je norma dána vzorcem 

H 2 = (AQv, v) . 

Takto získaný prostor nemusí být úplný. Doplníme-li jej obvyklým způsobem 
limitními prvky, je takto rozšířený prostor již úplný. Tento prostor označíme 
symbolem H0. 
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Věta 3. Nechť p, je parametrem rovnice 

(1) A0v — fiKv = O 

a M c Dk. Dále, nechť jsou splněny tyto předpoklady: 

I. Operátor A0 splňuje požadavky definice 2. 
I I . Operátor T = A0

XK je totálně spojitý v H0. 

Potom Galerkinova methoda pro výpočet charakteristických Čísel fi rovnice (I) 
konverguje v H0. ([1], § 52.) 

V úlohách o stabilitě proudění vazké tekutiny se užívá Galerkinovy metody 
k nalezení charakteristického čísla lineárních okrajových úloh. Vyšetřování 
stability proudění vazké tekutiny proudící mezi dvěma nekonečnými rotujícími 
válci poloměrů a, b (b > a) vede k úloze o charakteristických číslech rovnice 

(2) (L>2 - <%2)3 v(x) = S a 2 \A + — v(x) , a ^ x ^ b , 

s podmínkami 

(3) v =-= 0 , (Z)2 - a 2 ) v = 0 , . L>(L>2 - ÍX2) ?; == 0 

pro x = a, x = b, přičemž L> = -7- ; .4, H, a, a, b jsou konstanty různé od nuly. 

([3], (2.6) a (2.7).) 

Důkaz konvergence Galerkinovy metody pro výpočet charakteristických 
Čísel v uvedené úloze provedeme tím, že dokážeme konvergenci této metody pro 
rovnici 
(4) — (L)2 — of v(x) -f fi p(x) v(x) = 0 
s podmínkami 

] (5a) v(a) = v(b) = 0 , 

(5) (5a) (L>2 - a) v(a) = (X>2 - a) v(b) = 0 , , 
L>(L>2 - a) v(a) = L>(L>2 - a) v(Ъ) = 0 , 

kde D = j - , x e (a, 6), funkce j?(x) e L%(a, b) a číslo a > 0. K tomu stačí do

kázat, že platí předpoklady I. a I I , věty 3 pro rovnici (4) s podmínkami (5). 

P l a t n o s t p ř e d p o k l a d u I. 

Necht M je množina všech funkcí majících spojité derivace do řádu šestého 
včetně v (a, by a vyhovujících okrajovým podmínkám (5). Budiž N množina 
všech funkcí majících spojité derivace až do řádu šestého v (a, 6) a vyho
vujících okrajovým podmínkám (5.J a (52). Podle věty 1 M a N jsou husté 
v L2(a, b). 

Položme 

(p = — Lv , kde L = 7J2 — a , A0v = — L3v , Kv = pv . 
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Podmínka (52) má potom tvar 

(6) cp(a) = cp(b) = 0 , 

přičemž pro v(x) platí (5.J. Dokážeme nejdříve, že operátor A0 je kladně defi
nitní na N. 

Především 

(7) v = - L-> = - JG(x, ř) y(f) d£ , 
a 

kde G(x, £) je Greenova funkce pro úlohu danou rovnicí 

Lv = 0 

a okrajovými podmínkami (5X). Operátor L~J je tedy omezený a integrál (7) je 
Fredholmův operátor se symetrickým jádrem aplikovaný na funkce cp(£) e 

e L2(a, b). J e tedy samodružný (viz [4], § 30). Integrací per partes a podle (6) je 

(A0v, v) = - (LV, v) = - (Lhp, L-hp) = - (Lep, cp) = 
b 

— ~ /(^'V ~ a(p2) ctT = °1M!2 • 
a 

Podle (5j) 
b b 

\\cp\\2 = (Lv, Lv) = /(v"2 + 2cn/2 + <rV2) dx = a2fv2 áx = o2\\v\\2 . 
a a 

Odtud a z předchozí nerovnosti dostaneme 

<8) (A0v,v) ^ y2\\v\\* , y = a]/7>0. 

Operátor A0 je tedy kladně definitní na N. Protože však M c N, je A0 též 
kladně definitní na J í , lze jej tedy podle věty 2 rozšířit na samodružný ope
rátor. 

P l a t n o s t p ř e d p o k l a d u I I . 

Skalární součin 
\u, v] = (A0u, v) 

definuje na uzávěru M prostor H0 s normou 
6 

| w |2 = (A0v, v) = - f(D2 - a)s v .vdx. 
a 

Dokážeme, že operátor Tv — A0
xpv je totálně spojitý v H0. 

Především je 

Tv = JG1(xt f) p(f) t;(f) df , 
a 

kde í?1(,x% | ) je Greenova funkce pro úlohu danou rovnicí 

(I)2 — a) 3 v(x) = 0 , a <,x <Zb 

a okrajovými podmínkami (5). 
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Označme znakem J dvojrozměrný interval J — (a, 6> X (a, 6> a znakem 
C(a, b) množinu všech konečných spojitých reálných funkcí v (a, b}. Nechť Q 
je omezená množina funkcí v(x) v L2(a, b). Existuje tedy číslo Cx > 0 tak, že 
\\v\\ < Cx, když v e Q. Nechť U je množina funkcí u = Tv, kde v e Q. Předně 
U c C(a, h\ 

Dále 

\u\2 < J\v\2 df . f\Gx(x, | ) P($)\2 df < C ^ X 2 , 
a a 

kde 

Ma =- max ^ ( z , | ) | , / V ( f ) | 2 á$ < X2 . 
[íC.fjcJ a 

Funkce z ř7 jsou tedy stejně omezené. Dokážeme, že jsou též stejně spojité. 
Funkce Gx(x, f) je stejnoměrně spojitá v J. K libovolnému e > 0 existuje 

<5(e) > 0 tak, že 

(xx e (a, by, x2 e (a, by, \xx — x2\ < ó(s)) => \Gx(xx, $) — Gx(x2, | ) | < e . 

Potom po každé u a U platí 

(xx e (a, by, x2 e (a, by, \xx ~ x2\ < Ó(e)) => \u(xx) — u(x2)\2 < s2C\X2 . 

Podle Arzelovy věty množina U je normální. ( J A R N Í K , Diferenciální počet, 
kap. VI, § 17.) Operátor T je tedy totálně spojitý ve smyslu stejnoměrné kon
vergence a tedy t ím spíše je totálně spojitý ve smyslu konvergence v průměru 
v L2(a, b). 

Budiž F omezená množina funkcí v(x) v H0. Existuje tedy číslo B0 > 0 
tak, že 

|?;| < H0 , když veF . 
Podle (8) 

N<4=M 
a]/a 

a tudíž 
(9) NI < 4 = B o , když veF. 

a]/a 
Operátor T je totálně spojitý v L2(a, b), lze tedy vybrat posloupnost vn(x) e F 
tak, že 
(10) \\Tvn~~Tvm\\ -+ 0 . 

ti, m—>-oo 

Odhadneme 
\Tvn~~Tvn\. 

Podle definice normy v H0 

\Tvn Tvm\2 = (A0 T(vn - vm), T(vn - vj) = 

= (P{vn - vm), T(vn - vm)) . 
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Odtud a podle (9) a (10) 

\Tvn - Tvm\* ^ \\p\\ . \K - vj\ . \\Tvn - Tvm\\ ^ 

^ ^ \\P\\ . \\Tvn - Tvm\\ -> 0. 
(71/(7 n, m->oo 

Operátor T je tedy totálně spojitý v H0, čímž je dokázáno, že podmínka II . věty 
3 je splněna. Tedy Galerkinova metoda pro výpočet charakteristických čísel 
rovnice (4) s podmínkami (5) konverguje v H0. 
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Резюме 

ПРИМЕНЕНИЕ МЕТОДА ГЛЛЕРКИНА В ЗАДАЧАХ 
ОБ УСТОЙЧИВОСТИ ТЕЧЕНИЙ в я з к о й ЖИДКОСТИ 

ИОСЕФ КОЛОМЫ (Лозе* Ко1оту) 

В ЭТОЙ статье доказывается сходимость метода Галеркина в применении 
к задаче отыскания собственных значений в задачах об устойчивости те
чений вязкой жидкости между двумья бесконечными цылиндрами радиусов 
а, Ь (Ь > а), вращающимся в одном и том же ж в противоположных напра
влениях. 

8 п т т а г у 

АN АРР^IСАТIОN ОЕ САЕЕККШ'8 МЕТНОБ ТО 8ТАВШТУ 
РКОВВЕМ8 ОЕ А 8ТКЕАМ Ь Ш Е У18СОШ ЕЕО№ 

Тозшг Ко^ому 

Тп18 рарег сопйата а ргоо! о! сопл^ег§епсе о! Оа1егкт'8 теЪпос! пэг Ъпе 
са1си!а1лоп ог е1§е1^а1иеа т вЪаЫШу ргоЫетз о!" а кЪгеат Ипе V 8̂еои8 Йол\г 
ЪеЪ^ееп Ь\УО соах]'а1 тйпНе суНпйега го1;а1зт§ т 1зЬе вате ог орро81Ъе сН-
гесыЪш, 
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