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SVAZEK 5 (1960) APLIKACE MATEMATIKY ClsLO 1

UBER EINIGE KRITERIEN DER MONOTONIE
VON EINSCHWINGVORGANGEN IN LINEARSYSTEMEN

VACLAV 1DOLEZAL

(Eingegangen am 1. Dezember 1958.)

In dicsem Artikel sind einige Bedingungen fiir die Laplace’sche
Transformierte, fiir welche die betreffende Originalfunktion monoton
bzw. nichtnegativ ist, abgeleitet. Daneben werden Linearsysteme, die
die Eigenschaft haben, dal3 ihre Reaktion eine nichtnegative nicht-
abnehmende Funktion der Zeit ist, wenn die Stérung von demselben
Typus ist, charakterisiert.

In der Theorie der linearen Wechselstromschaltungen und insbesondere in
der Theorie der selbsttitigen Regelung mul oft festgestellt werden, ob die durch
Wirkung der gegebenen Stérung erregte Systemreaktion eine monotone Funk-
tion der Zeit ist. Dabei ist die Reaktion gewdhnlich durch ihre Laplace’sche
Transformierte gegeben. Diese Transformierte kann jedoch unmittelbar aus der
Struktur, ElementengréBen des betrachteten Systems und der Transformierten
der zugefithrten Stérung ermittelt worden. Deshalb, vom praktischen Stand-
punkt aus gesehen, ist es zweckmiBig, solche Kriterien abzuleiten, die es ge-
statten, direkt aus der Transformierten iber das Verhalten der Original-
funktion Schliisse zu zichen, ohne dic Originalfunktion ausrechnen zu miissen.

In diesem Artikel werden einige solche Kriterien angegeben, die unmittelbar
angewendet werden konnen. Dabei werden nur Linearsystome mit konzen-
trierten Parametern betrachtet, d. h. Systeme, deren Ukertragungsfunktion
eine rationale Funktion ist. Bs wird nicht notwendig sein, die einschrinkende
Voraussetzung zu machen, dall das System passiv ist, d. h. daf} alle Pole der
Ubertragungsfunktion in der linken komplexen Halbebere liegen.

In der Praxis ist der Fall von grofiter Wichtigkeit, in welchem die Storung
snormiert” ist, d. h. wenn sie durch den ,, Einheitssprung® oder durch die
Dirac’sche Distribution dargestellt ist. Infolgedessen werden vorwiegend
Transformierte, die rationale Funktionen sind, betrachtet. Auflerdemy werden
auch Systeme, die die Bigenschaft besitzen, dal}l ihre Reaktion auf eine be-
liebige monotone Storung wieder monoton ist, charakterisiert.



Nach einigen Hilfsiiberlegunen im crsten Teil des Artikels werden zuerst
Transformierte, die ausschliefilich reelle Pole besitzen, studiert, im zweiten Teil
werden auch Transformierte, die daneben komplexe Pole haben, untersucht.

Widmen wir uns also jetzt der Ldsung der eben festgesetzten Probleme.

HILFSBETRACHTUNGEN

Wir bemerken zuerst, dall die folgende, gut bekannte Behauptung gilt:

Wenn f(t) eine reellwertige Funktion ist, die iiberall in <0, c0) die erste
Ableitung besitzt, so ist f(t) in <0, c0) dann und nur dann nichtabnehmend,
wenn in (0, o) f'(t) =2 0 ist.

Offenbar gilt eine analoge Behauptung fiir die nichtwachsenden Funktionen.

Aus dem Folgenden wird ersichtlich sein, daf} es einfacher sein wird, die Be-
dingungen zu untersuchen, bei welchen die Originalfunktion zu der gegebenen
Bildfunktion nichtnegativ ist. Weil die Originalfunktionen, welche betrachtet
werden, die crste Ableitung besitzen, wird diese Aufgabe der Bestimmung von
Bedingungen der Monotonie ekvivalent.

Wir fiihren folgende Bezeichnung ein: Die Funktion F(p) soll auf dem Inter-
vall (o, 00) vollmonoton heillen, wenn F(p) in (o, co) alie Ableitungen besitzt und
dort (— 1) F(p) = 0 fiir k= 0,1, 2, ... ist. (Hier und auch im Folgenden
wird FO)p) = F(p) gesetzt.) Die Menge aller solcher Funktionen wird mit
M(0) bezeichnet. '

Aus dieser Definition ist ersichtlich, dafl wenn F(p) e (o) ist, so ist F(p) e
e M(o’) fir jedes ¢’ > o; aullerdem kann man sich leicht iiberzcugen, dall
folgende Behauptung gilt:

Es sei « irgendeine reelle Zahl, notwendig und hinreichend dafiir, daf3
F(p)e M(o), ist dall F(p — &) e M(o 4 «).

Fiir unsere weiteren Betrachtungen ist folgender Satz wichtig:

Satz 1. Es seien F(p) e M(ay), Fo(p) e M(s,): &y, xp = 0; dann gill:

1) oy Fiy(p) + o Fy(p) e M(o)

2) Fi(p) Fyo(p)e M(c), wo o = max [oq, g,].

Beweis: Die Behauptung 1) ist ersichtlich, deshalb beweisen wir 2). Infol-
gedessen, dall F;(p), Fu(p) in (o, o) siimtliche Ableitungen besitzen, gilt fur
jedes n =2 1 ‘

i) Py = > (1) #0 w #).
k=0
Da aber (— 1)n=+ B =0(p) = 0 fir k ==0,1,2, ..., n ist und gleichzeitig
(= 1)* FP(p) =20, so st (— 1)n Fye=h(p) FP(p) = 0 und folglich auch
(— Iy (Fy(p) Fo(p))™ =20, w. z. b, w.
Jetzt kann schon der Satz, der die Losung der in der Einfithrung des Artikels
festgosetzten Fragen ermdglicht, ausgesprochen werdon.
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Satz 2, Wenn [(t) eine in {0, wo) stetige reelle Funktion ist, fir welche das Lu-
place’sche Integral in der Halbebene Re p = o konvergiert, und wenn mit F(p)
die betreffende Bildjunkiion bezeichnet ist, so gilt: notwendig wund hinreichend
dafir, daf {(t) = 0 9n (0, o) ist, ist dafi F(p) e DM(o).

Auferdem gili: wenn F(p) dic Bildfunktion irgendeiner stetigen nichtnegativen
Originalfunktion ist und F(p) == 0, so gilt (— 1)* F®(p) > 0 fitr pe (o, o),
k=201,2,...

Beweis: Beweisen wir zuerst die Notwendigkeit. Ks ist bekannt (vergl.
[17, 8. 144), daB fiir Re p > o und jedes ganze n = 0

(1) Fo(p) == (— 1)» ]De"“ i f(t) di

gilt; da f(f) = 0 ist, so folgt davaus, dafl (— 1) F™(p) == 0 fiir jedes p e (o, 00)
igt.

Beachten wir gleichzeitig die Tatsache, dall wenn #(p) die Bildfunktiou einer
stetigen nichtnegativen Funktion ist und F(p) == 0, so ist auch f(¢) 2= 0 und

infolgedessen [ e-mign [(t) di = 0 fiir pe (0, o0) (vergl. z. B.[2], S. 46). Damit ist
0

die letzte Behauptung des Satzes 2 bowiesen. Um dic Hinldnglichkeit zu be-
weisen, wird von dem. folgenden Inversionssatz Gebrauch gemacht:

Es sei F(p)in der Halbebene Re p > o die Bildfunktion der stetigen Original-
funktion f(t); dann gilt fur jedes { = O:

@) f(t) = lim ( "A'L)f (é) a [/’(k)(':;) )

[N

{Beziigl. des Boweises dieses Satzes siehe [1], 8. 290.)

Da in unserem. Falle fiir jedes ¢ = 0 und alle geniigend grofle kb (— 1)~.
LAk fty 2= 0 ist, gilt nach (2), dall f(£) == 0ist, w. z. b, w.

Wir bemerken, dafl aus der letzten Behauptung des eben bewicsenen Satzos
folgt, dall im Falle, in welchem. die Bildfunktion F(p) irgendeiner Funktion f(#)
cine Nullstelle auf der reellen Achse in der Kovergenzhalbebene des Laplace’-
schen Integrals besitzt, so kann f(t) in {0, o) nicht nichtnegativ sein. Beispiels-
woise, (p -~ D)/(p -1~ 2)(p -1 3) ist offenbar die Bildfunktion einer Funktion,
" fiir welche das Laplace’sche Integral in der Halbebene Re p > - 2 konver-
giert; da dic Nullstelle -~ 1 e (—2, @), so ist die Originalfunktion in 0, o)
nicht nichtnegativ. Infolgedessen konnen also solche Bildfunktionen aus unse-
ren Betrachtungen ausgeschlossen woerden.

Wir beachten jetzt die physikalische Bedeutung des Begriffes der vollmono-
tonen Funktion. Zu diesem Zwecke orweist sich der folgende Satz als erforder-
lich:
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Satz 3. Es seien P(p), Q(p) teilfremde Polynome mit reellen Kacffizicn{en der
Grad von P(p) sei hichstens gleich dem Grade von Q(p); ferner sei P(p)[Q(p) € M(o).
Wenn F(p) die Bildfunlktion ciner in {0, o) nichinegativen mchtabnehmemlm
Funlktion darstellt,r) so stellt P(p) F(p)/Q(p) wieder die Bildfunkiion einer in
{0, ) nichtnegativen nichtabnehmenden Funktion dar.

Eine dhnliche Behauptung gilt, wenn F(p) die Bildfunktion einer nichtposi-
tiven nichtwachsenden Funktion ist.

Beweis: Wenn §)(p) == const ist, so ist die Behauptung des Satzes offenbar
richtig. Es sei also Q(p) == const. Dann kann man schreiben

P(p) P*(p)

@ op T Q)

wo der Grad von P*(p) kleiner als der Grad von @(p) ist. (Diese Zerlegung ist
offenbar eindeutig.) Man iiberzeugt sich leicht davon, daB u = 0 ist. Wenn
nimlich g << 0 wire, so wire fiir geniigend groBe reelle p P(p)/Q(p) << 0, was
wit der Voraussetzung P(p)/Q(p) ¢ M(s) einen Widerspruch bildet.

Ferner sieht man leicht ein, dall P*(p)/Q(p) € M(0). In der Tat, aus (3) folgt,
dab firn —1,2,3, ...

3(7’\))"")_ (f’f‘_(_?’_))(")
) (Q(p) Q)

ist. Das bedeutet, dall — [P*(p)/Q(p)] ¢ M(o) ist. Nimmt man in Betracht, dal
die Funktion P*(p)/Q(p) = 0 und eine Laplace’sche Transformierte ist, so folgt
aus der letzten Bchd.uptung des Satzes 2, dall [P*(p)/Q(p)]" << 0 in (o, o0) ist,
d. h. daB P*(p)/Q(p) in (5, co) eine abnehmende Funktion darstellt. Wenn jetzt
ein Punkt p, e (0, 00) existioren wiirde, in welchem P*(py)/Q(p,) = 0 wiire, so
wire P*( )/Q( ¢ <2 0 fiir p - oo, was ein Widerspruch ist. s ist also
P*(p)/&(p) > 0 und nach (4) ist P*(p)/Q(p) € M(0).

Ks sei ]etzt F(p)y die Bildfunktion ngeudemm nichtnegativen nichtabneh-
menden Funktion f(¢). Da

P(p) P*(p)

L B (p) = u F(p)

a1 = 1 F @)+ ) Fa
ist, so gilt nach dem bekannten Faltungssatze (vergl. [1], S. 104 —124) fiir die
Originalfunktion @(¢) zu der Bildfunktion P(p) F(p)/G(p)
() (1) = 1 f( +fﬂ~Tden

wo mit ¢(1) die stetige Originalfunktion zu P*(p)/Q(p) bezeichnet ist. Wihlt

) Eine solche Funktion ist beispiclsweise 26!, I -~ e/, Hy(l), wo Hyt) =1 firt = T
Hyt) = 0 fur ¢t = T ist, usw.
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man die Zahlen #,, {5, 0 = #; < ¢, beliebig und bildet man die Differenz ®(t,) —
— @(t,), so bekommt man

(6) D(ts) — P(ty) = plf(ts) — f(E)] + ’f ity — ) plr) dT |

+ (f[f(ta — 1) — f{t; — )] p(7) dr .

Da P*(p)/Q(p) e M(o), ist ¢(t) = 0, und weil f(f) = 0 nichtabnehmend ist, sind
alle Glieder der rechten Seite der Gl. (6) nichtnegativ und infolgedesson ist
D(ty) — D(ty) = 0. Endgiltig folgt unmittelbar aus (5), dall @(f) = 0 in (0, )
ist, und hiermit ist der Satz vollkommen bewiesen.

Wir widmen jetzt einige Zeilen dor physikalischen Bedeutung des Satzes 3.
Wir betrachten zu diesem Zwecke irgendein lineares dynamisches System,
welches aus konzentrierten Blementen gebildet ist, und welches gich unter der
Wirkung irgendeiner Storung () befindet, die in dem Systeme die Reaktion
»(t) hervorruft. Wenn vordem das System im Ruhezustand war, dann besteht
bekanntlich zwischen v(¢) und f(@) die Bezichung V(p) = A(p) F(p), womit
V(p), F(p) die Laplace’sche Transformierte der Funktion v(t) bzw. f(f) bezeich-
net ist, und wo A(p) die sogenannte ,,Ubertragungsfunktion®, die nurvon der
Struktur und den Elementenwerten des Systems abhiingt und die eine ratio-
nale Funktion von pist, darstellt. Wendet man den Satz 3 auf diesen Fall an, so
siecht man ein, daB Systeme, die die vollmonotone Ubertragungsfunktion
besitzen, eine nichtnegative nichtabnehmende Reaktion erweisen, voraus-
gesetzt, daf} die Stérung von demselben Typus war. Diese Tatsache ist ins-
besondere in der Theorie der selbstitigen Reogelung von Bedeutung, wo ge-
wohnlich verlangt wird, die Stérung tiberschwingungslos auszugleichen.

Die eben ausgesprochene Behauptung kann umgekehrt worden. Wenn ein
lineares System die Eigenschaft besitzt, daB seine durch jede nichtabnehmende
nichtnegative Storung erregte Reaktion von demselben Typus ist, so ist die be-
treffende Ubertragungsfunktion vollmonoton. Es geniigt nur, wenn die durch
den Einheitssprung hervorgerufene Reaktion nichtnegativ und nichtabnehmend
ist. Es gilt nimlich folgender Satz:

Satz 3a. Hs sei F(p) eine rationale Funkiion; wenn F(p)|p die Bildfunktion
~ einer in {0, o) nichtabnehmenden nichinegativen Originalfunktion darstellt, so gilt
 F(p) e Wo).

Beweis: Es sei @(t) die in {0, ) stetige Originalfunktion zu F(p)/(p).
Offenbar besitzt ¢(t) in (0, 00) alle Ableitungen. Da F(p)/p eine Bildfunktion
ist, so kann man schreiben F(p) = # + H(p), wo H(p) im Punkte p = oo cine
Nullstelle besitzt. Ferner gilt

1, .
@(0) = Lim p " F(p) = lim F(p) = u .

/
D> P—>a0
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Die Bildfunktion zu ¢/'(¢) ist offenbar F(p) — p. Da @'(f) = 01ist, sogilt F(p) —
— e M(o). Infolgedessen, daB ¢(t) in <0, w) stetig und nichtnegativ ist, gilt
s = ¢(0) = 0. Hieraus laut Satz 1 folgt, dall F(p) e M(o) ist, w. z. b. w.

Ts sel noch bemerkt, daf3 aus der Tatsache, dafl die durch irgendeine nicht-
negative nichtabnehmende Stérung erregte Systemreaktion nichtnegativ und
nichtabnehmend ist, keineswegs folgt, dafl die Ubertragungsfunktion voll-
monoton sein miiBte. In der Tat, fiir die Transformierten @;(p), @,(p) der in
(0, «0) nichtnegativen nichtabnehmenden Funktionen ¢,(f) =, @) =1 —
—sint gilt, daB @y(p) = B,(p)/(p* + 1) ist, wobei 1/(p* -+ 1) keine voll-
monotone Funktion darstellt.

Wir widmen uns jetzt der Ableitung einiger hinreichenden Bedingungen, bei
welchen die gegebene rationale Funktion eine vellmonotone ist, d. h. bei
welchen sie die Bildfunktion einer nichtnegativen Originalfunktion darstellt.
Wir untersuchen zuerst den fiir die technische Anwendung wichtigsten Fall, in
welchem simtliche Pole der betrachteten Funktion reell sind.

DER FALL VON AUSSCHLIESSLICH REELLEN POLEX

Wir fithren folgende Bezeichnung ein: , Der Punkt p, liegt rechts von dem
Punkte p,"* heilit, dall Re p; = Re p, ist. Dann gilt folgender Satz:

Satz 4. Es seien P(p), Q(p) Polynome mit reellen Koefizienten, der Koefizient
bei der hochsten Potenz von P(p) und Q(p) sei positiv; wenn simtliche Wurzeln von
Q(p) reell sind und jede Wurzel pp des Polynoms P(p) irgendeiner Wurzel py des
Polynoms Q(p), die rechts von pp liegt, in der Weise zugeordnet werden kann, daf3
jeder Wurzel py hichstens eine Wurzel pp zugeordnet ist, so ist P(p)/Q(p) auf
trgendeinem Intervall vollmonoton. Daber wird die n-fache Wurzel als n Wurzeln
genommen.

Um den Charakter solcher Wurzelzuordnung, von welcher der Satz spricht,
anschaulicher zu machen, ist auf Abb. 1 ein Beispiel angegeben. Die Wurzeln
von P(p) sind dort mit Kreischen, Wurzeln von Q(p) mit Kreuzchen bezeichnet.

Beweis: Beachten wir zuerst, dal a/(p - b) e M(— b) ist, falls o = 0,
woraus auch (p + ¢)/(p 4+ b) e M(— b) fiir ¢ = b folgt. Fir die rationale
Funktion P(p)/@(p) kann man schreiben
A1l (p + a) W [(p + B> + 3]

g an = Twto)

wo A > 0, y; > Ound wo ,, f,, 6, reclle Zahlen sind (im Allgemeinen brauchen
sie notwendigerweise nicht alle verschieden zu sein). Nach der Voraussetzung
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des Satzes kann man solche Nummerierung aller Wurzel finden, dafl man (7) in
folgender Form schreiben kann

’ P(p) Tl 7T + y3
8 S *4 e - — T —— LA
(®) @(p) H P &k E P (p -+ o)) p 1)
wobei 7, n, m = 0, &; =2 05, f; = 05, f; = »; ist. AuBerdem gilt
(£ B2 i _ptls P f Vi

O P~ e T e e e T A

2-fach
I
i
! \ ™
/’\ i AN
1 1 V
it e} y o
I 3-fach A
2-fach ! :
i i
I}
;/ p-Ebene
2-fach
Abb. 1.

Da die Briiche, die auf der rechten Seite der Gl. (9) stehen, auf irgendeinem
Intervall vollmonoton sind, ist nach Satz 1 auch @ ,(p) vollmonoton, und des-.
halb auch P(p)/Q(p), w.z. b. w.

Wir bemerken, daf} in dem eben bewiesenen Satze zwei folgende Spezialfiille
enthalten sind:

a) Wenn C > 0 und Q(p) == const ein Polynom mit ausschlieflich reellen
Wurzeln und positiven Koeffizient bei der hochsten Potenz ist, so ist C[Q(p) auf
irgendeinem Intervall vollmonoton und stellt die Bildfunkiion irgendeiner mcht—
negativen Originalfunkiion dar.

b) Es seien P(p), Q(p) Polynome mil ausschlieflich reellen Wurzeln, die
Koeffizienten bei der hochsten Potenz seien positiv, und der Grad von P(p) sei wm
eins kleiner als der Grad von Q(p). Wenn zwischen je zwei nebenliegenden Wurzeln
von Q(p) gerade eine Wurzel von P(p) liegt, so ist P(p)/@(p) vollmonoton und stellt

_die Bildfunktion irgendeiner nichinegativen Funktion dor.

Die Behauptung b) bedeutet physikalisch beispielsweise, dafl der Schein-
widerstand jedes RC-Zweipols eine vollmonotone Funktion ist.

Wir fithren jetzt Beispiele, die die Anwendung des Satzes 4 illustrieren, an.

Beispiel 1. Man soll entscheiden, ob die folgende Ubertragungsfunktion
F(p) vollmonoton ist.

. Pt 12p% 4 56p - 120p -+ 100
Fp) = P54 L1p* - 62p% |- 70p® + B53p | 15 -
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Bezoichnet man mit #; die Wurzeln des Zihlers, mit y; die Wurzeln des Nen-
ners von F(p), so bekommt man leicht folgende Werte:

By =@g= — F b d, By=ay = — 33—, Y=Yy =1Yy=—1

Offenbar kann man jede Wurzel a; der rechtsliegenden Wurzel y, folgender-
mafen zuordnen x, >y, Ty — Yy, Ty — Ya, T, = Yy, und da jeder Wurzel g,
hochstens eine Wurzel 2, zugeordnet ist, so gilt F(p) e M(— 1) .

Boeispiel 2. Man soll feststellen, ob die folgende Funktion G{(p) die Bild-
funktion irgendeiner monotonen Funktion darstellt.

— p* — Tp3 — 14p? — 3p -} 11
po o Spi | 22 | 2pt T p
Bezeichnet man mit ¢(t) die Originalfunktion zu G(p), so besitzt ¢(t) in
£0, o0) bekanntlich alle Ableitungen. Fiir die Bildfunktion H(p) der ersten
Ableitung ¢'(f) gilt H{(p) = p Q(p) — ¢(0). Nach dem Tauber’schen Satze
(vergl. [1]) gilt jedoch ¢(0) = lim p G(p) = — 1. Durch das Kinsetzen be-
D—sc0

Glp) =

kommt man
3| 8p2 | 21p -+ 20
H(p) = pG(p) + 1 P op P

TPt RSk 22 2y 19
Wie schon oben erwihnt wurde, hinreichend dafiir, dal} g(t) nichtabnehmend
ist, ist g'(¢) = 0, und deshalb geniigt es die Funktion H(p) in Betracht zu
nehmen. Nach einigen Zwischenrechnungen bekommt man folgende Wurzeln
des Zihlers — 2 + 4; — 4 und Nenners —1; —1; —3; —3. Ordiiet man — 2 |
Lg——1,—2—4-—=—1, -4 - — 3 zu, so handelt es sich offebar um die
im Satze 4 besprochene Zuordnung und deshalb ist g'(¢) = 0. Folglich ist g(¢) in
(0, o) eine nichtabnehmende Funktion.

Wir bemerken, dal} die in Satz 4 enthaltenen hinreichenden Bedingungen
keineswegs notwendige sind. Man kann sich leicht davon iiberzeugen, dal bei-
spielsweise (p -+ 1)(p -+ 2)/p(p + 3) e M(0) ist. In diesem Falle ist Satz 4 keiner
Entscheidung fithig. Wir leiten also noch ein anderes Kritorium ab. Es gilt fol-
gender Satz:

Satz b. Hs sei

n m
n

Fp) =+ D > AL 20, f<p<f f
FA\p) = X “"*}"_f.y “020, ]_<2<ﬁ3<':< n s
S (b B
wenn fir k=1, 2, ..., m folgende Ungleichungen
(10) 2221;) =0 far r=12...,n
i=1
befriedigt sind, so gilt F(p)e M(— B,).
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Zum Beweis machen wir von dem gut bekannten Abel’schen Lemma Ge-
brauch:

Wenn A;, &, reelle Zahlen sind, & = ¢, = & = ... = &, = 0 und fir k =
= 1,2, .., n die Ungleichungen A, - 2, - A = A erfullt sind, so gilt
Avey F Ages + ...+ e, = Aey.

In der Tat, fiir n = 1 ist das Lemma richtig. Wenn » > 1 und man s, ==
= Ay + Ay + ... -+ A setzt, so kann man schreiben

+ I

S = A& F Aoty £ .o ApE, = 818, - (S~ 81) €5 -
+ (85— 85) &5 oo (Sy — Sumq) €, = Si(E; — Ea) - suley — &) ol -
"7' Sn— 1( Epy gn) 'lh Snép - :

Hieraus folgt
s = Aey — &) + A(eg — 83) + oo+ A(ey_y — &) & Ae, = Aey,
w.z. b, w.
Wir beweisen jetzt Satz 5. Fiir jedes p > — fyund jedes k = 1, 2, ..., m gilt

! R S om0
(P+P’)“’/ (p - Bo)E+T (p+ﬂ)lr+r > =U.

Nach der Voraussetzung (10) und nach dem Lemma gilt fir k= 1,2, .., m

und jedes » = 0, daB
" A0 )
R =0 1ist.
g_; (p -+ B )+ —

Addiert man diese Ungleichungen fir £ = 1, 2, ..., m und fir r = 0, bekoramt
man
" /'l"") )
F(p) = 5 —- = 0;
Zl & (v B

durch Multiplikation der k-ten Ungleichung mit der Zahl k(k + 1) ... (k -
+ r — 1) und durch Addition ergibt sich

(k +r— 1) A '

Tt — (— 1) (D) >0
Z Z k=0t gy (TN =0,

k=174=
" und deshalb ist I(p)e M(— p), w. z. b. w.
Wir beachten, daB im Falle, in welchem die Pole der Funktion F (p) einfach
sind, die Bedingung (10) der Bedingung
(11) > ResF(p) =0 fir r=1,2,...,»
1 -p

gleichbedeutend ist.

>
w



Fiir das oben angefiihrte Beispiel der Funktion G(p)= (p + )(p + 2)/
[ p(p 4 3) bekommt man oy = 1; 'H(?s G(p) = 2/3, Res G(p) = — 2/3, sodal
-3
(11) befriedigt ist und wirklich G(p) € IM(0) ist.
Wir bemerken, dal der eben bewicsene Satz keine Vera]lgemeinerung des
Satzes 4 darstellt. Das beweist das Beispiel der Funktion H(p) = 1/p(p - 1).
. (p - 2), die laut Satz 4 vollmonoton ist, fiir welche jedoch Roes H(p) = 1/2;

Res H(p) = — 1; Rcs H(p) = 1/2, sodall (11) nicht erfiillt ist und infolge-
-1

dessen ist Satz 5 kemer Entscheidung fihig.
Anschaulichkeitshalber fithren wir ein Beispiel, das die Anwendung des
Satzes 5 illustriert, an.

Beispiel 3. Es sei

3 2 1 1
M=t i 52 s Tp e
2 1 1 ,
M7 R T R S i

+ 4 ) 1 3
(p+102 (p+3PF (p+4)p2°
Da hier 320, 3—-22=20,3—-2—120,3—2—-1+4+12=0 ist und
analoge Ungleichungen fiir die Koeffizienten bei den zweiten und dritten Po-

tenzen gelten, ist F(p)e M(— 1).
Wir widmen noch einige Worte einem Spezialfall des Satzes 5, der wegen
seiner Einfachheit gewisse Bedeutung fiir die Anwendung hat. Es gilt:

Satz Ba. Es sei P(p) = p* + ap® + asp + a5 Q(p) = (p + (@ + Bs) .
AP+ Ba); By < Ba < B Wenn P(— ;) > 0, P(— ;) =0 und a; = By +
-+ Ba + By ist, so gill P()/Q(p) € M(— By).
Beweis: Da Q(p) > 0 fir p > — f, ist, gilt offenbar Q'(— f1) > 0,
Q'(— B2) < 0; weil
Ay = Rgs P(@)[Q(p) = P(— B)/Q(— B.),

so ist 4, > 0, 1, = 0. Dem Residuensatz nach gilt weiter

L[ (Pw)
Bt h =g @@“WW
[p[=r

sobald 7 > max |f,/. Da aber p(P(p)/Q(p) — 1)~ a; — B, — ps — B fiir

i=1,2,3
p — o gleichmiBig nach arg p, bekommt man

1 P(p) g — Be— B
21—1[(@7}7—)_~ 1) dp > a; — By — Bs — B

|1)!ar
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firr —> o0, sodaB A, 4+ A, + Ay = a, — P — By — B3 = 0ist. Weil 2, > 0 und
A+ Ay > 0 ist, gilt laut Satz 5, dab P(p)/@(p) € M(— B,) ist, w. z. b, w.

Wir widmen uns jetzt der Ableitung von Kriterien fir die Fille, in welchen
dic betrachtete Hunktion auch komplexe Pole besitzt.

DER FALL VON KOMPLEXEN POLEN

Vor Allem ist klar, dal der Fall, in welchem eine vollmonotone Funktion
ausschliefSlich komplexe Pole besitzt, nicht moglich ist. Sinngemill kann man
sich leicht davon tiberzeugen, daB eine vollmonotone Funktion einen soichen
komplexen Pol, von dem rechts kein reeller Pol liecgt, nicht haben kann.

Die Richtigkeit dieser Behauptungen kann man beispielsweise folgender-
maBen einsehen: Ks seien P(p), @(p) Polynome mit reclien Koeffizienten, deren
Koeffizienten bei der Hochstpotenz positiv sind und dabei sci der Grad von
P(p) hochstens gleich dem. Grade von @(p). Wenn P(p)/Q(p) ¢ M(o) ist, dann
gilt P(p)/Q(p) = « -+ P¥(p)/Q(p), wo x = 0, die Funktion P*(p)/Q)(p)e M(o)
und die Bildfunktion irgendeiner in (0, c0) nichtnegativen Funktion f(¢) dar-
stellt. (Die Richtigkeit dessen wurde schon héher erwiesen.) Hitte jetzt die
Funktion P(p)/€(p) mindestens einen solchen einfachen komplexen Pol, von
welchem rechts kein reeller Pol liegen wiirde, so enthielte f(¢) das Glied

m
g(t) = Y et{A,cos wt + B;sinwit}, o, >0, m=z1."
i=1

(Offenbar besitzen P(p)/@(p) und P*(p)/Q(p) dieselben Pole.) Dabei wiire fiir
die anderen Glieder von f(t), die die Form

t"e‘lkt{Ak cos 2,4 4 B, sin 2,4}

haben, 7, > £ Das bedeutet jedoch, dall fiir irgendwelche, geniigend grofle ¢
f(t) << 0 wiire, was ein Widerspruch ist.

Beachten wir zuerst zwei einfache Spezialfille, und dann leiten wir ein allge-
meineres Kriterium ab. Miihelos kann folgender elementare Satz bewiesen
werden: :

Satz 6. Es sei

i) — P T o) F0(p A &) e
PO = Fp af + otip T a%)

wo x = x* > 0. Wenn

(12) ¢c=0, 2ac = adew? | b2,
tst, so gilt F(p)e M(— a*).

Um diesen Satz zu beweisen, betrachten wir folgende Funktion

2 bp 4+ ¢ 1 ¢ (aw? — ¢) 4 bew?
(13 Gy — 2 b +e 1 e plaw —¢) 4 bo
! D= T p et T )

ps
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Offenbar stellt G(p) die Bildfunktion der Funktion

¢ (L() —c b
gty = -5 + 7 cos of -+ — sin ot
w CU w

dar. Ferner gilt

2 ¢ b 2 p2 1
. [aw c . ao’ c
min | —-———— c08 wt + -~ gln wt} = — - } —f =
te<0,0) w w ) w? w?

1 1
=— [ 4 wi(a?w? - b2 — 2ac)]*.

Wenn die Zahlen a, b, ¢, w die Ungleichungen (12) erfiillen, so ist min (...) =
té((),ao)
= — ¢/w?, und deshalb ist g(f) = 0. Hieraus folgt laut Satz 2, dafl ¢(p) e M(0)
ist und infolgedessen ist
afp + «)® -+ b(p + «) -+ M
T M(— ) 5
(b 4 2 T orlip ) )

multipliziert man diesen Ausdruck mit der Funktion (p - x)/(p -+ a*)e
e M(— a*), wo o = o* ist, bekommt man F(p) und nach Satz 1 gilt F(p)e
€ M(— «*), w. z. b. w.

Weiter gilt folgender Satz:

Satz 7. s set

n

. 1 (p*a)OJb_a‘c.
F(T))ip%—oj*ﬂ(p—l-a) + b2’

wenn o« = oF und 0 < by < a; < b, <ay,<...<<b,<<a, ist, so gill F(p)e

€ M(— a*).
Bev& eis: Wir betlach‘ccn “die Funktion @(x) = P(x)/Q(x), wo P(x) =

W

= H x 4 a}), Qx) = 1 [ |- b}) ist, und wo die Zahlen «,, b, der Ungleichung

des Satzes 7 geniigen. Schreibt man @(x) = 1 - ZA,L v + by), sieht man leicht

ein, dal} 7, > 0 ist. In der Tat, es gilt 1, = P(— bz)/Q (— b}) und da zwischen je
zwei nebeneinanderliegenden Wurzeln des Polynoms @(x) gerade eine Wurzel
des Polynoms P(x) liegt, gilt P(— b, ) P(— b)) < 0 fir k= 1,2,...,n — ].
Aus dem Rolle’schen Satz folgt in gleicher Weise, dafl @'(— b3, ) @'(— b}) <

ist, sodaB ;... 2, > 0, d. h. daf} alle 4, dieselben Vorzeichen besitzen. Da a.bex
P(z) > 0 tir > — af, und Q'(— b}) > 0 ist, gilt 4; = 0 und infolgedessen
auch A, > 0 fir b = 1, 2, ..., n. s gilt also

. m_ggalc . /’{Ic -
(14) w(p) ,,171,2—1)2" +2 ot gy O
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Setzt man in dem Satze 6 x = a* = a = b =0, ¢ = 1, sind seine Voraus-

setzungen erfiillt und man hat 1/p(p? + @?*) € M(0). Dem Satze 1 nach gilt
also p(p) e M(0). Ersetzt man endgiiltig in (14) p nmit p + « und multipliziert
mit (p + &)/(p + &%), erhilt man F(p) e M(— «*), w. z. b. w.

Bemerkung: Es ist klar, daB in konkreten Fillen der Untersuchung von
Funktionen alle abgeleiteten Kriterien, nicht nur das eine, angewendet werden
kénnen, vorausgesetzt, daf3 die betrachtete Funktion in dem Sinne passend
zerlegt werden kann, dall Satz 1 fiir eine solche Zerlegung anwendbar ist.

Beispiel 4. Man soll entscheiden, ob folgender Ausdruck F(p) die Bild-
funktion einer monotonen Funktion darstellt.

; 2p‘3——p +4p—bp—8p~8
F S TR - AT
P = pHpt - 4p® £ 3) ’

Hierist p F(p) — 2 fiir p — o0, sodaB fiir die Bildfunktion G(p) der Ableitung
f'(t) der Originalfunktion zu F(p) gilt

b4 p* 4 6p® - 6p® { 8p -8

G(p) = pF(p) — 2= e ]3“( " _{_ 4j’9§—4‘_' ’5‘*' —
durch Zerlegung folgt
(» + D{p* )(P +4)
— @ B NAY ]
0= gt i A

Da (p - 1)/pe M(0) und da laut Satz 7 (p* -+ 2)(p2 + 4)/p(p? +- 1)(p* - 3) e
e M) ist, gilt — F(p)eM(0) dem Satze 1 nach, und infolgedessen
ist f'(£) = 0. Die Funktion f(f) ist also in <0, o) nichtwachsend.

Fir die Ableitung des allgemeineren Kriteriums fihren wir folgende Be-
zeichnung ein:

Es sei P(x) das System simtlicher Funktionen G(p), die folgende Kigen-
schaften besitzen:

1) G(p)ist eine rationale Funktion mit reellen Koeffizienten, die in der Halb-
cbene Re p > « keine Pole hat,

2) Re G(p) > 0 fir Re p > o.

Doem Leser ist gowil klar, daB fiir & = 0 das System P(0) mit dem Systeme
» der aus der Netzwerktheorie gut bekannten ,,positiv reellen Funktionen® iden-

tisch ist.
Aus der eben ausgesprochenen Definition ergeben sich unmittelbar folgende

einfache Behauptungen:

a) Wenn G(p) e V(x) ist, so gilt G(p)eV(P) fur p > x.
b) Notwendig und hinreichend dafiir, dafp G(p) € V(x), st dafi G(p + 1) e P(O).

- - . . L4 .
Jetzt kann schon das Kriterium angefiithrt werden:
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Satz 8. Wenn G(p) e W) ist, dann ist G(p)/(p — )% e M(x) wnd G(p)/(p — «)?
ist die Laplace’sche Transformierte.?)
Zum Beweis dieser Behauptung wird von folgendem Hilfssatze Gebrauch

gemacht: .
Wenn H(p) e P(0) ist, so gibt es Zahlen A, Agy Agy Aoy ooy A 220, 0 <Z 0y <<

<< wy < ... << o, wnd cine reelle Funkiion R(w), sodaf fir Re p > 0

n

y A R(w ) dw

15 H(p) = dop + =2 4 O v
(15) (p) 7 Tp FZP“JFCUZ F— )2+(u1

B 0

gilt, wobes

1) R(w) = Re H(iw) fir jedes o # 0, o,

2) R(w) = 0,

3) das Integral in der Gl. (15) konvergiert absolut und gleichmifig nach p in
jeder abgeschlossenen Menge, die innerhalb der Halbebene Re p > 0 liegt.

(Beziiglich des Beweises dieses Satzes vergl. [3], S. 781.)

Beweisen wir jetzt Satz 8. Setzt man H(p) = G(p + x) « P(0), so kann man
mit Hilfe der (}1. (15) schreiben

Hip) 2o\ o , . _2 f Bw) do

Bekanntlich gilt ,/p, 20/1)3, A:/p(p* - @) e M(0). Man iiberzeugt sich leicht
davon, daBl auch @(p) e M(0) ist. s gilt namlich

dr*d(p) 2 dr 1 o )
(17) wﬁd«pk - = f dpk ( {7F;/)T&j R((I)) d.(l) s ]!/ = 1, 2, e

In der Tat, fiir jedes k = 1 konvergiert das Integral auf der rechten Seite der
Gl. (17) gleichmiBig in Jeder abgeschlossenen Menge, die innerhalb der Halb-
ebene Re p > 0 liegt, da

dr ( 1 ) _ Py(p, »)
p(

dp* \ p(p® + ©?) PP | @)t
ist, wo Pu(p, ) das Polynom, das in p sowie in @ hochstens 2k-ten Grades ist,
darstellt.
Da aber

0

1%

k
dp* \p(p? | »?)
2) Handelt es sich in den Anwendungen um die Untersuchung von passiven Systemen,
s0 haben die betrachteten Funktionen keine Pole in der Halbebene Re p = 0. Werden
jedoch Systeme mit aktiven Ilementen, z. B. mit Klektronenréhren, Transistoren usw.,
untersucht, ist dies nicht der Fall und deshalb wurde das allgemeinere System P(«) an-
statt P(0) eingefiihrt.
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tir jedes w = 0, p > 0 ist und auBerdem R(w) = 0 gilt, crgibt sich un-
mittelbar, dafll @(p)e M(0) ist, woraus H(p)/p?e M(0) folgt. Hieraus ist
Hip — )| (p— )= QD) | (p — x)2 e M), w. 7. b. w.

Wir widmen jetzt die Aufmerksamkeit der Frage, wie man am einfachsten
feststellen kann, ob irgendeine Funktion dem Systeme P(x) angehort. Da die
Ikvivalenz G(p) e P(x)<>G(p - &) e P(O) gilt, kann man sich nur auf das
System P(0) beschrianken. Was des Systems 9(0) anbelangt, kann man folgen-
den Satz beweisen:

Satz 9. Ks sev F(p) = P(p)/Q(p) == const, wo P(p), Q(p) reelle Polynome sind,
awelche positive Koeffizienten bei der hochsten Potenz besitzen, und der Grad von
P(p) sei hochstens wm eins grofer als der Grad von Q(p). Wenn

1) F(p) keine Pole in der Halbebene Re p > 0 besilzt,

2) etwaige auf der Imagindrachse liegende Pole von F(p) einfach mit reellen
Residuen sind,

F(p) « 9(0).
Beweis: Fiir F(p) kann man offenbar folgende Zerlegung schreiben

1 N hg 2hip

(18) F(py = hap + “?5 + LZL p“’:lg_wf + G(p),

wo h, ho, b, = 0 und wo G(p) keine Pole in der Halbebene Re p = 0 und im
Punkte p = oo besitzt. Weiter ist ReG(iw) = ReF(iw), @ =+ 0,0,. Da G(p)
in der Halbebene Re p > 0 regulir und in der abgeschlossen Halbebene
Re p = 0 stetig ist, gilt nach dem Maximumprinzip, daB Re G(p) > 0 fiir
Re p > 0 ist, d. h. G(p) e P(0). Ferner ist klar, daB auch die anderen Glieder
der rechten Seite der Gl. (18) dem Systeme 9P(0) angehdren, womit der Satz
bewiesen ist.

Wir machen den Leser noch darauf aufmerksam, daBl die Feststellung der
Giiltigkeit der Bedingung 3) in Satz 9 vorzugsweise durch Ermittlung der
Wurzeln eines gewissen Polynoms geschehen kann, was fitr die Losung von
konkreten Fillen wichtig ist. Es gilt namlich folgender Satz:

Satz 10. Es seien P(p), Q(p) teilfremde Polynome mil recllen Koeffizienten,
my(p), my(p) die geraden Teile, n,(p), ny(p) die ungeraden Teile von P(p) bzw.
von Q(p). Es sei K(p) = my(p) mu(p) — ny(p) ny(p), (was ein gerades Polynom

“ist). Wenn 1) K(p) = 0 oder 2) K(p) > 0 fir p% - — o0 ist und wenn K(p),
als Polynom von p® betrachtet, keine negativen Wurzeln ungerader Multiplizitis
besitzt, so gilt Re P(iw) | Q(iw) = 0 fir jedes reelle w, iw + der Wurzel von Q(p).

Beweis: Fir jede von der Wurzel des Polynoms Q(p) verschiedene Zahl p

kann man schreiben

Pp)  my + 1 my — 0y (mymy — nyny) + (namy — nymy)

Qp) — my -+ my my—~my mj — n
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Offenbar ist K(p) = m(p) mo(P) — ny(p) nalp) ein gerades Polynom, Weiter
gilt
. P . . . . .
sign Re Qé‘zg; == sign (M, (i) my(ia) — n,(iw) n,(in)) ,
w reell, iw =+ der Wurzel von Q(p). (my(iw) ist nimlich reell, sodal mi(im) >0,
ny(iw) rein imaginiir, infolgedessen — n3(iw) = 0 ist, also mi(iw) — ni(in) > 0
gilt; sinngemil ist n,(1w) my(tw) — ny(tw) my(iw) rein imaginir.)

Nach der Voraussetzung des Satzes kann man schreiben

(19)

k

1—[ (P> — pta) qrz;.ﬂ(Pz - ”j)ijn[(Y)Z — oy — PP — & i),
i i

wo ji, == 0, v; << 0, f; > O ist.

Wenn « = 0, ist der Satz offenbar richtig. Es sei also « =+ 0. Es ist aber
— w2 — u, 20, (— w2 — v;)? = 0fiir alle reelle w. Das Glied (p? — «; — i8,) .

L (p? — «; +4f,) ist fur p = dw gleich (— «)? 4 B> 0. Info]gedessen
besitzt K(iw) immer dasselbe Vorzeichen fu] alle w, und dd. K(p) > 0 fir
Pt — — oo ist, d. h. K(iw) > 0 fiir m? — oo, so gilt K(iw) = 0 fir alle w, womit
der Satz bewiesen ist.

Zum Schiuf fiithren wir ein Beispiel, das die Ausnutzung der Sitze 8--10
erliutert, an.

Beispiel 4. Man soll feststellen, ob die folgende Funktion #(p) vollmonoton
ist:

PPt + PP+ 3+ p -+ 2)

Versuchen wir, ob G(p) = p% F(p) ¢ P(0) gilt. Leicht sieht man ein, dal der
Nenner von G(p) in (p? -+ 1)(p* + p - 2) zerlegbar ist, sodal G(p) keine Pole
in der Halbebene Re p = 0 besitzt, und die Pole in den Punkten 4- ¢ einfach
sind. Nach einigen Zwischenrechnungen bekommt man

-+ 5 +1
F(p) — PP AP 3 Sp

Res G(p) = Res G(p) = 1/2 > 0.
Es bleibt noch iibrig festzustellen, ob Re G(iw) = 0 ist, was mit Hilfe des
Satzes 10 durchgefithrt wird. Hier ist
K(p) = (p* 4 3p* 4 1)(p* + 3p* + 2) — (p* + 5p° + 5p)(p® + p) =
— 2Apt 41

Offenbar ist K(p) > 0 fir p* — — o0, und die einzige Wurzel p? -— — 1ist ge-
rader Multiplizitit, sodaB Re Giw) = 0 ist. Laut Satz 9 gilt also G(p)e D(0),
und nach Satz 8 ist endgiltig G(p)/p* = F(p) e M(0).
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Souhrn

O NEKTERYCH KRITERIICH MONOTONNOSTI ODEZVY
LINEARNICH SYSTEMU

VAcrAav DOLEZATL

V dlanku jsou odvozeny nékteré postadujict podminky, za kterych odezva
linearni soustavy se soustfedénymi parametry, vyvoland danym popudem, je
monotonni funkef resp. neméni své znaménko. Jezto odezva je obvykle déna
svym Laplaceovym obrazem, jsou stanoveny podminky pro obraz, za kterych
piisludny original je neklesajici resp. nezdporny. K tomu cili je zaveden pojem
totdlné monotonni funkee a je ukizdina jeho souvislost s nutnymi a postaduji-
cimi podminkami pro nezdpornost originalu. Na zdklad¢ vlastnosti totélné
monotonnich funkei jsou pak odvozena nékters bezprostfedné pouzitelnd kri-
teria nezapornosti originalu a zaroven jeo ukazdino jejich uZiti pro vysetieni
monotonnosti origindlu. Pritom je oddélené sledovan piipad, kdy vySettovany
obraz ma vyhradné realné pély a piipad, kdy piistupuji i pély komplexni.
Konetné jsou v élanku charakterisoviny soustavy, jejichZ odezvy jsou nezé-
pornymi neklesajicimi funkcemi, byly-li popudy téhoZ typu; je dokazano, e
tato vlastnost je ekvivalentni tomu, Ze jejich ptenosové funkee je totédlné mono-
tonni. PouZiti vylozené teorie je ilustrovino numerickymi ptiklady.

Peswowme

O HERKOTOPBIX TIPNSHAKAX MOTIOTOTTHOCTU OTIJIMEIA
JIMTIERTIBEN CHCTEM

BAIIJTAB JIOJIESRAJL (Viclav Dolezal)
B eratpe BLIBOJATCH HCKOTOPBIC [IOCTATOYNLIC YCIOBHsE (5T TOrO, UTOOLI
OTIIMK NUHCHHOI CHCTEMBI ¢ GOCPCOTOMCIIBIMIL 1IAPAMCTPAMI, BLI3BAHLIL

HannpM BO3OYIRACHUCM, OBIT MOIOTOHNHON ¢QyNiImel uwnt ke utofnl on e
MemsI sHaka., Tar Kaw oriinik o0BLIKHOBEIHO 3ajaH CBOLM H300paReHUeM
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Jlaraca, yeranosaennt B padore YeloBus, HajaraeMbic Ha u3obpazkenue, npn
BLITTOITHC UMM KOTOPBIX COOTBCTCTBYIONA OPUIMHAI SIBJSIOTCST HOYOBIBAIOIIM
wiy sre HeorpunatespibiM. G 3TOI HeJibI0 BBOIUTCA TIOHSTHE ITOJTHO MOHOTOM-
HOH (JYHRIUE M IORA3BIBACTCA CI'O CBARL ¢ HEOOXOIMMBIMIL i JIOCTATOUYHBIMM
YCJIOBUSIMU JUTH HEOTpUIaTelbHocTH opurunana. Mexoms us ¢BOHCTB HOIHO
MOHOTOHHLIX QYHKIUMHA, BHIBOAUT aBTOP HEKOTOPLIC HCIOCPEACTBCIIHO MPAIIOHKI-
MDBIC NIPHBHAKU HEOTPUNATEILHOCTY OPHIHUAJA W 0JHOBPEMCITHO OH ITOKA3BIBALT
X TpHMeHNCHUEC NPH WCCHEJOBAHWU MOHOTOHHOCTH opuruuamna. llpm sTom
MCCIENYIOTCS B OTACHBHOCTH CIyYaM, KOTJA paceMarpunaemMoc uszolpaskeHme
MMEeT NCKIOYNTCHLHO HCUCTBHTEIBHBIe HOJIOCH 1 KOIjla BECTPCYACMEST M ¢ KOM-
miIeKeHBIME Dosocami. [laxowen, B cTaThe Jacress XapaKTCPUCTHKA CHCTEM,
OTHITTRY KOTOPHIX ABISHOTCH HEOTPHLUATCALIBIMI HEYOHBAIOMNMY ()Y HRIMUAMA,
CCITN TOALKO BOZVAeIe 0610 TOO JKe TUIIA; JI0Ka3ano, YT0 3T0 ¢BOHCTRO CH-
CTCM PaBHOCHILHO TOMY, YT0 MX Hepejiarovnas GYHKIUA 1oJIe MOHOTOMNA.
IMpuMencrne uamoKeEHOI TCOPUH MILNOCTPUPOBAIIO Ha YMCJICHHBIX NpUMepax.

62



		webmaster@dml.cz
	2020-07-01T21:36:16+0200
	CZ
	DML-CZ attests to the accuracy and integrity of this document




