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SVAZEK 5 (1960) APLIKACE MATEMATIKY CisLo 2

CLANKY

KONCENTRACE NAPETT Vv OKOLI OTVORU

JArROSLAV DVORAK

(Doslo dne 9. dervna 1958.) .

V élanku jsou pfehledné uvedeny nejnovdjsi poznatky o konecentraci
napdti v okoli otvort a o jejich aplikaci v technické praxi. V jednotli-
vych odstaveich ¢ldnku se zabyvdme vidy souborem problémii, jez
jsou charakterisovdny uréitym znakem nebo vlivem jistych velidin,
napi. tvarem vyseti'ované oblasti, tvarem hranice otvorfi, vlivem ani-
sotropie materidlu, po pripadé vlivem pfestoupeni meze pruznosti
apod. V nejdilezitéjsich pripadech jsou pak uvedeny formulace jed-
notlivych zdkladnich problémt pruznosti, jsou vyloZeny principy
pouzitych metod fedeni a uvedeny nejzdvaindjsi vysledky.

1. UVOD

V soudasné dobd se ve zvySené mire poZaduje, aby viechna inZenyrskd dila
sphiovala spoleény poZzadavek: byla dostatedné pevnd a stabilnf p¥i minimélni
spottebé materidlu, z néhoz jsou zhotovena.

P¥i navrhovani stavebnich, strojnich, dilnfch & jinych zaiizeni, musi projek-
tant ¢i konstruktér brat v iivahu fadu riznych faktori. Jednim z nich je faktor
koncentrace napéti v okoli otvort rovinnych nebo prostorovych konstrukénich
prvki.

V tomto ¢linku bychom chtéli shrnout nejzédvainéjsi a nejnovjsi préce
z tohoto oboru a zhodnotit dosazené vysledky jak po strance technicko-inZe-
nyrské, tak i po strance teoreticko-matematické. Cheeme tim upozornit jednak
praktiky na soudasny stav poznatkil o téchto otdzkich s uvedenim piisluiné
literatury, jednak matematiky na problémy dosud nevyfeSené, po piipadé na
neiplnost stavajicich fFeseni.

Poznamenejme, ze se budeme zabyvat pouze ilohami rovinnymi, tj. otdzka-
mi koncentrace napéti v okoli rovinnych prvka. Pii tom si budeme viimat
vysledkt uvefejnénych od roku 1951 do soudasné doby. Vysledky praci z doby
pied rokem 1951 jsou s dostatednou aplnosti shrauty v knize G. N. Saviva [83].
" Koncentrace napéti v zatiZeném konstrukénim prvku vlivem otvoru mi
lokélni charakter. Je-li tedy zatiZeny prvek dostatedns velky (nebo obracend,
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otvor dostatetné maly), mlzeme tento prvek nahradit nekoneénou rovinou,
cok také vétsina autord &inf. V pipadech, kdy tomu tak neni, napf. otvor je
umistén pobliz piimkového okraje, nahrazuje se prvek polorovinou, polopasem
nebo nekoneénym pasem. Pritom se vidy predpokladda material prvku homo-
genni.

Pokud jde o otvory, budeme z matematického hlediska uvazovat zvlast
otvory s dostatedné hladkou hraniéni kiivkou, tj. otvory bez Ghlovych bodd,
a zv1ast otvory s hraniéni k¥ivkou po édstech hladkou, tj. otvory s thlovymi
body.

V dalim budeme dostateéné hladkou kiivkou 10zumét toto: Necht kitivka ¢
je ddna parametrickymi rovnicemi

=), y=uys), x=

kde s je parametr délky. Rikime, 7e kiivka ¢ je dostatetnd hladka, maji-li
funkee 2(s) a y(s) tii spojité derivace v {«, £, pFi¢emz pro Zadné s neni sou-
Sasné a'(s) == y'(s) == 0. V piipadé, Ze jde o uzavienou kiivku, zddame, aby
mimo vztahy z(x) = 2(f), y(x) = y(#) byly splnény obdobné vztahy pro vse-
chny t¥i derivace, pficem? derivaci v bodé « rozumime derivaci zprava, v bodé
p zleva.

K témto zakladnim typim otvora pristupuje pak skupina otvort, jez jsou
zpevnény (vyztuzeny) ramem nebo diskem (Sepem) bud z téhoZ nebo jiného
pruzného materialu, nebo ramem & diskem absolutng tuhym.

Pii feseni problémi koncentrace napéti v okoli otvort se narazi na dalsi za-
sadni skutednost, kterd Feseni problémia komplikuje, a tou je vicendsobné sou-
vislost vySetfovanych oblasti. Jiz v piipadé jednoduse souvislé oblasti vede
rovinny problém pruznosti na feSeni soustavy diferencialnich rovnic

(]s]) aXT ”a_YV =0,
ox ay
eX, | oy,
T Ty O

kterym, pii danych okrajovych podminkach, musi slozky X,, X, a ¥, tenzoru
napéti vyhovovat. Takovyto problém je i u jednoduchych praktickych tloh
velmi slozitou zilezitosti. Refen{ soustavy (1,1) s danymi okrajovymi podmin-
kami se proto zpravidla pievidi na problém jiny.

G. B. Amry ukdzal, Ze v pEipadé jednodude souvislé oblasti se daji slozky ten-
zoru napéti vyjadiit jako derivace biharmonické funkcee. Nasledkem toho mi-
zeme TeSeni soustavy (1,1) s danymi okrajovymi podminkami pievést na
problém nalezeni jisté biharmonické funkee U(x, y), tj. funkce, ktera vyhovuje
jediné rovnici.

44Uz, y) =0,




jejiz prvni derivace vyhovuji pfedepsanym podminkam na hranici vySetfované
oblasti.

Tento problém je jiZ jednodussi, ponévadz Fesfme jedinou rovnici. V nékte-
rych jednoduchych pripadech se da Airyho funkce bez velkych nesnazi piimo
urédit. Obecné viak i tento problém je pomérné velmi slozity.

E. Goursar dokazal, %e kazdad biharmonicka funkce Uz, y) se da jedno-
duchym zpusobem vvjadiit pomoci dvou analytickych funkei ¢ a yw komplexni
promeénné z

(1,2) Ule, y) = Re [2 g(z) + 7(2)] .

ProtoZe teorie analytickych funkei je velmi Sivoce vybudovana, prevadi se
problém nalezeni biharmonické funkce na problém nalezeni dvou analytickych
funkei ¢(z), p(z) = x'(z), které maji opét splitovat jisté podminky na hranici
vysetfované oblasti. Tim, Ze najdeme funkee ¢(z) a y(z) je problém Fefen, nebot
jak slozky tenzoru napéti, tak i slozky vektoru posunut{ z téchto dvou funkei
snadno uréime. Uziteénost zavedeni komplexnich funkef ¢(z) a p(2) se projevuje
zejména pri tlohdch obtiznéjsich.

Mimo to existuje fada dalsich zpisobi Yeseni rovinnych problémi pruznosti,
které vyuiivaji specifickych vlastnosti konkrétnich tloh, ale v podstaté jsou
zaloZeny na nékterém vyse uvedeném zptsobu FeSent.

Protoze v piipadé vicendsobné souvislé oblasti je Airyho funkee napéti mno-
hoznadéna, ¢imz by nam mohly vzniknout jisté nesnize, budeme v dal$im vétsi-
nou pracovat s Goursatovymi funkcemi ¢, v, viz rovnici (1,2). V piipads vice-
ndsobné souvislé oblasti jsou sice tyto funkee také mnohoznadéné, ale charakter
této mnohoznacénosti je pomérné jednoduchy.

Kdy% na hranici ¢ vySetfovaného oboru mame predepsino napéti, potom
hovotime o prvnim zakladnim problému pruznosti. Je-li na hranici piedepsano
posunuti, pak hovofime o druhém zékladnim problému pruznosti. Tietim, &ili
smienym problémem pruznosti nazyvéime problém, formulovdny podobng jako
prvoi a druhy, pritemz na éasti hranice je pledepsino napéti a na jiné Gdsti
hranice je predepsdano posunuti. V literatui'e se nékdy mluvii o étvrtém a patém
nebo Sestém problému. Je to urcity druh problémii se smiSenymi okrajovymi
podminkami.

Ve vétsing praci o koncentraci napéti v okoli otvord se vysetiuje prvni problém
pruznosti nebo jistd jeho modifikace. Méné pozornosti je vénovino druhému
problému a jen ojedinéle jsou Fefeny tlohy o tepelné napjatosti prvka s otvory.

Pro vét§i piehlednost poznatkl o koncentraci napéti v okoli otvort a jejich
aplikaci pro technickou praxi, jsou tyto poznatky rozdéleny do nékolika ka-
pitol. V ka%dé kapitole se pak zabyvame souborem problém, jenz jsou charak-
terisovany uréitym znakem nebo vlivem jistych veli¢in, nap¥. tvarem vySetio-
vané oblasti, tvarem hranice otvoru, viivem anisotropie materidlu, po piipadé

Yivz

vlivem plrestoupeni meze pruznosti a podobné. V nejdilezitéjsich piipadech
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jsou pak uvedeny formulace jednotlivych zakladnich problémi pruZnosti, jsou
vyloZeny principy pouzitych metod Fefeni a uvedeny nejzavaznéjii vysledky.

Pozndmka 1,1. Vyznam symbolt a pojmi uzitych v této prici budeme
chdpat v tom smyslu, jak jsou uvedeny v knize I. BaABUSKA, K. REKTORYS,
F. Vyd&rcuaro: Matematickd teorie rovinné pruinosts, Nakl. CSAV, Praha 1955.
Rovnéz nékteré formulace zdkladnich problémi jsou prevzaty z této knihy.

Pozndmka 1,2. Pokud nebude jinak uvedeno, budeme piedpokladat mate-
ridl vySetfovanych téles isotropni a homogenni, pro néz plati Hookluv zakon

a z ného plynouci princip superposice.
; #

KAPITOLA I

ROZLOZENI NAPJATOSTI V NEKONECNEM ROVINNEM POLI, OSLABENEM
LIBOVOLNYMI OTVORY 8 DOSTATECNE HLADKYMI HRANICNIMI KRIV-
KAMI

2. PRVNT ZAKLADNI PROBLEM

Budeme uvaZovat nekoneéné rovinné pole, oslabené koneénym podtem
otvorl. V tom pripadé je hrani¢ni k¥ivka ¢ koneéna a jde tedy v podstaté o ne-
koneéna télesa tietiho typu (viz pozn. 2,1).

Pii formulovani prvnfho problému pruznosti pro tato télesa musime dbat na
to, aby byla zarudena jednoznaénost fedeni. Na rozdil od koneénych téles neni
t¥eba pozadovat, aby celkovy hlavni vektor,') plsobici na hranici télesa, byl
roven nule. Pfesto budeme v nifie uvedené definici pryvniho problému pruznosti
pro (m -+ 1)-nasobné souvisld, nekoneénd télesa 7' tietiho typu ptedpoklidat,
#e celkovy hlavni vektor je roven nule. Jestlize tomu tak nebude, budeme ¥eSe-
niny prvniho problému rozumét funkee ¢(z), p(z) tvaru ¢(z) = @1 + @g, Y(z) =
=y, -y, kde @, a y, jsou holomortni v 7' a

p1(2) = — 775 (3 —‘r_— Z (X +aV5) I (z = 2)

Msu

(Xk - Il;ch) ]U (Z’ - zk) -

Pl =+ 5 "

2n(x 4 1) ¢

Pritom X, + 4Y, jsou hlavni vektory pusobici na hraniénich kiivkach ¢,
m

(k=1,2,...,m), ptiemz ¢ == {J ¢, je hranice télesa 7. Body z,b lezi wvnitt c;.
k=1

[
oy

1) Hlavnfm vektorem, phsobicim na orientovany oblouk AB a vyjédrenym v komplex-
nim tvaru, nazyvédme vyraz
X 40V = [[X(s) + 5 Y, (s)] ds .
aB
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Definiee 2,1. (Prvni problém pruZnosti pro nekoneénd télesa tietiho typu.)
Budiz T (m + 1)-ndsobné souvislé, nekoneéné téleso tietiho typu. Necht na

m

hranici ¢ = ¢, jsou definovany funkee f,(s) (k = 1, 2, ..., m) po dastech do-
k=1

stateénd hladké. Potom feSenim prvniho problému pruZnosti nazyvame funkce
(2), w(z) holomorini v T takové, %e:

(2,1) ¢ ¢,y a FF@E) = @) +2¢'@E) 1+ p@)]

jsou spojité prodluzitelné na hranici ¢ s vyjimkou nejvyse konetného poctu
bodi ¢; ( = 1,2, ..., p), v jejichZ okoli se funkce ¢(z) a F(z) chovaji tak, Ze
1

z — 1

1
-

. ()

1
T

! , (> 0).

z— 1

i

(2,2) lg(2)] =

j

2. Spojité prodlouzeni funkce F(z) je viude (s vyjimkou bod1 £;) na ¢, rovino
Jk(8) + B, kde B, jsou neuréené komplexni konstanty, z nichZ jednu je mozno
zvolit libovolné. Funkce f.(s) se urdi pomoci danych napéti na hranici vatahem
fi(s) = [ Xu(s) + @ Yi(s)], kde X,(s), ¥, (s) jsou slozky hlavniho vektoru, pliso-
biciho se strany kladné normdly na ¢ast hranice dané parametrem délky s.

3.

; . . Y 1
(2,3) Pro velka z je F(z) omezend a ¢'(z) fadu o (;) .

2z

Podminky (2,3) zaruéuji jednoznadénost feseni. D4 se viak ukazat, %e v nékte-
rych piipadech miizeme tyto podminky nahradit podminkami slab&imi. Obvyk-
lou a v goudasné dobé dastou nahradou (2,3) pro nekoneéna télesa t¥etiho typu
je podminka, %e slozky tenzoru napéti maji konedéné (piedepsané) limity pro
z — co. Pro polorovinu se této modifikace uziva méné tasto. I v téchto piipa-
dech se dé ukdzat, Ze pii uvedené modifikaci pryvniho problému pro téless tie-
tiho typu a pro polorovinu bude rovnéZ jednoznadnost Feseni zarucena.

Pozndmka 2,1. O nekoneéném télese budeme ikat, Ze je titetiho typu,jestlize
Jjeho hranici tvoii jen konedné kiivky. Dald podrobnosti lze najit v [6] na
strané 144 149.

Pozndmka 2,2. Jsou-li napéti v nekoneénu omezend, nijak z toho jedté ne-
plyne, %e také posunuti jsou v okoli nekonedna omezeni. K tomu je tieba
splnéni dalsich podminek. Aby slozky tenzoru napéti byly v nekonedénu ome-
zené, je nutno a stadi, aby funkce napéti ¢, y mély v okoli nekonedna tvar

X LY
(2:4) gle) = — “2;(1’:%;) nz T2 g*)
(X — Y ,
Vi) = fé(}i(f;’x))' Inz 4 I"z + 9*(@) ,



kde X - 7Y je celkovy hlavni vektor, plisobici na hranici, ¢*, »* jsou funkce
holomorfni v nekoneténu a I' = B + i, IV = B’ 4 (" jsou komplexni kon-
stanty. Néasledkem toho mé posunuti v okoli nekoneéna tvar

(X 4 1Y)

2 5 2 4 {1 - 3 ] e s L 1z 2 — N — fal A ] X
(2,5) 2u(u -+ ) (1T ) njz]2 -+ (el — 1)z — 172 - 0Q1),
: 5 , A+ 3p . ,
kde u, v jsou slozky vektoru posunuti, x = N 4 a u jsou Laméovy elas-
Ry

tické konstanty.

Cheeme-li, aby také posunuti bylo v okoli nekoneéna omezené, je tieba, aby
celkovy hlavni vektor X + 4V a konstanty I', I, byly rovny nule, jak je ptmo
vidét z (2,5).

Poznamka 2,3. Konstanty I = B 4 iC, [I" = B’ 4 10’ maji jednoduchy
fysikdIni vyznam. Redalnd &isla B, B’, €’ jsou urdena napdtim v nekoneténu,
zatim co veli¢ina C' vyjadiuje rotaci télesa v nekoneénu,

Poznamka 2,4. Okrajova podminka prvniho problému pruZnosti mize byt
vyjadiena ve dvou tvarech:

1.
(2,6) @(t) + 1 @'(t) + p(t) = f(t) = f,(1) 4 ifut)
nebo
(2,7) D(t) -+ () — (L D'(1) + P()} = N(t) — iT@) ,

kde @(t) = ¢'(8), P(t) = »'(t). N(I) a T(t) jsou normalni a teénd slozka vnéjsiho
zatiZeni plsobiciho na hranici télesa a « je hel, ktery svird normala s osou x.
Tohoto druhého tvaru se vétSinou uziva pii feSeni poloroviny a vztah (2,7)
dostaneme bud tim, Ze derivujeme prosté za piislusnych piedpokladit funkce
napjatosti v rovnici (2,6), nebo uzijeme vzorcl

Y, = Re 20 + z@' 4 V),

X, =Im @z®" V).
Formulaci prvniho problému pruZnosti pro polorovinu, pii okrajové podmince
ve tvaru (2,7), 1ze najit napk. v [63] na str. 353, nebo v [6] na str. 246. Vyhodou
prvniho tvaru je témét shodny tvar s okrajovou podminkou pro druhy zikladni
problém, takze oba problémy se Tesi témét stejné. Vyhoda druhého tvaru spo-
éiva v tom, Ze funkce ®(z), ¥(z) jsou jednoznadné i pro télesa vicendsobnsé
souvisla. Tohoto tvaru uzival hlavné G. V. Korosov.

3. METODY RESENI

V tomto odstavei si véimneme nejéastéji uzivanych metod k fedeni prvniho
problému pruznosti nebo jeho modifikace pro télesa tietiho typu. Vétina
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téehto metod md obecnéjsi charakter, tzn. e mohou byt uZity i na jind télesa
nez tfetiho typu. Zbyvajici metody jsou pak zalozeny na vyuziti jistych speci-
fickych zvlastnosti konkrétnich tloh.

a) Metoda nekoneényeh Fad. Tento zptisob FeSeni se zpravidla pouZivd pro
oblasti ohraniené jednou nebo dvéma koncentrickymi kruznicemi. Ve spojeni
¢ konformnim zobrazenim se muze metoda uZit i na oblasti obecnéjiich typa.

Metodu vylozime na télese tietibo typu s jednou hraniéni kivkou a za pied-
pokladu, 7e sloiky tenzoru napéti jsou v nekoneénu omezené.

Méjme tedy tesit prvni problém pruznosti pro téleso tietiho typu (napi. .
vn&jgek kruhu o poloméru R) s okrajovou podminkou ve tvaru (2,7). Podle
piredpokladu budou mit funkce napjatosti ¢, v tvar (2,4). Diferencovinim
téchto vyrazt obdrzime pro funkce @(z), ¥(z) vyrazy

w ®
(3,1) D(z) = Z at, WY(z) = Z bzt
k=0 k0

Za predpokladu, Ze fady (3,1) konverguji i na hranici ¢, dosazenim do (2,7) apo
jednoduchych dpravach obdrzime

0 @ —
(3,2)  N(t) — iT(t) = ;‘37; (L | ) e-ir? +Z 1‘;’] Qiks  Jy pi2kt
k-0 k=0
b N bee
— T; i ‘kaﬁz e—ikd
k-0

Rozvinme dale funkei N(t) — +7'(t), definovanou na hranici ¢, v komplexni
Fourierovu fadu
+ o0
(3,3) : N—iT = 5 Aenr,
ke —cw
kde

27

m:%jmgwwmw(hmiLﬂwm
0

&

Dosadme do levé strany rovnice (3,2) vyraz (3,3) a porovnejme absolutni ¢leny
i koeficienty pii stejnych mocnindch e, Z tohoto porovnani dostaneme

b, 1. a
(354) 2(1,0 - 1%:2 - AO ’ R ((l'l - bl) - Al ) ])S; - b() = Az ’
E'Zrn _ « 1 "]" n b'n-(-‘z _ ~
= A4, (n = 3), TR T s - A_, (n = 1).
Z (3,2) je videt, ze
(3,5) a—=T—=B, by=1I1"—B +i(",

kde I', T'" jsou dané velidiny, charakterisujici rozloZzeni napjatosti v nekonedénu.
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Vztahy (3,4), (3,5), spolu s podminkou jednoznadénosti, ktersd v nagem pipadé

md tvar xa, 4 by = 0, uréuji viechny potiebné koeficienty a,, b,, imz tGloha je
felena.

b) Metoda Muscheligviliho. Této metody se uZivd pro oblasti, které lezi bud
uvnitt nebo vné jediné uzaviené kiivky c¢. V praxi touto kiivkou byva obvykie
kruZnice. Je zaloZena na pouziti integralt Cauchyova typu a zejména jejich
hraniénich hodnot. Jejich pomoci se prvni problém rovinné pruznosti ptevede
na integralni rovnici .
(3,6)

E— 1 . 1 . -
w%>ﬂv~_fwa)ﬂ%m,ndt~ﬂ;_fwa)ﬁ%%,n(wp[——zzﬁamnjdjzzAuo;
n 7
c [

pricemz A(ly) = lim 4(z*) a

z¥* 1,

mmzl.fggﬂuﬁm:wwu?®+wy

— mn

Mimo to 9(1,, t) je uhel, ktery svird vektor ¢ s kladnym smérem osy @, ¢ = ,U

=

je hranice té&lesa 7T, ¢, jsou uzaviené a dostatedné hladké kfivky, 9'(t,, t) =

== 9(ty, t), 1y bod lezici na c.
3

Integralni rovnice (3,6) vyjadiuje podminku pro funkei ¢(t) na hranici vy-

Setfovandho télesa 7'. Jeji feSeni, pokud existuje, nalezneme obvyklymi meto-
dami feseni integralnich rovnic.

C’lc
1

Podrobné a iplné odvozeni Muscheli§viliho integralni rovnice Ize najit napit.
v [63] na str. 364 a dalgich. Poznamenejme, Ze je-li ¢(l) FeSenim rovnice (3,6),
potom funkce '

o L[ [ 70 F'(t)
¢m“ﬂﬂ ﬁ;““f“w“*fﬁzm]

[ c c
(z je nvnit T'), jsou skutetné hledané funkce napjatosti v 7' a maji viechny
vlastnosti, které vyzaduje nase formulace prvntho problému pruznosti.
¢) Metoda Lauricellova-Sermanova. Tato metoda predstavuje dalsi zpisob,
kterym se mohou problémy rovinné pruznosti pfevést na integralni rovnici.
Integralni rovnice Lauricellova-Sermanova je podobna rovnici Muschelidvi-
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liho, ale ma ve srovndni s ni mnohé pirednosti, zejména pokud jde o numerické
feSeni. Podle Sermanovy myslenky budeme hledat feSeni ve tvaru

. 1 w(t) di < b;
(3.7) qwzwmﬂ%;+z;5»
e Tooaat v
oo L fen dt 1 fomd 1 flo@d S« b,
yMz) — —— - - —— A e - .
¥ a0 ) b2 | 2m t— =z 2 J (t — 2)2 oz — oz
¢ 4 [ T

PFitom ¢ znadi celou hranici (¢ = Uc, k = 1, 2, ..., m), w(l) je hledana funkce
na hranici télesa, z; jsou libovolné, ale pevné zvolené body uvnitf ¢; (j =
=1,2,...,m)ab; jsou zatim neznimé realné konstanty, dané vztahem

s

(3,8) b, =i [{o(t)dt — w(t) df] .

Postupem, ktery je uplné a podrobné popsin napi. v [6] na str. 256264, lze
odvodit tzv. integrdlni rovnici Lauricellovu-Sermanovu pro neznamou funkei
w(t):

1 1 [ —= o- .
(3,9) w(ty) + - w(t) ¥ (ty, 1) dt — - fm(t) exp [2e9(ty, t)] & (Lo, t) dt -+

59 59

»5H—MMM)

b — %

nae, (k=0,1,2,...,m), z, = 0. Konstanty §, miZeme psat ve tvaru
(3,10) Bo=— fot)ds (k=1,2,..,m), f,=0.
(93

Po dosazeni (3,10) do (3,9) obdrzime rovnici, kterd obsahuje jedinou neznamou
funkei w(t).

d) Mctoda k¥ivofaryeh soufadnic. Refeni mnoha problémi rovinné i prosto-
rové pruZnosti mizeme podstatné zjednodusit zavedenim vhodné zvoleného
systému kfivodarych, ortogonalnich soutadnic, p¥itemz piihlizime k tomu, aby
zvoleny systém umoznoval, pokud mozno, nejjednodussi formulaci okrajovych
podminek. Mimo to je tfeba pozadovat, a v tom praveé tkvi podstata této me-
tody, aby pro dany problém (tj. pro danou diferencialni rovnici) byla ve zvole-
ném systému soutadnic piipustnd separace proménnych. Reseni se pak hleds
obvyklymi metodami.

Jako jednoduché piiklady takovychto systémi mohou slouZit souiadnice po-
larni, cylindrické nebo sférické. Pomérné slozitéjsi jsou napi. v roviné sou-
Fadnice eliptické, parabolické a bipolarni, v prostoru pak souiadnice prosto-
rové bipolarni, toroidalni a dalsi.

Uloha, najit k dané diferencialni rovnici systém kiivodarych, ortogonalnich
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souradnic, které by pfipoustély separaci proménnych, neni nikterak snadnd.
Q obtiznosti této tlohy svéddi ta skutednost, Ze obecné ¥edeni této dlohy nebylo
do soudasné doby udano. Bylo vSak nalezeno feSeni nékolika specidlnich pi-
padtt tohoto problému. Mezi nimi je také FeSeni pro biharmonickou rovnici,
které, jak znamo, vyhovuje Airyho funkee napéti. V8imneme si tohoto pifpadu
blize.

Budte 4 a p libovolné parametry a necht («, 8) je systém rovinnych kiivo-
darych a ortogondlnich soutadnic, definovanych rovnici

{3,11) x4y = f(x - 18) .

Aby takto definovany systém (x, ) pripousté] pro biharmonickou rovnici
AAu(z, y) = 0 separaci proménnych, je tieba a stadd, aby pro funkei f(x - i8) =
= f({) platilo

. ds
3,12 A )
(3,12) 19 f 3(f)
kde F(¢) je integral diferencidlni rovnice

(3,12a) F'() —~ 2 (L) = 0.

Potom. biharmonickd rovnice AAu(x, y) = 0 mé nekoneéné mnoho partiku-
ldrnich feseni tvaru
cos Af

(3,13) ulos ) = 1114 7 7.

Na zdkladé (3,11) a (3,12) se da jiz pomérné snadno ukizat, e dvourozmerna
biharmonické rovnice piipousti separaci proménnych v kartézskych, polarnich,
bipolarnich a degenerovanych polarnich soutadnicich.
Obecny typ substituce (3,11) je pro vySetPovany typ rovnice dan formaul{
a
3,14 0 = e 1 d
B MO = ety 5 T
kde a, b, d jsou libovolné konstanty, jejichz vhodnou volbou dostaneme pii-
pustné systémy soutadnic. Na priklad:

1. Kartézské soutadnice: ¢ — 1,0 =d =0, u = 0, f({) =, &« =, § =y,
partikuldrni FeSeni budou mit tvar

. 08 (A
w(x, y) = (4 ch (x) - Bsh (Ax) -+ Cx ch (Ax) + Dx sh (ix)) :1(: EAZ; .
2. Polarni soutadnice: « —d = 1,b = — I, p = &, f(() = exp ({), &« = In,
B = @, partikularni fedeni budou mit tvar
208 A
w(r, @) = (Art 4 Br=* 4 Cr*+2 4 Dr=?+2) ;lor: XZ‘ '
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3. Bipolarni soufadnice: @ = 3¢, b =d = 0, u = 4, f(¢) = ¢ . tgh i, parti-
kuldrni feseni budou mit tvar

wlw, f) = chm-ﬁ[flch(}—k Do +Bsh(A+1)x+Cch(h—1)a +
+Dsh (L 1)a) O ig
4. Degenerované poldrni soutadnice: ¢ — — ek b= ;7 , 4= %—, w0,
(&) = % , partikularni fegeni budou mit tvar
u(ex, f) = ¢ -[4 ch Ax + Bsh Ax + Cx ch Ax -} Dxsh 4 ] cos 1f

(o2 - p2)2 n A
Poznémka, 3,1. V ngkterych konkrétnich p¥ipadech je mozno uiit metody
kfivodarych soutadnic ve spojeni s jistym obratem nap¥. ve spojeni s Fouriero-
vym integrdlem nebo s jinou metodou nap¥. s metodou Muschelisviliho.

¢) Metoda p¥ibliZného kenformniho zobrazeni. Metoda priblizného konform-
niho zobrazeni umoziiuje piiblizné tesit otazky rozloZeni napjatosti v okoli
otvort s uhlovymi body nejvyse pro dvojndsobné souvislé oblasti. Na piklad
necht funkce z = w({) konformné zobrazuje vnéjsek Gtverce, tj. rovinu se
Stvercovym otvorem, na vnéjiek jednotkového kruhu. Protoze funkee w(f) jo
vné jednotkového kruhu holomorfni, mizZe tam byt vyjadiena moceninnoun
tadon

vy

(3,15) o(l) = [C+ 2 + —I— @ ]

Je jasné, Ze vezmeme-li v (3,15) pouze koneény podet ¢lent fady, nebude mit
uvaZovany otvor plesny tvar dtverce, ale &tverce se zakfivenymi stranami
a zaoblenymi vrcholy. Protoze fada (3,15) pomérné rychle konverguje, miZeme
si.vidy zvolit takovy podet &lenti této fady, aby odchylka hranice y, tohoto
otvoru od piesné hranice étverce vyhovovala poZadované piesnosti.

Fysikdlné to znamena, Ze v podstaté neiedime problém koncentrace napéti
v okolf étverce, ale v okoli otvoru, ktery v jistém smyslu se libovolné mélo 1i&f od
Stverce, ale s tim rozdilem, #e jeho hranice jiZ neobsahuje thlové body. Timto
postupem so fada dvah pii FeSeni podobnych problémi podstatné zjednodusi.
Této metody si nyn{ viimneme bliZze. Pro jednoduchost budeme piedpoklidat,
Ze hlavni vektor pasobicf na hranici je roven nule. Poznamenejme, ze otazky
existence a jednoznadénosti FeSeni rovinnych probléma pruZnosti pii pouZiti této
metody jsou vyfefeny. Dalsi podrobnosti jakoz i vysvétleni pfiblizného charak-
teru této metody lze najit v [6] na str. 366.

Podstata této metody pro dvojnasobné souvislou oblast spodéiva v tom, Ze
tato vySetfovand oblast £ s hraniéni kiivkou ¢ po ¢astech hladkou se konformné
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zobrazi na vnéjiek Q% jednotkové kruznice y,. Protoze hranice y, oblasti 2% je
hladka, mazeme pro tuto oblast uiit vech metod vyloZenych v pledchazeji-
cich odstaveich, a tim najit fefenf dané tlohy.

Piedpokladejme, Ze zname funkei z = w({), z¢ 2, { e 2%, realisujici kon-
formni zobrazeni oblasti 2 na 02* a to tak, ze bodu & = oo odpovida bod z = w0,
aZe bod { = 0 (resp. z = 0) nelezi v 2% (resp. v 2). Potom funkce o() mé tvar

(3,16) z= () = AL 4 wy(0),
kde wy(¢) je holomorfni v 2%, Jsou-li (z), p,(2) holomorfni v 2, pak () =
= pw(&)), w(&) = p(w()) jsou holomorfni v 2%, nebot

hm pi(w(£)) = lim ¢,(2)
—-00 2—>00

a podebné pro funkei y(&).
Hrani¢ni podminka (nap¥. prvntho problému pru/nostl) mé tvar (2,6). Z ni,
uzitim transformace (3,16), dostaneme

m( T )
'(7)
Jestlize se ndm podali jakymkoliv zpisobem uréit funkei ¢({), potom budeme
moci funkei () vypoditat ptimo, nebot rovnice (3,17) uréuje hranidni hodnotu
y(r) funkee p(£), kterou tedy mizeme definovat vzorcem

(3.18) wm~3f?§L

27t
Yo

Po dosazeni za y(t) z (3,17) do (3,18) dostaneme pro funkei ¢(£) rovnici

(3,17) (7)) + ¢'(0) + p(r) = f(r), t=o(7).

[—¢ 1 U)(T)(P ()
r—gd' 271 ()r—Cd

Yo - VYo
Zbyva ureit funkei ¢({). Za tim Gelem sestavime funkeionalni rovnici obsahu-
jici pouze () a plynouci bezprostiedné z okrajové podminky. Napidme okra-
jovou podminku (3,17) ve tvaru

(3,19) PO = o

(3,20) w(0) = f(1) — 9() — == ¢'(1)

a oznadme pravou stranu (3,20) symbolem H{(7). K tomu, aby funkce H(z) byla
hraniént hodnotou jisté funkee y() holomorfni v 2% je nutné a stadi, aby

1 H(r)

(3,21) 2mi ) T -~ E_,' =0
Yo
pro viechna  vné y,. Pifeme-li misto H () pravou stmnu 20), obdrzime
. ofr) ¢ f i(=
3,22 — L =
(8,22) m+mfgmr“ﬁ12m

Yo
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To je funkcionalni rovnice pro funkei ¢(£). Otazky tpravy a Yeditelnosti této
rovnice jsou podrobné prodiskutovany v [63] nebo v [6].

Poznédmka 3,1. V obecném piipadé (nenulovy hlavni vektor) maji funkce
¢1(2), 1(2) pro oblast 2 tvar (2,4). Ne zcela jednoduchou ttvahou se da dokazat,
ze v tomto piipadé, uZitim transformace (3,16), budou mit transformované
funkce napjatosti v Q% tvar

« o X iV . )
(3,23) PO = = g W AT+ g0,
(3,24) (&) = %(A( *’)2 A AT'E - pe(S)

kde @4(8) a ,4(¢) jsou funkce holomorfni{ vné y, a v nekoneénu. Dosadime-li
(3,23) a (3,24) do okrajové podminky (3,17), vidime, Ze funkce g, y, musi vy-
hovovat téze okrajové podmince (3,17) s tim rozdilem, Ze misto f(t) tteba uva-
Zovat fo(t), pridemy

X 4+ 1Y

o) =10 + = e A AL

a)(r) X —Y — v
{’n(l T x) NA[[ T

w'(1)

Pozndmka 3,2. Analogickym zpiisobem se Fesi i druhy zakladni problém
‘pruznosti.

f) Metoda Greenovy funkee. Metoda Greenovy funkce je ve své podstaté
daldi zptisob, jak rovinny problém teorie pruznosti ptevést na integralni rovniei.
Pt odvozovani této rovnice, na rozdil od rovnice Muscheli§viliho ¢i Lauricello-
vy-Sermanovy, se vyuziva nékterych dilezitych vlastnosti Schwarzova jadra
pro vysetfovanou oblast.

Tato metoda je zobecnénim metody ptiblizného konformniho zobrazeni na
vicendsobné souvislé oblasti, protoze metody piiblizného konformnfho zobra-
zeni je mo#zno uZit nejvyse na oblasti dvojnasobné souvislé.

Poznamka 3,3. Pro ilustraci vyse uvedenych metod Feseni uvedeme vidy
nékolik nejnovéjsich praci, v nich# je k ¥eSeni uzito nékteré z piislusnych metod.
Pfitom si budeme viimat hlavné zplsobu zatiZeni, metody Fefeni a pokud
v jednotlivych pifpadech budou, i numerickych vysledki.

4. VYSLEDKY RESENI

4,1. ANIKIN [3] vySetioval koncentraci napéti v okoli obdéinikového otvoru
v nekonedné roving, zatizené jednak rovnomérnym tahem v nekonedénu, jednak
prostym smykem v nekonetnu, v zavislosti na poméru R : b (R — polomér kii-
vosti v bodech, které pH pouzitém p¥iblizném konformnim zobrazeni, odpovi-
daji vrcholim obdélnikového otvoru; b — mensi strana otvoru). Uvedena. ta-

93



bulka koeficientu koncentrace napéti na obvodé otvoru pii riiznych hodnotach
a:b, B:bv obou pripadech zatiZeni (¢ — vétsi strana otvoru). Obdobny pro-
blém fedil JAEGER [38]. Pro otvor tvaru rovnoramenného lichobéznika v neko-
neéné roviné zatiZzené v nekoneénu prostym tahem. Fesil problém Boim [9]. Je
uveden ¢selny pifklad a grafy napéti po obvods otvoru.

4,2. DEAN (Proc. Cambridge Philos. Soc., 1954, 50, No 4) vySetfoval napja-
tost nekoneéné desky, oslabené eliptickym. otvorem a podél obvodu tohoto
otvoru vetknuté. Deska byla zatiZena singuldrn{ transversdlni silou, ptisobici
v libovolném bodé desky. Vzhiedem k tomu, Ze v %ddné z novejsich praci o kon-
centraci napéti v okoli otvor neni pouzito metody Greenovy funkce, uvadime
tuto praci, ktera jinak do naSeho p¥ehledu nezapadd, jako ilustraci postupu
pii konstrukei Greenovy funkce. Je to hlavné prvni ¢dst uvedené price, ve
které neptilif sloZitym zplsobem jo zkonstruovana Greenova funkcee pro rovinu
s eliptickym. otvorem v uzavieném tvaru. Pritom bylo uzito konformniho
zobrazeni vnéjiku elipsy na vnéjiek kruhu pomocf funkce

z=a(l +miY), a>0 0=m=1.

,
V druhé ¢4sti jeou pak vysetieny dva specialni ptipady, atom = 0am = 1.
Prvni odpovida kruznici, druhy pak Gzké Stérbiné. Snad proto, Ze problém neni
piilis slozity, vyniknou vSechny operace a obraty, kterych autor p¥i feSeni
téchto specidlnich p¥ipadt vZil. Je to pekny pikiad nziti metody Greenovy
funkece:

4,3. KoZEVNIKOVA [43] analysovala tfi piipady zatiZeni roviny, oslabené
obdélnfkovym otvorem s pomérem stran a : b = 2, a to:

a) jednoosy, roviomérny tah v nekoneénu;

b) vliv vlastni vahy;

¢) hydrostaticky tlak na okraji otvoru.
Vysledky jsou vyjadieny tabulkami, v nichz je nékolik nepfesnosti, napi. neni
uvedeno, pro které poloméry zaobleni roht jsou tyto tabulky sestaveny.

4,4. MoSSAKOVSKIJ-ZARUBIZENKO ve své praci [60] se zabyvali ilohou o ros-
lozeni napjatosti v nekoneéné roving, oslabené obdélnikovou §térbinou a zati-
zené v nekoneénu rovnomérnym tlakem, jehoz smér svird jisty tthel se smérem
stérbiny. Prace obsahuje nékolik snadno odstranitelnych chyb.

V dalsi jejich praci [61] je ddno vySetieni pfedchoziho problému za piedpo-
klada, ze

a) &f¥ka $térbiny je zanedbatelna,

b) sifka stérbiny je souméfitelnd s pruznymi deformacemi. Je ukdzdno, Ze
v piipadé a) dochazi ke styku roviny po celé délee Stérbiny; v piipadé b) je
t¥eba rozliSovat tii intervaly: dva volné na okrajich $térbiny a jeden dotykovy
uprostied &térbiny. V obou ptipadech a) i b) jsou uréeny slozky tenzoru napéti
a v piipadé b) téz délka dotykajiciho se intervalu.
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4,5. PopstrIGAC [74] Fedil tlohu o napéti v roving, oslabené dvéma nestejné
velkymi kruhovymi otvory, na jejich% okraje ptisobi normdlni a teéné sily,
které jsou v kazdém otvoru v rovnovéaze. Problém je fesen uzitim bipoldrnich
soufadnic &, 7 jez jsou vazany zobrazenim

r=0-+w=—oa.tgh(lil), {=§&—1.

Pomoei tohoto zobrazeni se biharmonicka rovnice pro Airyho funkei napéti
U(z, y) transformuje na rovnici

o4 o4 P! JR-t o2 )
(4,1) Td* -+ 2 ,L = T = 2 ,C > + 2 ?TT +1 (QU) =0
ant on? o&* o0&t on? 0&?

pro neznamou funkei gU, kde g je prvni diferencidlni parametr bipoldrni sou-
stavy souradnic. Redeni rovnice (4,1) se hledd ve tvaru

fu(n) cos né,

e

1 ;
—ng = Dy chy + K(chy — cos &) In (ch 5 — cos &)
[

kde
f) = A, ch(m 1)y - B,ch(n— 1)y 1 Csh(n 1)+
+D,sh{n—1)n n=>1),
fin) = Ay ch 2y + By -+ U sh 2y — Dy

Okrajové podminky se pi&i ve tvaru

&

k-0

[re) o)
o) = > Ay cos k&, T8 = > BysinkE (i = 1,2).
k=0

Vyuzitim, znamych vztaht, jez
vazou v bipolarnich soutadni-
cich slozky tenzoru napéti o,
0, Te, & funkei gU, dale okra-
jovych podminek a podminky
v nekoneénu (gU/), = 0, se ob-
drzi systém linedrnich rovnic
pro uréeni konstant 4, B,, C,,
D, a K.

Priklad uvaddime z divodu,
ze nazorné ilustruje pouziti bi-
polarnich soutadnic pii Teseni
problémit rovinné pruzZnosti.
Podrobné informace o bipolar-
nich soufadnicich poddva mo-
nografie Ja. S. UFLsaNDa, Bu-
noaapive EOOpIUHAME. ¢ me-
opuu ynpyeocmu, Moskva 1950.




4,6. RADKOWSKI [75] fedil problém roviny oslabené kruhovym. otvorem,
kolem kterého je kruhovy vénec sestdvajici z dal$ich k (k = 2, 3, ...) kruhovych
otvorti (obr. 1), Kruhovy vénec miiZe obsahovat libovolny koneény podet otvo-
rit (na obr. 1 je namalovano téchto otvori Sest). Rovina je v nekoneénu zatiZena
rovnomérnym viestrannym tahem. Distribuce napéti v této roviné je repre-
sentovana Airyho funkei, kterd jest kombinaci Airyho funkce pro rovinu s kru-
hovym otvorem *

Sy =Alnr + Brt + 3 (4,7 4 B,)r % cos nke
=1

a Airyho funkce 8, pro rovinu s kruhovymi otvory, uspotddanymi do kruhu.
Funkei 8, autor definuje ponskud slozitym zpisobem pomoet jisté t¥idy harmo-
nickych funkef. V kazdém z téchto piipadi jde o fadu biharmonickych funkef
s neurditymi koeficienty. K jejich urdeni se z podminek volnych okraji a z pod-
minky v nekoneénu obdrii nekoneény systém linearnich rovnic.

4,7. RoTHMAN-ROSS [77] vySetifovali vliv rizného zatiZeni nekonedné roviny
oslabené obdélnikovou §térbinou (viestranny tah v nekonednu, prosty tah v ne-
konednu, na koncich mensi osy ptlisobi dvé opatné singuldrni sily). Obdrzené
teoretické vysledky byly srovnany se zkou$kami (pro koneéné desky, pfidemz
délka 3térbiny byla mensi nez ¢ §itky desky), které byly provadény fotoelastici-
metricky.

4,8. Sarro [79] éasteéné Fesil dlohu o ,,perforované roving. Jak jsme jiz
uvedli, jde o problém roviny oslabené nekoneénym podétem otvori (v tomto p¥i-
padé kruhovych), jejichi stiedy O, ,, jsou uzlovymi body sité, tvofené dvéma
navzajem kolmymi osnovami rovnobéznych piimek, ptidem? vzajemnd vzdale-
nost ptimek v prvni osnové je a a v druhé osnové b. Nejdiive autor zavadi pro
kazdy otvor pravoihlé soutadnice s podatkem ve stiedu piislusného otvoru a se
soufadnymi osami rovinobéznymi s fadami dér. P¥islusné komplexni soutadnice
vzhledem k (m, n)-tému otvoru jsou potom dany vztahem

L == Loy n + YYm,n a’ﬂ'm‘nezwm'” (772:' n = O, 3’:1: .. ) 5

kde 0w ns Pm,n JsOu polirni soufadnice s pélem v O, .. Oznatime-li z,, = z
& 00,0 = 0, potom Zon = 2 = Qmns Qnn = a;’,,wLef‘//""“,

i "
j— 2 —
T = l/m2 +n (& s P = arctg propl

Polomér otvort je vyjadien pomoci parametru 1 ve tvaru r = Aa. Hranice
otvort jsou nezatizeny, v nekoneénu je rovina namahand konstantnim taho-
vym zatizenim p, které svird s osou z thel x. Pocatek soutadného systému je
umistén do stiedu jednoho otvoru. ProtoZe v tomto ptipadé nejde o téleso tie-
tiho typu, je uZitd metoda nekoneénych fad ponékud modifikovana.
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Problém vede na tlohu stanovit z podminky volnych okraju otvort a z pod-
minky v nekoneénu dvé analytické funkce ¢(z), p(z) tvaru

o =S A(g) y(e) = EB(Z)

o

kde 4, = a, + iay, B, = b, + 1b, jsou neznamé konstanty, jez je tieba urdit.
Konstanty ay, ar, by, by, se hledaji ve tvaru nekonednych ¥ad parametru A (pii
b=aje A<0,5) '

o] o

. _ (3) 42t + 7 ) g2t

(4,2) gy = Zazi AT by = D bA )
j=0 i=b

s} o
4 C a2t g r_ Xl g2t 2
Aoy = Z”/zt( A > bzt - szt A s
i=0 =0

kde b0 — Ip, b = — 3pcos 2« ,
6" = — Zpsin 2« ,
ay) = — }p cos 2x ,
ay® = — Ipsin 2x,
A =l = 1 = B — o
pro t =2,
45— ) — b — b

a nezavisi na parametru 1 .

Konvergence fad (4,2) neni vySettena.
Pouze pro a : b = 1se bez dikazu tvrdi,
Ze nejveétsi hodnota parametru 4, pro Obr. 2
niz Fady (4,2) konverguji, je rovna 0,27.

Price je psdna anglicky a je pomérné struénd, informativni a neobsahuje
dikazy nékterych tvrzeni.

4,9. SAVRUK [84] Fefil problém roviny oslabené dvéma kruhovymi otvory
stejného poloméru, jez je v nekonednu zatizend ¢istym smykem. K feSeni bylo
uzito metody bipoldrnich souradnic.

4,10. SzerAGowsKI [96] Fedil problém roviny s kruhovym otvorem, jehoz
hranice je zatiZzend dvojici singuldrnich sil (obr. 2). K FeSeni uZito vlastnosti
Poissonova integralu a vataht G. V. Korosova, jez vazou slozky tenzoru napéti
8 Goursatovymi funkcemi ¢, v

X, +7Y,= 4Re{¢(2)},
Y, — X, + 2%, = 2[2 ¢"(2) +v'(2)].
Pfitom fe§ena pomocnd iloha pro rovinu s kruhovym otvorem, namdhanym
rovnomérnym teénym zatizenim na intervalech (Reiz, Re~ix), (Re'™ %), Re’™+*)
hranice.
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Tento pomérné jednoduchy priklad a rovnéz tak pifklad nasledujici uva-
dime jako ukazku ponékud neobvyklého vyuziti vlastnosti Poissonova inte-
gralu k Feseni rovinnych problémi pruznosti. Domnivame se, Ze metoda Musche-

li$viliho nebo Lauricellova-Sermanova je jednodussi ne% zptsob pouZity auto-
rem.

4,11. SzeLacowskl [95] fedil dlohu o vlivu dvou protismérnych singularnich
sil, plisobicich na priméru kruhového otvoru v nekoneéné roving. Podobnsg jako
ve gvé predchozi praci pouzil autor stejného postupu a vlastnosti Poissonova
integralu. Jiné metody jsou, jak jsme jiz fekli, jednodusyi.

4,12. VasnpEere [114] vySetfil rozloZeni napjatosti v pruzné, nekonednéd
rovingé se Gtvercovym otvorem v piipadé, Ze dast hranice otvoru je zatiZend
pledepsanym. zatiZenim (prvni zikladn{ problém).

4,13. ZaBLUDpOVSKIJ [116] Fesil problém roviny se dvéma rtzné velkymi
kruhovymi otvory. Rovina je namdhana v nekoneénu jednoosym tahem. UZito
metody Muschelidviliho ve spojeni s konformnim zobrazenim vySetfované
oblasti na mezikruZi. Numericky vysetten specidlni piipad: r, = 3r,, 0,0, =
= Bry, 1y, 75 jsou poloméry otvort a 0,0, je vzdélenost jejich stiedi. Podobnou
tilohu ¥esil PopsTrIGAS [72].

Poznamka 4,1. U tzv. problému ,perforované roviny* jde v podstaté
o rovinu oslabenou nekoneénym podtem otvori, ¢im# se hraniéni kiivka stava
nekonednou a nejde tedy o téleso tfetiho typu. Piesto si, pro dplnost, véimame
tohoto problému, o némz nelze zatim ¥ci, ze by byl vyfesen. Vyse uvedens
prace fefenf spife jen naznaduje, protoZe fada konvergenénich otdzek je ote-
viena.

5. DRUHY ZAKLADNI PROBLEM

Pii druhém zakladnim problému pruZnosti jde v podstaté o to, Ze z daného
posunuti na hranici télesa T je t¥eba stanovit rozloZeni napjatosti v télese 7'.

Tento druh dloh se vyskytuje napf. v ptipadech, kdy do otvora je zalisovino
jédro z jiného nebo tého# materidlu, jako je material oslabené roviny. P¥i formu-
laci druhého problému pro nekonedénd télesa tietiho typu budeme piedpokladat,
Ze celkovy hlavni vektor pisobici na vySetfované téleso je roven nule. V opag-
ném piipadé zvolime libovolné partikuldrni fefeni takové, Ze celkovy hlavni
vektor bude roven predepsanému hlavnimu vektoru X - 7Y, na piiklad

X Y .
¢*(z) = — éy}(l%}?) In(z — zp),
#(X — 1Y) i
p¥(z) = 2?;(_]— T In (z — z),
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kde z, je libovolny, ale pevné zvoleny bod, lezici mimo téleso 7'. Toto partiku-
larn{ fefeni ndm zptlisobi deformaci g,(¢) hraniénich kitivek. Mdme-li nyni{ p¥ede-
psanou funkei g(s) na hranici, potom najdeme felenf s pFedepsanym nulovym
hlavnim vektorem druhého problému, které piisluii okrajové funkei g(s)
— go(s). Nyni stadi sedist nalezené funkee napjatosti s funkcemi e*(2), p*(z),
¢imz obdrzime Teseni druhého problému s piedepsanym nenulovym hlavnim
vektorem.

Definiee 5,1. (Druhy problém pruinosti pro nekoneénd télesa tfetiho typu.)
Bud T nekoneéné téleso tfetiho typu s dostatedné hladkymi hraniénimi kijv-
kami ¢,, ¢, ..., ¢,. Necht na hranici je definovéna funkee g{s) po dastech dosta-
teénd hladk4. Potom druhym problémem teorie pruznosti nazyvéime problém,
urdeni komplexnich konstant 4,, 4,, ..., 4,, a Tunkel gy(2), vo(2), holomorfnich
v T a rovnych nule v nekoneénu, takovych, ze

1. funkce @4(2), @i(z), vo(z) a funkce Gy(z) = » ¢o(2) — 2 g(z) — w(z) jsou
spojité prodluzitelné na hranici nejvyie s vyjimkou koneéného podtu bodi ¢,
v jejichz okoli plati

lpo(z)] = . |G'(,(z)] =< b

2. spojité prodlouzeni funkce (,(z) jest véude na hranici (s vyjimkou bodi )
rovno funkei g,(t), kde

9o(®) = 90 + 5. ;,%)ZA,rlntwk)( ) —

2;75(1 T x) Z = +C

a7

a z, jsou body libovolné zvolené uvniti ¢, (k = 1, 2, ..., m);
m
3. > A4, = 0.
k=1

D4 se dokazat (viz [6], str. 273), Ze pro takto de-ﬁn()\ra,ny prob]éln existuje fe-
Seni, a to jediné, piidemz hledané funkee ¢, , a konstanty 4 , & C jsou dany

vztahy
1 fe@d
(PO(Z) - 27“:./\ t 7 )

¢

g— % [e®d 1 foOd 1 [ For
'/’o(). i t— » + 2m'ft"z ' Ef@i%dt,

¢

c

bl

Ay = — 27(1 + » fa) 6:12,...,7n~1),
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m=1

Ay =—>A,=2a(1 4 %) [ w(t) ds,
k=1

CLUC3U eos U Cp—i

C = [o()ds.

[IIl

Funkee w() je uréena rovnici-

(5,1) w(ty) + — f ) dt + ylz f w(t) exp [200(Ly, 1)] 9'(L, 1) dE -+
m-1 ’ e
+ y[ln(l -+ "’“”’“)+1n( +i’i;ﬁ) f o(t) ds —
k-1 — Zm ty — 2w | ¥

R o) ds| — ds =
to (___to—zk)(t—o~zm)f (t) dS] fw(t) s = g(t) ,

Cm

kdec=c, Uec, U .. U Cos Dby, £) = arg (, — 1), ds je diferencial délky oblouku
hranice. .

Integralni rovnice (5,1) ma jedno a jen jedno ieSeni. Poznamenejme, Ze rov-
nice (5,1) je rovnice Lauricellova-Sermanova. Stejné tak jsme mohli pro druhy
problém sestavit i rovnici Muscheli$viliho. Podobné je pouizitelud pro druhy
problém téZ metoda nekoneénych fad.

6. METODY RESENT

7 piedchoziho je vidét, Ze ve vétsing piipadi obecné metody Feseni prvniho
problému jsou pouzitelné i pro druhy problém pruznosti. Proto v tomto od-
stavel si viimneme pouze téch zplisobi FeSeni, o nichZ jsme se v piipadé prvniho
problému nezminovali.

Problém linearniho sdruZeni (tzv. iloha Riemann-Hilbertova). Budeme ikat,
ze funkce F(z) je spojité prodluZitelnd v bodé ¢ kiivky L zleva (resp. zprava),
jestlize F(z) konverguje k urdité limité, at se bod z blizi bodu ¢ jakkoliv, s tou
podminkou, Ze z zlstdva stile vlevo (resp. vpravo) od kiivky [. Limitu zleva
budeme znadit F*(f), limitu zprava pak F~(¢).

Problém linedrniho sdruzeni spo¢iva v tomto: Budiz ¢, dana hladka kiivka.
Jest tieba urdit po ¢astech holomorfnf funkei F(z) s kfivkou skoki ¢, (viz defi-
nici v [63], str. 389), jejiZ spojité prodlouieni zleva a zprava vyhovuje na c,
podmince
(6,1) F(t) = Gty . F-(t) -+ [
kromé koncii k¥ivky ¢, (jestlize je ma), kde (/(¢) a f(f) jsou na ¢, dané funkce.
Piitom véude na ¢, pfedpokladime G(t) + 0. O funkcich G(t), f(t) se dale pied-
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pokladé, Ze vyhovuji podmince Holderové. Je-li f(t) = 0 viude na ¢,, mluvime
o uloze homogenni. Metody linedrnfho sdruzenf se uZivéa v teorii prunosti
hlavné p¥i fefeni druhého problému (Glohy o zalisovanych discich), pFidem? se
zpravidla vystadi s tim, Ze G(¢) je na ¢, konstantni. Pro nae potieby pak po-
stadi, aby G(t) == 1, tj. podminka (6,1) bude mit tvar
(6,2) F+(t) — F=(t) = f(t) na ¢, .

Reseni tlohy linearniho sdruzeni, vyhovujici podmince (6,2), mé tvar (viz
[63], str. 401)

1 /(#)
e - | M a+to,
(6,3) F(z) 2t J t — 2 -
kde €' je libovolnd konstanta. Je-li teba, aby F(o0) = 0, pak nutno polozit
C =

Pozndmka 6,1. Definici pojmu po &astech holomorfni funkce muzeme
zobecnit i na ptipad, kdy funkce F(z) neni definovana na celé roz¥iznuté roving
8", ale pouze na nékteré jeji souvislé ¢asti 2. V tom pipadé fkdme analogicky,
%e funkce F(z) je po dastech holomorfni v Q,. Tuto funkeci pak maZeme vyjadiit
ve tvaru soudtu holomorfni funkee v Q, a integralu Cauchyova typu

kde F*(z) je holomorfni funkce v Q,. Vysledek (6,4) plyne z toho, Ze rozdil
_ 1 fde
F(z) o f i = I'*(z)

~

je holomorini funkce v 2, vyjma boda kiivky ¢,, ptidemz plati F+(l) — F—(t) =
= 0 na ¢,. Vysledku (6,4) se da uzit, jak ukazal SErmMan (DAN-SSSR, 1940,
t. 27, No 9, str, 907—910), mimo jiné, také na feden{ tiloh o discich zalisovanych
do pruzné roviny (viz nap¥. metodu linedrnfho sdruzeni). P¥itom nutno vSak
predpokliddat, Ze elastické vlastnosti materidlu diskl a roviny jsou stejné.

Metoda linearnjho sdruZeni. Poznimka 6,2. Metodu vylozime v obecnéjs
formé a to na tzv. tloze o dislokacich. Je-li vnéjsi zatiZeni rovno nule, mame co
délat s druhym problémem.

Uvazujme mnohondsobné souvislou oblast 2, v komplexnirovingé z = x + &y
a ohranitenou z vnéjska uzavienou kiivkoun nebo piimkou ¢, a zevniti dostated-
né hladkymi kiivkami ¢, (k = 1, 2, ..., m, ..., s), které se neprotinaji ani na-
vzéjem ani s hraniéni kiivkou ¢,. Necht do nékterych otvort C,, (k = 1, 2, ...,
m) jsou zalisovany disky 2, s danym predpétim, jejichZ t&%ist8 oznadme b,. Na
disk 2, (k = 1,2, ..., m) necht plsobi rovinny systém sil, ktery miiZeme na-
hradit vyslednici P a silovou dvojici M,. Na ostatnich kiivkach ¢, (k=
=m + 1, ..., s) ana ¢, necht jsou déna libovolns napéti.
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Muohondsobné souvistou oblast £2, se zalisovanymi disky 2, (n = 1, 2, ...,m)
oznadme £, takZe oblast £ bude oblast omezend uzavienou kiivkou nebo
piimkou ¢, zevnd a kiivkami ¢, (n = m -+ 1, ..., s) zevniti.

Poznamka 6,3. Jestlize pii zalisovani disku £, do odpovidajiciho otvoru
v oblasti 2, nedojde k posunutf st¥edu disku (t8Ziste¢) 2, vzhledem ke sttedu
(tézisti) prislusného otvoru, potom skok posunuti d, se bude rovnat geometric-
kému rozdflu pvodnich privoditt disku 7, a otvoru 7,, vedenych z bodu b,
k odpovidajicim bodtm hranice disku a otvoru, lezicich na spoledné norméle
k hranici e, (n = 1, 2, ..., m). Dojde-li v8ak p¥i zalisovani disku 2, do otvoru
roviny 2 k vzajemnému posunuti stiedi (t¢zist) disku a otvoru, potom veli-
kost skoku mnespojitosti posunuti podél hranice nebude konstantni, ale pro-
ménlivé, V obeeném p¥ipadsé bude zdkon zmény 9, zavisly na velikosti vzé-
jemného posunuti stied (t6Z18t) otvoru a disku a na tvaru otvoru. Necht napt.
ki‘ivka ¢, je kru¥nice a necht st¥ed kruhového disku ,(b,, a,) se vzhledem ke
st¥edu otvoru posune o veli¢inu f, ve sméru osy =,, kterd s pitvodni osou
svira hel @ a vytina na ni Usek by,. Potom velikost skoku posunuti v radidinim
sméru muzeme psat ve tvara

N T

n

kde t,, t jsou odpovidajici si body kruinice v systémech z,, 4, a %, ¥; on = a2 -+
”

’ ) ’ ’
+ (bn - bn )2: Op = Ty — Tp.
Regeni uvedeného problému se pievddi na uréeni funkei ¢,, v, holomort-

nich v odpovidajicich oblastech 2, (n = 0,1,2. ..., m) a vyhovujicich na
hranici podminkam

(6,5) Po(t) - t?’o(t) + 1l’o = fo(f) + C nac,,

(6,6) Px(t) -t q;:'(t) +yEt)=0mnac, (n=1,...,m),

(6,7) % X(t) — t gF(t) — pE(l) = O%e® nac, (n=1,..., m),

(6,8)  @olt) 4t @p(t) Fpolt) = folt) +-C, nae, m=m 1+ 1,...,8),

pFidems 6 = 26,G, x = (8 — o) (1 -+ 0)~1, G je modud pruznosti ve smyku,
o Poissontiv koeficient, 6, thel sevieny normélu v libovolném bodé kiivky
¢, (m=1,2, ..., m) a osou x. Mimo to jsme na ¢, (n = 1, 2, ..., m) polozili

(6,9) Polt) = u(l) = #all),  olt) — pull) = wi(0) . ﬁ

Jde tedy v podstaté o to, urdit metodou linedrniho sdruzeni funkce yy, gn,
které jsou analytické v 0, U £2,.

Podminka (6,5) a (6,8) vyjadiuje, Ze je dano vnéj§i zatizeni, pisobici na hra-
niei ¢, téleso Q,. Podminksa (6,6) vyjadiuje princip akce a reakce a konedns
podminka (6,7) udava velikost skokt (nespojitost) posunutinac, (n =1, 2, ...,
m).

102




Regeni tilohy budeme hledat ve tvaru
(6:10) ) ‘Po( ) - (7)00 ZAn hl Z - bn) ’

%(z) = ?/)00(2) + Z]_Bn In (Z - bn) '+“ (Cn %7 E“)(Z - ])11)-‘1] ’
n=1

(G~]~1) ‘Pn(z) = (pon(z) _]‘ An In (Z T bn') )
wn(z) - w()n(z) + Bll l]l (Z - bn) _’r ((Ju —[_ ~En)(z - b”)_l

pro n = 1,2,3, ... m. Konstanty 4,, B,, C,, B, ve vzorcich (6,10} a (6,11)
jsou zavislé na P, a M,. @oo Woos Pons Won jsou holomorfni funkece v prislusnych

oblastech ,, Q,, pfitemz B, = — xA,, C, = —10,4, A, — ‘>n(lPL e
B, = HM" . Déle z (6,6) a (6,7) uréime funkee ¢ a y¥, které potom dosadime do
(6,9). T;m obdrime :

(6.12) golt) = ¢ull) + 0,0 . wolh) = (1) — 0, (1) ,

kde

(6,13 9,(t) = T +/ o(l) = — e 1’—|-,¢ O

Obé posledni funkee §,(¢) a w(f) mazeme psat ve tvaru okrajovych hodnot dvou

funkei
(6714) 6,1(2) = ann(z) i 51,)(2) 3 wn(z) = w(m(z) + (1)1,1(2) )

kde 8¢,.(2), wy,(2) jsou holomorfnf funkee v oblasti 2, a 6,,(z), w,,(2) jsou holo-
morfni voné oblasti 2, (n = 1, 2, ..., m).
Zavedme nyni nové holomorfn{ funkce v £, timto vztahem:

m

(6,15) o(2) = @) — Z(sl)t(z) > W(2) = el zf’)h,

7n=1

Uzitim rovnie (6,10) a (6,15) dostaneme

m

k
(6;16) {pﬂ( ) - ‘p + ZI—A In t - bn) i 51n(t)] + z An]l’l (t - bn) s

N=m+1l

1/0“) - 1/) + Z[Bn hl bn) ‘} ( S B )(t - b)z) -1 — (Ulh(t)] -+

S BN — b)) - (€0 + B — -],

n=mi+l
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Podobnym zpisobem z rovnic (6,12) a (6,16) najdeme

(6,17) gull) = g(t) zAmmwwn+zmmr—M)

%=l

k
) + Z I:Bn hl bn) tn:{;‘g_“] -
ol n

m

— D 01(t) A @ou(t) .
1

Symbol X, znadi, ze pii s¢itdni vynechdvime n-ty s¢itanec. Rovnice (6,17) spolu
8 (6,10), (6,11) a (6,15) ukazuji, Ze funkce ¢(z), ¥(z) jsou holomorfni v £2,, na ¢,
se ztotoiliuji s hraniénimi hodnotami jistych funkef, holomorfnich v 0,
(n =1, 2, ..., m). Nasledkem toho jsou ¢(2), (2) analyticky prodluzitelné z Q,
do kazdé Q, a budou holomorfni v oblasti £ omezené kiivkami ¢, a ¢, (n =
=m +1,...,8).

Vyloudenim gy(), v(t,) z (6,5) a (6,8) a pomoci rovnic (6,16) obdrzime na ¢

(6,18) @) 4 1 ¢'() + w(t) = = 2[01all) + £ 00,(t) — O]

: t4 — c, -k

_ A, In(t—b,) + "2 L F T Mt
zl[ n ( ) + o B,In(t —b,) + [ % L%
+ fo(t) Tl— OO na C(] ’
m k

(619 ¢) +1g @ +v0) = = ZLodi— 21T A 1) - C.
nac, (n=m-+1,...,%5).

Tyto posledni rovnice ukazuji, Ze ptivodn{ iloha byla p¥evedena na pomérns
jednodussi — na prvni problém pro mnohonasobné souvislou oblast. Pitom
napéti na hranici vySetfované oblasti je ddno pravymi stranami rovnic (6,18)
a (6,19).

Poznidmka 6,4. V piipadé kruhovych disklt je wy,(t) = 8,,.(¢) = 0 a vyraz
Pro wy,(t), s piihlédnutim k vzidjemnému posunuti stiedit (t¢zigt) diské a otvo-
ri, bude mit tvar

— 2 ﬂ ,
(1,20 W) = - n_ n (2 0y - Zbg COS 92 —
(6,20)  ,,0) zc,mu—m[ T - 208 co
_ 3,—10
— b, et — b,e %) ﬁ"y S
(i —b,)2
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Poznamka 6,5. Pi feSeni konkrétnich tdloh nejvétsi potiz phsobi préve
volba (nalezeni) pomocenych funkef ¢(z), p(z). Uréeni téchto funkei (tj. fesent po-
mocué tohy) je ve zna¢éné mite zavislé na poétu zbylych nezalisovanych otvort
0, v oblasti £,. Tento podet je roven &islu s — m, kde s je podet viech a m je
podet nezalisovanych otvori. Reseni pomocné tlohy je nejsnazsi v piipads, kdy
m == ¢. Tehdy okrajové podminky (6,19) odpadaji a podminky (6,18) ukazuji, Ze
teSeni se prevadi na PeSeni prvniho problému pro jednoduse souvislou oblast.

7. VYSLEDKY RESENT

7,1, Hamer [27] fedil problém rozlozeni napjatosti v nekoneéné roving, osla-
bené dvéma kruhovymi otvory stejného poloméru a (vadilenost stiedt = 2e¢)
a v kruhovych ¢epech s poloméry a(1 -+ «) a >> 0, které do téchto otvort byly
za tepla zalisovany. Pfitom. byl
udinén predpoklad, Ze radialni i
smykové napéti roviny v nekoned-
nu je nulové a na styénych kruz-
nicich éeplt a roviny jsou posu-
nuti, radidlni a smykové napéti
v ¢epech i v roving, stejns. Rese-
ni bylo provedeno vhodnou vol-
bou Airyho funkee napéti, kterd
v podstaté je jistou superposici
Airyho funkee pro piipad roviny s
jednym zalisovanyméepem. V dru-
hé ¢asti prace jsou stanoveny kitiv-
ky konstantnich hlavnich napéti.

7,2. TARABASOV [110] Tesil dlo-
hu o roving £, oslabené kruho-
vym otvorem poloméru r,, kolem
n¢hoz je kruhovy vénee zalisovanych kruhovych diskit (obr. 3). Elastické
vlastnosti materialu roviny £, i diskf jsou stejné. Metodou linearniho sdruZe-
ni byla tdloha pfevedena na prvni problém pruznosti pro rovinu s kruhovym
otvorem a s hraniéni podminkou

m

TG D,
(7.1) o) + 1@ Ll = > T = ),

n=1 th) - bﬂt

2r2d . " . « [ .
8, = 2Gr(r, — 7)), pFiemz 7, je polomér n-tého disku, 7,

kde D, = =7 :

je polomér a b, st¥ed m-tého otvoru. ¢ je modul pruznosti ve smyku.



Reseni okrajového problému (7,1) je ddno (viz napt. [63], str. 251) ve tvaru
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Vyéislenim (7,2) pomoci Cauchyho
formule obdr#ime
1 fimd _

201 ] t —z

[N

m
_.ZHD”%,
i
rg — b,z

N=1

p(2) = —

Podobnym zpasobem ze vztahu (7,3)
ihned dostaneme

takze feseni okrajové tlohy (7,1) ma-
Zeme napsat ve tvaru

D z
7 4 Sy Tt
obe. 4. (1.8) o) = 2>
- D, r¢
2) == — -—
Ve Zzw by

Pro daplnost uvedme jesté praci
téhoz autora [109], ve které jsou ie-
geny dva problémy, tykajicise néko-
likandsobné souvislych konednych
oblasti. V prvnim je vySetfovana
. ¢tvercova oblast s dvéma vloZeny-
mikruhovymi disky, které jsou zati-
Zeny dvéma stejnymi singuldrnimi
silami P, viz obr. 4. Poté byl vypo-
¢et proveden znovu pro kruhovou
oblast, opsanou pivodnimu étverdi,
a oba vysledky byly srovnany.

Ve druhém problému byla vySetie-
Obr. 5. na kone¢nd kruhova oblast, do niz
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byly podle obr. 5 zalisovany se stejnym piedpétim éty¥i kruhové disky. Mimo
to na ka%dy disk plsobila singuldrni sila velikosti P. Na konel prace jsou
uvedeny nékteré numerické vysledky. Ob& prace byly fefeny metodou linear-
niho sdruzeni pro koneéné oblasti.

KAPITOLA II

ROZLOZENI NAPJATOSTI V NEKONECNEM ROVINNEM POLI, OSLABENEM
LIBOVOLNYMI OTVORY 8§ HRANICNIMI KRIVKAMI PO CASTECH HLAD-
;KY'MI, TJ. § UHLOVYMI BODY

Regeni zakladnich problémi pruZnosti pro nekonedné télesa tietiho typu,
jejichz hranice ma thlové body, vyzaduje subtilngjsich tivah nez metody FeSeni,
uvedené v piedchozi kapitole. Obeeny postup feSent tloh tohoto typu, pokud je
nam znamo, neni prozatim dan a jen v jednom zvldstnim p¥ipadé (tj. pro jisty
specialni typ tloh) je fedeni zndmo. Timto zvlastnim typem jsou dlohy o rozlo-
Zenf napjatosti v nekoneéném rovinném poli, oslabeném otvory s hranitnimi
kiivkami po éastech hladkymi, aviak mimo to hranice otvorti ma takovy tvar,
Ze existuje ortogondlni soustava kiivodarych soufadnie (£, n), v niZ se tato hra-
nice da vyjadiit rovnicemi & = konst nebo % = konst. Potom, uZitim metody
k¥ivocarych soutadnic (viz odstavec 3, d), mizeme stanovit Feseni tGloh tohoto
typu. Pro ilustraci uvedeme nékteré nejnovéjsi vysledky Fefeni tloh uvedené
tHidy.

8. VYSLEDKY RESENI

8,1. GrUSKo ve gvé disertadni praci [25] Fedil Glohu o nekonedéné roving, osla-
bené otvorem polokruhovitého tvaru. Protoze uvedend prace nam prozatim
nebyla dostupna, nemtzeme Tici, jaké metody bylo k feSeni uZito a k jakym
vysledktun autor dospél.

8,2. SAVRUK [84] fesil ilohu o roviné oslabené ,,éodkovitym‘ otvoreni, jehoz
hranice je vytvofena dvéma oblouky vzajemné se protinajicich kruznic. Pted-
poklada se, ze v nekoneénu pihsobi prosty smyk. K feSeni bylo pouzito bi-
polarnich soufadnic. Podobnou dlohu Fedil jiz diive Karuwzs [41].

8,3. SENGuUrra [87] fesil tlohu o napétich v roviné s otvorem ve tvaru
lemniskaty (> = 2¢2 cos 20) pro piipady, Ze v nekoneénu plsobi prosty smyk
anebo jednoosy tah. RovnéZ v tomto piipadé bylo pouzito bipolarnich sou-
fadnic. Podobnym problémem se zabyval Sxowbpox [89].

107



Pozndmka 8,1. Pokud vysetiovana oblast, oslabena otvorem s hraniei po
dastech hladkou, je dvojnasobné souvisla, lze k Feseni uiit metody priblizného
konformntho zobrazeni. Tim, v jistém smyslu, nahradime po 8istech hladkou
kfivku kiivkou hladkou a mizeme pak pouzit obvyklych metod feSeni pro
oblasti s hladkymi hraniénimi k#ivkami.

(Pokracovdni.)
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