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SVAZEK 5 (1960) APLIKACE MATEMATIKY ¢lsLo 2

UBER DIE QUASISTATIONARE LOSUNG
DER WARMELEITUNGSGLEICHUNG

Emin VITASER

(Eingegangen am 9. Februar 1959.)

In dieser Arbeit wird die Existenz und Eindeutigkeit eines bestimme-
ten Problems der Wirmeleitungsgleichung bewiesen.

EINLEITUNG

Beim Bau grosser Betonmassive, wie zum Beispiel Staumauern, vorallem
Schwergewichtsmauern, spielt die Erwirmung und die dadurch hervorgerufene
Deformation der Mauer auf Grund der Hydratationswirmeentwicklung des
Zements bei seiner Erhiirtung eine grosse Rolle. Damit der thermische Span-
nungszustand nicht das vorgeschriebene Mass tiberschreitet, wird gewihnlich
g0 vorgegangen, dass nicht stetig betoniert wird, sondern in Schichten von
konstanter Hohe; z. Bspl. wird wiahrend 12 Tagen eine Schicht von 2—-3m
Héhe gelegt und nach einer Pause von 7—8 Tagen wird wieder wahrend
1—-2 Tagen die weitere Schicht gelegt. Fiir das Studium des thermischen
Spannungszustandes ist es notwendig und wichtig das Wirmefeld in der
Mauer zu kennen. Mit dieser Thematik beschiiftigten sich z. Bspl. [1], [2], [3],
(41, [5], [6], [7], [8], [9]. Diese Arbeit behandelt ein analoges Problem jedoch
von einem anderen Standpukt aus. Wir setzen voraus, dass bei dem oben
angefithrten Arbeitsvorgang die dusseren Bedingungen, wie Anfangstempe-
ratur der Mischung, Lufttemperatur usw. konstant sind. Dann konnen wir
erwarten und die Praxis bestitigt dies auch, dassin dem Staumauerkorper ein
quasistationirer Zustand in dem Sinne entsteht, dass in der n-ten Arbeits-
schicht in der Zeit t das Wirmefeld dhnlich sein wird wie in der n — 1 in der
Zeit t — t,, wo t, die notwendige Zeitdauer zum Beenden eines Arbeitszyklus
ist. Theoretisch werden die Wéarmefelder zweier nacheinander gehenden
Schichten gleich nur fiir » — co. Praktisch wird der quasistationdre Zustand
schon nach dem Auflegen einigen Schichten erreicht,

Die vorgelegte Arbeit behandelt den Beweis der Existenz und Eindeutig-
keit der quasistationiren Losung den fiir eindimensionalen und linearen Fall.

109



Dem nichtlinearen Fall mit Riicksicht auf die Abhéngigkeit der Hydratations-
geschwindigkeit des Zements von der Temperatur ist eine weitere Arbeit
gewidmet. Die eigentliche Arbeit wird in vier Absitzen zusammengefasst.
Der erste Absatz, die Einleitung, befasst sich mit der mathematischen
Formulierung des Problems. Wie schon frither erwihnt, besteht der quasi-
stationdre Zustand theoretisch in einer unendlich hohen Mauer (nach dem
Auflegen von unendlich vielen Arbeitsschichten). Darum kénnen wir ihn auch
folgendermassen beschreiben: Sei der Temperaturverlauf in unendlich vielen
Arbeitsschichten gegeben. (Da es sich um einen eindimensionalen Fall handelt,
ist der Temperaturverlauf eine Funktion einer Verinderlichen im Intervall
{0, o).} Wir legen eine weitere Schicht auf und suchen den Temperaturverlauf
in dem so entstandenen Korper. Wir sagen, dass eine quasistationire Lisung
unseres Problems existiert, wenn in der Mauer ein solcher Temperaturverlauf
existiert, dass nach dem Auflegen einer weiteren Schicht sich dieser, nach
einer Zeitdauer #,, um eine Arbeitsschicht verschoben wiederholt. Um den
Existenzbeweis zu vereinfachen, suchen wir die quasistationire Losung in
der Klasse der Funktionen mit einem bestimmten Wachsen im Unendlichen.

Im zweiten Absatz wird die Existenz dieser quasistationdren Ldsung mit
Hilfe des Fixpunktsatzes (siehe [10]) bewiesen.

Im dritten befassen wir uns mit der Hindeutigkeit der quasistationéren
Losung und der Konvergenz der schrittweisen Néaherungen im folgenden
Sinne: Wir wihlen einen beliebigen Temperaturverlauf in unendlich vielen
Arbeitschichten, legen eine weitere auf und berechnen die Temperatur zu
Ende des weiteren Arbeitzyklus. Die so entwickelte Temperatur nehmen
wir von neuem als Anfangstemperatur und wiederholen den Vorgang. Der
so entstandene Algorithmus konvergiert zur quasistationdren Losung.

Endlich im letzten, vierten Absatz, befassen wir uns mit der Beschriktheit
der quasistationiiren Losung unter der Voraussetzung, dass die inneren
Wirmequellen eine endliche Warmemenge entwickeln. '

1. PROBLEMSTELLUNG

Definition 1.1. Es set B eine Klasse von Funklionen wx,t) mit folgenden
Eigenschaften.:

(@) w(zx, t) ist im Intervall {0, o) x {0, T definiert und stetig mit Ausnahmen
endlich vieler Punkte auf der Halbgeraden 0 = x << o, t = 0 in deren Umge-
bung sie beschrinkt ist,

(b) ses

f@) = sup |u(x, £)] ,

1e(0,T)
dann ist u(x,t) e B, wenn die Funktion f(x)/1 + «® sm Intervall <0, o0)
beschrinkt 1st.
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Definition 1.2. Das Problem No 1 ist folgendes: Es st die Funktion u(x,t) e B
zu bestimmen, fiir welche gilt:
(@) Die Funktion w(x, t) hat in
R,=E[kb<x<(k41)0,0 <t <<T]
(%.1);
(b > 0 beliebig, fest gewdhlt), k = 0, 1, 2, ..., stetige particlle Ableitungen ou/ot,
S*u/ox® und erfullt folgende Cleichung
ou 1 o2u
1 gL
(1) ot a ox?
a = konst. > 0, &, > 0 beliebig, fest; q(t) ist in {0, o0) stelig, nichinegativ und
beschranlkt;
(b) die Ableitungen oujot, dujoxr sind auf dem Gebiet (0, w) x (0, T) (d. k.
auch auf den Abschnitten x = kb, 0 <<t << T, k=1, 2, ...) slelig;

Fqt 4 kt), (@, teR,, k=0,1,2,...,

(¢) (2) u(x, 0) = p(x) fir x> 0,x+0b,

p(x) dst im Intervall {0, co) stetig mit Ausnahmen des Punltes b, in dessen
Umgebung sie beschrdnkt ist und

()] _
! x?;;)l}o)o) 1+ a8 '
(3) #(0, §) = far  0<t<<T.

Satz 1.1. Hs existiert hochstens eine einzige Losung des Problems No 1.
Lemma 1.1. Es ses
D=E0<o<x,0<t<T], H=Ex=0,0<t=<T|vE[0=Z2 <

(1) (50 (1)
Zat=0vlx=x0<2=T],
(%:1)

und w(x, t) definiert wnd beschrinkt in D, fir die
. P
(4) %-a%§omp

gilt und sie habe eine nichinegative stelige Forlselzung auf H mit Ausnahme
endlich vieler Punkie. Dann ist w = 0 diberall on D.

Beweis: Ohne Verletzung der Allgemeinheit konnen wir voraussetzen,
dass es nur einen Punkt auf dem Geradenabschnitt 0 = 2 < «, t = 0 gibt,
in dem die Funktion u(x, ) keine stetige Forsetzung auf H hat. Es sei dieser
Punkt (z,, 0) und wir setzen weiter voraus, dass fiir einen beliebigen Punkt
(21, 8,) € D

(5) Wy, ) = ¢ << 0
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gilt. Wir betrachten zuerst die Funktion

(6) fx, £, h) =

, a(x x,)?

i: (4 4(l+h) h >0

Vet

(siehe [1]). Diese Funktion erfiillt in D die Gleichung

82f 3f -
M oxr ot 0
und weiter gilt
el
(8) f(@,t, h) > qu:—?’ fir 4(f + h) > a(x — x,)?

(d. h. innerhalb der Parabel 4(1 -+ &) = a(x — xy)?), sodass wir ein geniigend
kleines h und ein gentigend kleines » > A so wihlen kénnen, dass auf dem
Bogen K mit dem Halbmesser » und dem Mittelpunkt im Punkte (x,, — k)
aus D diese Funktion grosser als eine vorausgewithlte Konstante ist. Es sei
. weiter M = supp, [u(x, {)| und wir betrachten die Funktion

(9) gla, t, by = — ¢}t . e’a“z(;?t:x:;
Ve + 4

Wir wahlen £ und r so, dass

(10) gla, t, by => M

auf K gilt, was mit Riicksicht auf das Vorhergehende moglich ist. Das Gebiet,
das aus D ensteht, wenn wir die geschlossene Umgebung des Punktes (x,, 0),
die durch den Bogen K und einen Teil der Geraden £ = 0 gebildet wird,
entfernen, bezeichnen wir mit [’ und seine parabolische Grenze mit H’; es
gilt

(11) : g-+uw=0 aufH,

denn ¢ ist eine nichtnegative Funktion, » = O auf H” — K und g = M auf K
nach (10). Also nach dem Satz iiber das Minimum der Warmeleitungs-
gleichung (siehe z. Bsp. [11}) gilt

(12} g+ w =06 fiberaliin D,
speziell
1 (l(x1 x‘,)
— w2y, b)) = — ¢ =gz, b, h) = (,]/fl Dj— TR < ¢
t +

und das fithrt jedoch zu einem Widerspruch der das Lemma 1.1 beweist.

Beweis von Satz 1.1: 4, und u, seien zwei Losungen des Problem No 1.
Wir setzen v = u, — u,; fir die Funktion » existieren positive Konstanten
g, %y 80, dass

(13) [v(x, )] = &g + og2®
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¢gilt. Die Funktion v(x, t) ertiillt weiter auf dem ganzen Gebiet (0, o) x (0, 7T
(einschliesslich des Geradenabschnittes x = kb, 0 <t < T, k=1, 2,...) die
Gleichung (7), wie man sich leicht aus der Eigenschaft (b) der Def. 1.2 und
dem Mittelwertsatz iiberzeugen kann. Die Funktion o(x, f) ist stetig zu den
Nullwerten aut den Abschnitt x = 0, 0 < ¢ < T und die Halbgerade ¢t = 0,
0 < & <C oo fortsetzbar mit Ausnahmen des Punktes (b, 0) in dessen Umgebung
sie beschriankt ist. Es ist zu beweisen, dass » = 0 in (0, 00) X (0, 7') ist. Setzen
wir also vorerst voraus, dass in einem beliebigen Punkt (x,#,) € (0, o0) X
x (0,T)

(14) (g, Iy) = 2¢ > 0
gilt. Betrachten wir die Funktion

2
(15) w(z, 1) = (aa® + 2T) t + 51% 2t

(siehe [11]). Diese Funktion ist nichtnegativ in {0, co) x {0, 7" und erfiillt
die Ungleichung
*w ow _
v _ 4% <o.
R
Dieselben Eigenschaften hat offenbar auch die Funktion ew(x, f)jw(w,, t)).
Da weiter
a?
lim 12 =
s W(Ty, y) (Ko +- %1 2%)

£ xt

gilt (w(xy, ) > 0, a; > 0 nach Voraussetzung), so existiert x; > x, derart, dass

a2
e— at
12 ! > _I_ 3
— - 2+
w(%g, to) ° w1

gilt, also ist

€ a? xd
Ew(wlg t) - 12 1 N R
T = _ > _ X, t
W@y ) = Wit o) - oqad > [o(ey, )]

und die Funktion sw(z, t)/w(x,, {,) — v(x, t) erfilllt auf dem Rechteck 0 < x < 4,
0 < t < T die Voraussetzungen aus Lemma 1.1, also gilt auf dem ganzen
Rechteck
sw(z, t)
w(@,, fo)

— vz, t) =0,

speziell im Punkte (x,, #,)
28 = 'U(xo’ t()) S; &,

was ein Widerspruch ist. Fiir den Fall v(z, t,) = — 2¢ < 0 kann man ganz
analog vorgehen. Der Satz 1.1 ist also bewiesen.
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Satz 1.2. Die einzige Losung des Problems No 1 ist durch die Formel
(16) u(w, 1) = w(x, 1) + uyl@, )

gegeben, wobei

(17) wy (2, 1) = ZVKQV': f ( . 'f“”’) p(E) d

a(x—§)* _a(‘xtéf
(18)  wuy(a, t) = ’]/”cf]/i == [f(e I . 4(‘*1)) 2(&, 1) d«f] d

und
(19) 2(x, 1) = q(t + kty) fir kb <ax<(k+1)0,
0<t<T,k=012...

gilt.
Beweis: Fir die Funktion w,(z,t) gilt w,(x, ) € B, lim u,(z, t) = p(z)

t—0 4

allen Punkten in denen p(x) stetig ist. Die Funktion wu,(x, f) hat stetige Ablei-
tungen ou/dx, dujot, ¢*u/dx? in (0, c0) X (0, T} und erfiillt dort die Gleichung

1 0%,  ouy

(20) a @ T @

wie man sich leicht iiberzeugen kann. (Siche z. Bsp. [11].) Wenden wir uns
nun der Funktion u,(z, t) zu. Es gilt
Uy, t) e B und lim u,(2,t) = 0;
1—0 +
(21)
1 -]
ouy Va 1 (x — E) a(x L) alx -+ f) ater gy
i é‘y’;fl‘/;f( 3 Ty e M HGt - dide
0 0

und die Funktion éu,/dx ist in (0, o) X (0, T) stetig, wie aus den bekannten
Sétzen tiber die Parameterableitungen des Integrals folgt (denn die Funktion
z(x, t) ist beschrédnkt, siehe z. Bsp. [12]). Betrachten wir nun die Funktion
Pu,/0x?; dazu schreiben wir die Funktion ¢u,/ox in der Form

2
== fH(:c, t, vyde,
0

(22)
WO
(23)
) 1., > a(x—&)° a(:t +£&)?
H(x, t, ‘L') == “).l}éluvlt f (A QEU,,?;_?) 67 iz (x i— é) 47 (é"t — T) df
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ist und weiter

24 o Va a (1,2(.2;_ 5)2 _%ﬂi |
(24) o)l f T2 T 4 ) +
2y 2\ _elxré)
(o - e ) e

gilt. Das letzte Integral konnen wir mit Hilfe der Integration per partes und

dem Umstand, dass

gg(x,t):() fir kb <2< (k+1)b, k=0,1,2,...

ist, auf die Form

oH a3 7320: V’a CL(‘L . ]J)) ) vz(ar: lrb;
25 = T (0 bt — 7)) ~ -
R = A 2
w(@ + kb) @+ ko)
9,3 ¢ o) (2(kb—, t — 1) — 2(kb+,t — 1))

bringen, denn die zuletzt angeschriebene Reihe konvergiert absolut fiir feste
x, t, 7. s sel weiter x, ¢ (nb,(n - 1) ), n sei eine fest gewihlte ganze nicht-

negative Zahl, x ¢ (x, — 6, x, + d), 20 = Min (¥, — nb, (n + 1) b — x,). Dann
g 0 )
gilt
, oH -
(26) ' ox ;.: 0 gz Qy T) {‘ bh ))7
k=0
aFry 4 0) M _etmooy
(27) agr) = LTI I o,
ZVn 7?
2 . M u(xo—d-—-kb)z
aylt) = [ (:L(, B O Lb) M o
7]/.7t r
Tby Mot koo
by(t) = ( Ly 1 6i_ l’)i e
7]/71 72
firl1 k<,
1z b — ]1[ _a(kb—x,~ )
(27 () = (cb £ + 6) e
’Vﬂz
oF ];1 a(kb 1 @, 0)?
by(r) = a@*(kb + xy + +0) b i
’Ln‘c
tiir k = n ist (M = Sup |z(x, t))).



Wihlen wir ¢ << 1 fest, Weil fiir £ > nund 0 <7 << T

) (k + Db — x| 8 _iT(zmeLzb(xwa))
ay(t) = kb — 2, 4 6 ¢

gilt, existiert N > » nur von g abhiingig und unabhéngig von 7 so, dass
(28) ay(t) = an(t) N fir k> N

gilt und weil die Funktion ay(r) im Intervall (0, T) beschrankt ist, folgt

oo’

hieraus, dass die Reihe Za; im Intervall (0, T') gleiehméssig konvergent ist.
Die Behauptung lasst s1ch analog fiir die Reihe zbk 7) beweisen, sodass die
Reihe Z(a #7) + bu(z)) im Intervall (0, 7' glelchmassw konvergent ist und aus

(26) folot daher (weil die Funktionen «,(z), b,(r) integrierbar sind), dass
die Funtion 0H/ox in der Umgebung des Punktes (x,, #)) eine von « unabhin-
gige integrierbare Majorante besitzt und folglich

to

2
(29) aé%g (g, fo) = f% (o, to, 7) d7
0
gilt.

Ganz analog kann man sich iiberzeugen, dass diese Funktion in der Umge-
bung jedes Punktes (), %), o, + kb, k = 0, 1, 2, ... stetig ist. Wir wollen nun
das Verhalten der Funktion ¢2u,/0x? fiir x — nb — résp.x —nb +,n = 1,2, ...
untersuchen. Weil die Reihe (25) in 7 fiir jedes feste x + kb gleichmissig
konvergent ist, so gilt

o*u,
a_xz_ xX, t) = Pn(.E, t) —
e AT
@ z(nb—,t_ﬁu)_z(ﬂb_{_’t_a(nb x)»
2 ! du? 42
V= f o b - du
JT
Volns —x)
a)/i”
fiir
x < nb
und
0y
Py (x,8) = P,(a,t) +
I 2 . 2
w z((nl)_, t_u)_z(nb_{_ t+M)
2 2 492
T e ] du
) ;
V(e —nb)
Pite )
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fir x > nb, wo

s}

P (x,1) = —»a-:i_ f e[ 04-, 0 — ) du |
Vyz 17(“

Va(x—kb)
D
alkb — x)2 a(kb — x)?
, & 0 z(kb—,t“ ’_(”2772"@ ) (ch+ 1:4.7("74@02 ))
- 17,,—, z e u - F) d?L +
k=n+l]/;(kh_x)
el

(M( . kb jgg_)f)vﬁz(kw . a(kd + m)z)
d

4u? 4u?

" Vas+ b
ol
und P, (x, t) ist im Punkte (nb, t) stetig. Hieraus folgt

(30) oy (nb-—,t) = P,(nb,t) —a- z(nb—, 1) ; z(nb-+-, 1) ’
2nb-—, 1) — z(nb+,1)

%
%’i(nb"f—,t):})n(nb7 t) b a — 3

Es sei x, € (0, o) fest, z, & kb, k=1, 2, ... und §, > 0. Dann sehen wir unter
Anwendung des Satzes 109 aus [12] und analogen Abschitzungen wie im
Vorgehenden, dass

Oy | 1 oH
(31) -52- (%o, to) = 2{xgs &) + af B (@9, L, T) A7
(1)

gilt. Hieraus, aus (29) und (30) folgt die Stetigkeit der Funtion odu,/ét in
(0, o) X (0, 7"} und die Giiltigkeit der Gleichung

Uy 1 0%u, .
(32) = yw )+ i R,

was zusammen mit (20) und dem Satz 1.1 den volligen Beweis des Satzes
1.2 liefert.

Definition 1.3. Es sei f(x) eine tm Intervall {0, o) definierte Funktion.
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Wir definieren den Operator A, welcher der Funktion f(x) eine wieder im Intervall
{0, ) definierte Funktion zuordnet durch die Vorschrift
(33) (Af)(x) = ul@, b) ,
wo u(x, t) die Lisung des Problems No 1 aus Definition 1.2 firt = t, und
plx) =0 fir 0<<x<<b,
px) = flx —b) far b<ax <<
%.8t.
Satz 1.3, Es sei P eine Menge vm Intervall {0, o) stetiger Funktionen fiir die

@ o
gilt. Der Operator A hat fir alle f € P esnen Stnn.
Beweis: Der Satz ist eine unmittelbare Folgerung des Satzes 1.2.
Definition 1.4. Die Funktion fe M c P nennen wir eine quasistationdre
Losung des Problems No 1 auf der Menge M, wenn
(35) Af =1
gult. :

2. DIE EXISTENZ DER QUASISTATIONAREN LOSUNG

Definition 2.1. Einen Raum P nennen wir die Menge der Funktionen f(x), die
am Intervall {0, co) definiert und stetig sind und fir die

|
p @
(1) “SX),I;) 1423 7 @
gelt.
Satz 2.1. Wenn wir die Norm im Rowme P durch die Beziehung
0 @)
(2) WH '”xes(&g) 1 ¥13

definieren, so bildet P einen Linearen normierten Roum.
Beweis: Die Behauptung ist offensichtlich richtig.

Satz 2.2. Es seien C, by, b, nichinegative Konstanten und fe M, M ¢ P wenn
folgende Bedingungen erfallt sind:

(a) (3) fH=co,
(b) (4) Df() < by + by, Df(w) = = (b + byz)?)
fir x e {0, w). Dann ist M kompakt.

R ') Unter dem Symbol Df(z) resp. Df(x) verstehen wir
J@ &0 —fw) J@ + 1) —f@)

lim sup " resp. lim inf =
h—0 h A 0 h
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Lemma 2.1. Ks sei f(z) eine stetige Funktion im Intervall {a, b)> fir die
Df(x) < by + b, pf(ﬂa) = — (by b,x)
fir jedes x € (a, b) gill. Dann existiert ¢, € (a, b) so, dass

(5) If(b) - f(a)[ = (b — a) (by + biey)
gult.
Beweis: Der Beweis folgt leicht aus [13], Satz 87.

Beweis von Satz 2.2: Es sei {f,} eine beliebige Folge, {f,} ¢ M. Da fur
jedes n

lfn(w) i é: ¢ (]_ + Q;S) ,
_Dfn(-ﬂ) = by + byx, ]2fvz(.%) = "(b() + b,2)

gilt, so ist nach Lemma 2.1 {f,} eine Folge von gleichmaissig beschrankten und
gleichmissig stetigen Funktlonen in Intervall <0, N>, N = 1, 2, ... und daher
lisst sich nmach dem Satz von Arzela eine im Intervall (0, 1) gleichmissig
konvergente Folge {f()} auswiihlen. Aus dieser lisst sich wieder eine Folge
{{f® auswihlen die im Intervall (0, 2> gleichmissig konvergent ist, usw.
Die Diagonalfolge { f™ konvergiert offensichtlich lokal gleichmissig auf dem
Intervall <0, c0). Wir getzen nun

©) g(2) = lim f(2)

‘Wir beweisen zuerst, dass ¢ e M ist. Die Funktion ¢(x) ist offenbar auf <0, )
stetig und es gilt Htpl{ < C. Nach Lemma 2.1 gilt fir 2 > 0 undein fest gewahltes
€ <0, c0)

(x4 h) — fP(x) ,
1w _}ziilj) < by by R

— (by + by(w + h)) =

Hieraus folgt durch Grenziibergang (fiir ein festes 4)

(7) — by + by + by = P +h]1 D b .

Daraus folgt weiter

(L -+ bf)b - W(Jl g + bl(-’L' -+ 5) 5

sup -

h<d

x -+ h) — @
(8) lim sup 20— o@) Dig(x) < by + by .2)
h—0, h>0 h
2) Mit dem Symbol D) (D, p(x)), D-@(x) (D_g(x)) bezeichnen wir die obere (un-
tere) derivierte Zahl der Funktion ¢(z) von links resp. rochts.
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Aus (7) erhalten wir analogisch

ing $EFA =00 o b @ o,

h<d h =
und daher gilt
(9) tim inf PEER = 0@ gy oy b
h—s®, k>0 h
Auf dhnliche Weise lassen sich auch die Ungleichungen
(10) Dg(x) = b, + by,
(1L D _p(x) = —(by + byx)

beweisen und da
Dg(z) = Sup (D*p(x) , D)) ,
Dy(x) = Int (D,g(z) , D_g))
gilt, folgt aus (8), (9), (10), (11) sofort
Dp(@) £ by + b, Dpl@) = —iby + by,
also ist wirklich ¢ ¢ M.
")

Wir beweisen nun, dass f,"" — ¢ in der Norm des Raumes P gilt, d. h. es

gilt

(12) I — ¢l -0 fir n—> 0. ’

Tir die Funktion y,(x) = () — ¢(x) gilt offensichtlich fiir jedes x e (0, w)
(13) Dya() = 20y + by) , Dyn(x) = — 2(b, +- by) -

Wir wihlen nun ¢ > 0. Nach Lemma 2.1 gilt fiir jedes z ¢ {0, o0)

lwn(x) - wn(o)‘ ;\—: Qx(bu + blx) 3
oder

gy PO = 200 b)) p@) _ a(0) - 2a(by + bya)

14 a8 =71 1 142t

IA

und da die Zahlenfolge {y,(0)} beschrinkt ist, folgt aus (14) die Existenz
eines & > 0 unabhiingig von n so, dass

¥al®)
1 —L )

-

(15) X T x>

gilt. Die Folge {fi"} konvergiert im Intervall (0, x> gleichmissig gegen die
Funktion ¢(x), also konvergiert die Folge {v,} im Intervall <0, «) gleichméssig
nach Null. Dasselbe gilt offensichtlich auch fiir die Folge {w,(x)/1 4 =%},
also existiert ein N > 0 so, dass

(16) n >N =

T'P_j%_ff;\ < ¢ fir x €0, &)
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gilt. Aus (15) und (16) folgt nun
n>N=If" —q| <e.
Diese Ungleichung beweist (12), folglich auch unsseren Satz.
Satz 2.3. Es set P ein lokal konvexer linearer topologischer Rawm. M c P

set konvexr und kompakt. Es sei 4 eine stetige Abbildung von M in M. Dann
existiert f, e M so, dass

(17) Afy = fo
gult.
Beweis: Siehe [10].

Satz 2.4. (Die Existenz der quasistationdren Liosung.) Es sei G = sup |g(t)|,

(0, c0)
ty, b seten positive Konstanten wnd q(t) die Funktion nach Definition 1.2,

R I 3
b V k14 ] |/7z
Es sei fe M, M c P nur dann, wenn folgende Bedingungen erfillt sind
(a) 0=fz)=ox -+ bx, xe0, o),
(b) Df(x) =< by + b, Df(x) = — (by + byz) , @0, 0) .

Dann existiert in M eine quasistationdre Losung des Problems No 1.

Beweis: Den Satz beweisen wir an Hand von Satz 2.3. Wir priifen nun
die Anwendbarkeit dieses Satzes. Die Menge M ist offensichtlich konvex und
nach Satz 2.2 auch kompakt. Wir beweisen weiter, dass die in Definition 1.3
definierte Abbildung A stetig auf M ist. Hs seien fy, foe M c P. Dann gilt
nach der Definition der Norm im Raume P

[fi(®) — fa(@)] = [Ify — fall (1 + 27) .
An Hand dieser Ungleichung und einfacher Ausrechnung gilt
[(Af) (@) — (Af)(®@) | = (2 + oy -+ a2® + ag2?®) Ify — foll, w € <0, ),
wo «f ¢=0,1,2,3 von z unabhingige Konstanten sind, also existiert

K > 0 so, dass
HAfl - Afz” <:: K W1 - fz‘\l

gilt, und hieraus folgt die Stetigkeit des Operators 4. Zum Schluss ist es noch
notwendig zu beweisen, dass
fe M= Afe M.

gilt. Wenn fe M ist, so gilt fiir die Anfangsbedingung p(z) der Definition
1.3, mit deren Hilfe die Abbildung A4 definiert ist, die Abschitzung

0= ple) < ow, =z €0, 00),
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folglich ist
0 < (Af)(@) = 1yl t) -+ e, f) <

"/ _am & _a@+ g
- f( o —e %)aM5+
ZVﬂV%

a(®—&)* a(®+&)*
V“Of [f(g_fl(i,,—r) 6_4(tn—t)) df] dr <
C)Vn l/to —7

< xx -+ Gty = ax + bo .

H/\

Weiter ist

a(x+£?

O anel = Jo [lale =8 T5TEale g -THE
’az“”(""“‘/;vt‘f (e T sae

ol g 7
Vto 2(t, — 7)

L ole 4 9 - < 1

—+- 2t — ——) G- déjdr = by + by .
Die Voraussetzungen des Satzes 2.3 sind also erfiilit (der normierte Raum ist

offensichtlich lokal konvex) und die Existenz der quasistationdren Losung

ist bewiesen.

3. DIE EINDEUTIGKEIT DER QUASISTATIONAREN LOSUNG UND DIE
KONVERGENZ DER SCHRITTWEISEN NAHERUNGEN

Definition 3.1. Ses {g,} eine 'Folge von Funktionen definiert durch die Vor-
schrift

(1) Pen(®) = (dg)@), k=0,1,2,...,
wo '

(2) (Al (P )Vﬂjl/to — € (p(é - b) d&‘ R
(3) o) e My = Blp e P, I(p(:(,)[ = o+ ba]

ist. P ist ein Rawm nach Definition 2.1, «, t,, b sind Konstanten nach Satz 2.4.

Unsere Aufgabe ist es nun in diesem Absatz folgenden Satz zu beweisen:

Satz 3.1. Fir die Folge {®.} nach Definition 3.1 gilt
(4) H%HP -0 fir &t — .
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Mit Hilfe dieses Satzes beweisen wir leicht die Eindeutigkeit der quasi-
stationaren Losung wie auch die Konvergenz der schrittweisen Niherungen.

Satz 3.2. (Die Eindeutigkeit der quasistationdren Liosung.) In der Menge M
die wm Satz 2.4 definiert ist, existiert gerade nur eine quasistationdre Lisung
des Problems No 1.

Beweis: Es geien f, und f, zwei quasistationire Losungen. Wir setzen

(5) Yo =11~ [ss

sodass ¢, ¢ M, gilt, und definieren die Folge

(6) Pepn = A, k=0,1,2, ...
Weil offensichtlich

(7 (Af)@) = (AiH)(@) -+ uylz, 1)

gilt und w,(z, t) durch die Formel (18) in Absatz 1 definiert ist, ist leicht durch
vollstiindige Induktion zu zeigen, dass
Wk(x) = (P()(‘r) ’ k= ]-a 27
gilt. Nach Satz 3.1 gilt jedoch
lim {lp,], = [Ify — foll = 0.

ks
Hieraus folgt f,(x) = fu(x) fiir jedes x € {0, co) und da der Satz 2.4 die Kxistenz
verbiirgt, ist der Satz vollkommen bewiesen.
Satz 3.3. (Die Konvergenz der schrittweisen Niherungen.) Hs sei foe M
(nach Satz 2.4),

(S) lel = A.flc ) k= 0,1, 2,...
Dann gill
(9) lim [[f,, — fll» =0,

wo | die quasistationdre Losung des Problems No 1 ist.
Beweis: Vorallem gilt f, e M fiwr £ =1,2,..., wie aus dem Beweis des
Satzes 2.4 folgt. Wir setzen
¢ul®) = filx) — f(&), k=0,1,2,...
Dann gilt
K V(@) = (@) — f(x) = (Af)(@) — (Af) (@) = (A9,)(x) ,
wobei @, ¢ M, ist, also folgt (9) aus Satz 3.1.
Wir wenden uns nun dem Beweis des Satzes 3.1 zu.
Definition 3.2, Wir definieren die Folge {v,} folgendermassen
(]O) 1/‘Y>7c+1(x) = (A1w7\)(w) 2 k = ]y 25 LRI
yi(@) = o,
o, A, haben denselben Sinn wie in Definition 3.1.
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Lemma 3.1. Fir die Folge {¢,} definiert durch die Definition 3.1 gilt die
Abschitzung

(11) \‘Pk x)\ (), k=1,

fiir jedes x € (0, o0), {y,} ist dieselbe Folge wie in Defmztwn 3.2.

Beweis: Durch Induktion. Fir k=1 ist die Behauptung offensichtich
richtig (siche Beweis zu Satz 2.4). Wir setzen voraus, dass die Behanptung fiir
k = n = 1 richtig ist und beweisen sie fiir k = » + 1.

V” ~ a(@ - £)* @+ §)°
2| — . ; at, at, JE— byl d& <
1(pn+1<%)1 ‘ 1 (p ) ZV Vtof( € ) iq; (E )S

Va Pl _ee-ot_a@idy
< Zvnvt f( 4t° - € i )‘Pn(& — b) dé‘ - Wn‘*'l("”")
0

nach unserer Voraussetzung, also ist die Ungleichung (11) bewiesen.

Definition 8.3. Wir definieren die Folge {01} durch die Vorschrift

. k k—1
(12) Dpia(@) = (Az A Dy, (T i/\)) (@), k=2,3,...,

02(1) = w‘g(x) )

V“ ez 9 _a@+éy
(13) (Af(E) (@)= ant f( Yoo—e 0 )f(f)d*f

ast.

Lemma 3.2. Fiir k = 2 gilt

0 < 9, (x) = 6%,
0= difx) =%
0 < %) -

Beweis: Durch Induktion. Fir k = 2 sind die Behauptungen richtig,

denn es gilt

5]

© . £)? ,Eﬁjﬂ
Do) — N f T )(ocfwocb)dfr>
2)/xlft

= 0 = Oy(x) < o s

a@—&" Mg
ﬁé(r — “Va f( i, +@ Rl )d§:>0§ﬁé(x)§oc,
2/t

Vw a@=2" (T + )2
a - fty  —— g A, ~
Py(x) = SN ThaTig (e i ¢ ’ ) =0.
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Wir setzen voraus, dass die Behauptungen fiir &k = n = 2 richtig sind und
beweisen sie fiir £k = n + 1. Aus der Voraussetzung
0 =< d,(x) = o

folgt
" ﬁ___l x| <
n—1 7 -

folglich ist

. n

D () = (Az w1
Weiter gilt nach Induktionsvoraussetzung

p ~ o - &) AT+ E)

—_ _ o 1

D) = lﬂ/:{/t f(() i, e 1 ) 9 (@_n__ 5) dé =
0

ﬂ@:lﬁymswﬂwm=«m

=0 = 9,4 =«

und
n—1 Va —a(x L2 L G n—1
./0// x) — ) — e 4t, ’L()" - JdE =0 .
n+1(%) T Zvﬂvtof( " n fjde =

Der Beweis ist erbracht.
g(x) = ax, 0 = g'(x) = «, g"(x) = 0. Dann gilt

Lemma 3.3. Ks gelle 0 <
lim [g(x) — (4.9(y)x)] =

(14)
Beweis:
VE ~ _a(@-&)e _OE+ER
mm—mmm=rfﬁfk e %)mm—mm%+
ZVth(, J
9 @©
+ g(=) VE fe“’ du .
Vax
2|5,
Aber
lim g(x) Vﬁ fe—”g du = 0,
Ya=
2l%

weil g(z) = ax ist, bleibt also

© a(x-g)* _a(+é)?
f( e )(g(w) —g(£)dé=0

i,

}:1—13:0 Wn]/to i
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zu beweisen. Es ist jedoch

Na [ »‘»'"‘%5’5) ) — (&) dé —
P f (e C e ) (@) — (&)

Vux
2,
1 —u? " TR g]ﬁg
=7 f e ( (x) — g(m V;f )) du
,L d p—u* (T) — lzj w ) du
e J (“’ =+ T )) '
va_x
2l/z,

Das letzte Integral konvergiert fiir x — oo nach Null, weil
[ea]

L1 e, r 2J, % | =
T/;[ fe (J(x) ( T a u))d ‘7
Ja:

/ ax

2i,

o )

= ZT[XAT fe—“ du -+ H“bto fue—'“ du — 0

/T Va l/"z

ax Vax
2)/t, 2V,
gilt. Weiter ist
Vax
21/tu — — i
@ 2, /t 3
hmm e~ |g(x) — gle — "—Vﬁ' w]| du = Gﬁ)l_" fue—“ du =0,
>0 V"‘[ VCC VCEVTE

da fir ein festgewiihltes %
[t 2/t .
lim ( () — g(@ - ?J/—_t—“ u)) = -]}7/3 lim g'{(&(x, u)) ,

gilt, wo

ist, sodass

lim O(x, u) = ®

—>00

fiir ein festes % ist und es existiert

lm g/(t) = oy = &

>0



und die unter dem Integralzeichen stehende Funktion hat offensichtlich
im Intervall (— oo, o) eine integrierbare Majorante lxl/ ly Ju| e /V (],V:T. Das
Lemma ist bewiesen.

Lemma 3.4, Fir jede Funktion 9,.(x), k = 2, 3, ... nach Definilion 3.3 gill
(15) lim (9(z) — (o — (k — 1) ab)) = 0.

Beweis: Durch Induktion. Fiir £ = 2 ist die Behauptung nach Lemma 3.2
und 3.3 richtig. Wir setzen voraus, dass sie fiir £ = n = 2 richtig ist und
beweisen sie fur £ = n + 1

2 , — 1
(16) lim (&, , () — (0@ — anb)) = lim ({),,H(x) o i i R (n P m)) +

11
X—>00 A—>00

. n n — 1 n — 1
-} ‘11_]31 P ('f)n( o m) — (a — x(n - 1) b))

Der erste Limes auf der rechten Seite der Gleichung (16) ist nach der Definition
der Funktionen ¢, und der Lemma 3.2 und 3.3 gleich Null. Das zweite Limes
ist der Voraussetzung nach gleich Null, also gilt (15) fiir jedes £ = 2 und das
Lemma ist bewiesen.

Lemma 3.5, Es sev 9.(x), k = 2,3, ... etne Funktion nach Definition 3.3.
Dann gili

k k=1 \_ o N
(17) [ P (T "v) =z 9l —b) firax=0.
Beweis: Wir setzen
18 o) — g (F 9ol — b) fir x = b
(18) k’(x)‘iﬁ—,ilk 5 P )y fir 2 =b.

Es sei zuerst b = o = kb. Dann ist (k — 1)z /| £ = « — b und weil die Funktion
#4(x) nach Lemma 3.2 nicht fallend ist und k/k — 1 > 1 fiir k = 2 gilt, ist

(19) Oux) =0 fir bz =<kb.
Es sel weiter « >> kb. Dann ist (£ — 1) 2/k << 2 — b und

’ ’ k—1 ’ -
(20) O (x) = ﬁ,c(—k—- 1) — Pl —b) =0,

weil die Funktion ?(x) nach Lemma 3.3 nicht fallend ist. Weiter gilt nach
Lemma 3.4

(21) lim @,(x) = lim ( z _’”_ i O (5%—] m) — D — b)) —_

X—>00 K200

. k G (k=1 /k»],‘ ",
N N S

4 lim ((o(@ 2 ) — ok — 1) b) — F(x — b)) = 0.
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Aus (20) folgt, dass die Funktion 0,(x) fir x > kb nicht steigend ist, also folgt
aus (19) und (21) @,(x) = 0, was unser Lemma beweist.

Lemma 3.6. Fiir die Funktion . (x) nach Definition 3.2 gilt die Abschitzung
(22) pi(z) Z dx), k=2,3,...,
wo &, (x) die Funktion nach Definition 3.3 ist.

Beweis: Durch Induktion. Fiir k = 2 folgt die Behauptung aus der Defi-
nition der Funktion 9,(x). Wir setzen voraus, dass die Behauptung fir k = n =

= 2 richtig ist und beweisen sie fiir £ = n + 1. Nach (17) und der Induktions-
voraussetzung erhalten wir

, — 1
— (—n— r) - p{x — b) fur z >b.

Hieraus folgt
1

ﬁn+1(x) = ('AZ —'_'__*7 ’9n (—T’L—— y)) (LL’) :ﬁ (Alu)n)(‘/’r) - 1/)754»1(35) >
weil (4,y,)(x) = (4,h)(x) ist, wo h(x) = 0 fiir x < b ist und A(x) = y,(x — b)
fir « > b.

Lemma 3.7. Es sei O(x, t) die Losung der Qleichung

026 06
(23) Py =a ¥
fiir die Anfangsbedingungen
Oz, 0) =0 far 0
xr >

Oz, 0) = «(x — b) fur

-

M

—x=b,
>b,
und die Randbedingung

00, t) =0 fir t>0.
Dann gilt

(24) H(x) = (k—l)@( ”ZF) fir k=23, ...

Beweis: Durch Induktion. Fir £ = 2 ist die Behauptung nach der Defi-
nition der Funktion d,(x) richtig. Wir setzen also die Giiltigkeit der Behauptung
fiir £ = n = 2 voraus und beweisen, dass sie auch fir £ = n 4 1 gilt. Es sei
#z, t) die Losung der Gleichung (23) fiir die Anfangsbedingung

a, 0) = "8, (’Ln__l x)

und die Randbedingung gleich Null. Dann gilt
Dnia(®) = e, b)
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Wir setzen

- n—1 n 7\
=Ly 2

Diese Funktion ist wieder eine Losung der Gleichung (23) aber fiir die Anfangs-
bedingung ¢z, 0) = ¥,(x) und es gilt

n —{n—1 n — 1\*
(25) ﬂnﬂ(x)zn_l#( " 7.1,, ( " )50).
Wir setzen weiter
n-1
— 1 o1 1
(26) W, t) = (n 1) 0 (n — =, t()%ﬁ + t) )

Diese Funktion ist nach der Induktionsvoraussetzung die Losung der Gleichung
{23) tiir die Anfangsbedingung dx, 0) = 9,(x), also gilt nach dem Satz iiber
die Eindeutigkeit der Losung der Gleichung (23) (siche Beweis des Satzes 1.1)

Dz, 1) = I, t) .
Hieraus, aus (25) und (26) folgt

@ = " (L () — e (Fas S
n»*lx)“‘n__l1 n €, n 0] — 7&/’ OIZIZE’

was unser Lemma beweist.

Lemma 3.8. Fir jedes feste x {0, c0) gilt
(27) lim 9,(x) = v,

k—w

wo A eine feste Zahl ist, 0 << 2 < & und « aus Definition 3.1 ist.

Beweis: Nach dem Mittelwertsatz gilt

k-1 kel
N . 1 ‘ 1y lee < 1
D(x) = (b — 1) 0 (k % ly Z ﬁ) = [5‘5“ (5: to ,{/_1’ ﬁ):léak—l—lm’

1=1

wo 0 << » << 1. Hieraus folgt
lim 9(x) = A,

k—c0
WO
9 6o
N - [;_@ (z, t)]xso = « cerf Vﬁ—vaj <
i :=zo’§ 277]/1&0

ist, was zu beweisen war.

Lemma 3.9, #s sed
mx)e M, = Bl e P, 0 = nx) = ax],
n

’77m=1(50) = (Aﬁ’]k)(.’lf), k= l: 27 s

12



Dann gilt fiir jedes feste x € {0, o0)
(28) lim sup 7,(z) < Az,

k—co

wo A wie in Lemma 3.8 definiert ist.
Beweis: Genauso wie fiir das Lemma 3.1 kann man beweisen dass
n(x) = (), b =1,2,...,2e0, )
gilt. Hieraus und aus Lemma 3.6 und 3.8 folgt (28).

Lemma 3.10. Die Funktionenfolge {v,} nach Definition 3.2 ist vm Intervall
<0, c0) konvergent.

Beweis: Es geniigt offenbar zu beweisen, dass die Zahlenfolge {v,(x)}
fir jedes fest gewshlte x € {0, c0) nicht wachsend ist, weil ,(x) = 0 ist. Um
dies also zu beweisen definieren, wir die Folge von Funktionen

Mra(®) = (Aype)(@), k=1,2,...,

pr(x) = pa(x) — py() .
Es gilt offensichtlich

Prr(®) = Yrpa(@) — pule), k=12, ...

Weiter lisst sich durch Induktion leicht zeigen, dass fiur jedes £ = 1 und
2 € {0, ) m(x) = 0 gilt. Also ist die Funktion u,(x) fiir jedes feste & = 1
im Intervall {0, o0) nicht wachsend und so gilt

Praa(®) — pu(®) = (@) = m(0) = 0
fiir alle x € {0, o0) und die Zahlenfolge {y,(x)} ist wirklich fiir jedes z € €0, w)
nicht wachsend, was unser Lemma, beweist.

Lemma 3.11. Hs gilt y.(x) — 0 far & — oo gleichmissig auf jedem Intervall
<0, B>, B < w. '

Beweis: Nach Lemma 3.10 existiert fiir jedes « € {0, c0)
lim () = p(@) .
k—s0

Fiir diese Funktion gilt offenbar

(29) p(x) = (4,p)(x)
und nach Lemma 3.9
(30) 0= px) = o

Wir setzen weiter

771(35) = %‘l/)(&?) s 77k+1(-73) = (Aln/c) (CB) ) k= ]-: 2: eee e
Aus (29) folgt, dass '

31 . M) = % wz), k=12, ...
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gilt und da aus (30) folgt, dass #, e M, ist, so erhalten wir unter Anwendung
von Lemma 3.9

= @) = e,
oder P
px) < A Pl
Analog beweisen wir
(32) 0= ) =2 (i) x
. (2.9
fiir jedes natiirliche » und da % < 1 ist, folgt fiir jedes x € {0, )
Iim . (z) = 0.
k—o
Weil die Funktionen y,(z) fiir jedes k offensichtlich nicht fallend sind, folgt

aus dem frither bewiesenem die geforderte gleichmissige Konvergenz auf
jedem endlichen Intervall.

Beweis des Satzes 3.1: Es gilt offenbar
(33) @) Loz, k=12 ...
fir jedes x € {0, co0). Wir wihlen ¢ > 0. Dann existiert § > 0 so, dass

XX

: o = f:,\ o <

(34) @z L e

gilt. Aus Lemma 3.11 folgt weiter die Existenz eines K > 0 so, dass
35 . pe(®)

(35) E=K= _]T—f;——.i3«< .

fiir alle z e <0, ) gilt. Aus (11), (33) (34) und (35) folgt

1 +x

fiir jedes z € <0, ), was den Beweis licfert.

4. DIE BESCHRANKTHEIT DER QUASISTATIONAREN LOSUNG

« Satz 4.1. Iis sei {f,} eine Folge, die durch die Bedingungen
fo:op flcl»l'—’:Afks IC:O, 1:29""

definiert sei. Es sei q(t) die tm Punkie (a) der Definition 1.2 definierte Funktion
wnd sei noch q(t) fallend und es gelte

(1) qu(r) dr < .

Dann ist {f} tm Intervall {0, o) gleichmiissig beschrinkt.
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3

Bevor wir diesen Satz beweisen, beweisen wir einige Hilfsséitze.

Lemma 4.1, Es sei U(x, t) durch die Formel

_ww-*
(2) Tz, z‘)—ZV th——r_fe -0 Z(E 1) dEdr

gegeben, wobei

(3) z(x, ) = 2(x, t) fir x>0,
2(x, t) = q(t — kty) fiir —kb <z < —(k — 1)b,t > ki, k=1,2,...,
Z(x,t) = 0 fir die anderen (x,t), — 0 << 2 << 0,t > 0

gilt (z(x, t) ist eine Funktion nach Satz 1.2, q(t) nach Definition 1.2). Dann gilt
fiir ein beliebiges Ty > Oundt > T, :

Va ff-—”‘f o
4 U r, 1) = — i —— w-Ty g ,hy Ty)d
(4) R I = A (A
Vaf 1 f‘m'@%i)ﬁ -
e e = ) T dédr.
o) e ) e odedr

Beweis; Es gilt

t-T,

a(® - §)?

— )
_wr-8r
‘)V f]/t - fe -0z r)dédr.
7

. e T, /] 1 ==
V Vf 7Y . ( ’ 0) ( (S

oz - &) ou-£)*
= Va _ fg a(e- Ti) Va _ltz fe' «T, ’)z(u 7)dudr dé =
o)t = J Z]/n VT, =+ J

a("’ b -y
Vo Ja 1 f uaf e ) de du dr —

2Vn /i — TO 71/7 VT — T

Va/ _ a(®—u)?
f fe W=7 Z(u, 7) du dt,
VL — 1 4

was zusammen mit (5) das Lemma beweist.

Weiter ist
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Lemma 4.2, Far die Folge {f,}, die in Satz 4.1 definiert wird, golt die Abschitzung
(6) 0=fu) = U@ —(n—1)b,nt), n=20,1,2,...,
wobet Uz, t) durch die Formel (2) gegeben ist.

Beweis: Durch Induktion. Fiir n = 0 ist die Behauptung offensichtlich
richtig; wir setzen also voraus, dass sie fiir n = k gilt und beweisen sie fiir
n =k + 1: Nach Lemma 4.1 gilt

[=e]

“(LE’LFL
(7) Ulx — kb, (k -+ 1)) = )Vl,f_:l/t fe B U, k) dE +
0

_ur-ko by
e Wb=m Z(E, 1 4 kty) d&dr .
ZanVto 1 :[ o o

Weiter ist nach Voraussetzung

— - a@ ~ky— &)
(8) _ lﬁ,, fp Ti T U(E, ty) d
_ « -5
:ﬁ_]/ﬁf fe" O U(E — kb, kty) dE =

a SCCEL IR
:J—a‘f‘f(e e o—e )U(E—kb,/cto)df;—z

_a(w & o + &
I
0

und weiter gilt

1//5 . 1 _a@-— kb )
(9) )]/ Vfﬁﬁ’ fe Hb-m Z(&, 7 4 kty) dé dr =
o —T

Va ;’(_::.SX_“ c .
Vf = ; e WMEE — kb, v + kty) dé dr =
V(I/ a(x— t)’
f]/t* f@ (-0 z(§, r)dédr =
o — T

_ax-§ _a(z+ &) (E ) dEd
e M) — € M-1) >, T) AS AT .
9]/7”»[ V’o - TJr( )

ii\/

133



Durch Einsetzen von (8) und (9) in (7) erhalten wir

Utw — kb, (k + 1) 1) = (Af)(@) = (@) ,

was das Lemma beweist.

Lemma 4.3. Fiir die Funktion U(x,t), die durch die Formel (2) definiert ist,
gelt

n - a(® +(n ~kph-§)°
(10) Uz, (n + 1 ? VJZ/IO/LM f@ ikt (&) d& - f(m | nb) ,

wobel

7 a(xa:;)
(11) flx) = f;]/J//ta Tfe W) (&, 7) dE dr
J 0 —

ist.

Beweis: Durch Induktion. Die Behauptung gilt offenbar fir » = 0. Wir
setzen voraus, dass sie fiir » = m gilt und beweisen sie fiir # = m - 1. Nach
Lemma 4.1 und unserer Voraussetzung gilt

] _ Va [ _ws-or
Uz,(m -+ 2) b)) = = fe 4, f(& + mb)dE& +
£

Ja [ -2 Ya o [ _eimomnowr
1, L d d i
R f " 2 T f ¢ % fwdwdiy
~ a(x— ﬁ)z * ‘
V“f ! fe 0D H(E, 7 & (m + 1)) dE dr .
°|/ﬂ'r /tc — T«

Hieraus erhalten wir durch einfache Umformung unsere Behauptung.

Lemma 4.4. Wir selzen

1 a8t o)

(12) . F(x) = ﬁ e sat,
(13) D) =Fk) firk =a<bk+1,k=12 ..
Dann gilt fir jedes « = 1
(14)  B(x) = OF(»)
worin

GE
(15) O = 2™
1st.
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Beweis: Es gilt fur k=1, 2, ...
F(k) A ol S
1 AN 1 - el age 1) < (1
(16) Pl + 1) V et =
wobéi C' durch die Formel (15) gegeben ist. Weiter existiert ein Punkt xge

€ {1, o0) so0, dass im Intervall {1, «,)?) #(x) wachsend ist und im Intervall
{&y, 00) fallend. Es existiert also ein k, = 1 so, dass

(17) by = oy < ky 4 1

gilt. Es sei zuerst « e (n, n -}- 1), worin n =< &k, — 1 ist. Dann gilt fiir diese
D(x) = F(n) = Flo) < CF(«x),
weil ' > 1. Es sei weiter « e {(n, n -|- 1), wobei n = ky + 1 ist. Dann gilt
nach (16), (17) und der Definition der Zahl «,
D(x) = F(n) =< CF(n -+ 1) = OF («) .

Es sei endlich o, e {ky, ky -+ 1). Dann ist d(x) = F(ky). Wenn o, = k, ist,
80 ist unsere Behauptung offenbar richtig. Es sei also by, << oy << &y - 1. Wir
untersuchen und unterscheiden zwei Falle

(a) F(ky) = Flky + 1):
Dann gilt
Fky) = Fa) < OF(x) fiir k= o =< o,
F(ly) = F(lky + 1) = Flo) << OF(x) filr oy <ox < ko4 1.
(b) Fky) = F(ky + 1):

Dann existiert ein « € (&g, ko + 1), weil die Funktion F(x) im Intervall
(%, &y -+ 1) fallend und stetig ist, fir das
Flay) = F(ky)
gilt. Nun gilt
F(ky) = F(x) << CF(x) fir & e( kg, 00y,
F(ky) = CF(ky + 1) < CF(x) fiir oe(xg, by + 1).

Damit ist die Formel (14) fiir alle « = 1 bewiesen.

')\
<

Beweis des Satzes 4.1: Nach Lemma 4.2 und 4.3 gilt
(]8) 0 fi; fnJrl(x) S_:

N a((x— &%+ kzb’_)

< Vo Il SR s o),
21/775]/%_ P V/C

3) Das Symbol (1,0) bezeichnet eine leere Menge.




oder nach Lemma 4.4

VE ' ~ ab(x-§)
(19) 0 = [on(®) = = fe B f D(x) f(E) do AE - f(2) .

2)= ]/,
n+l n+l e Aj)i o
f@(/x)da{;(jfﬁ’()dx = fF(ﬂf do = f e da =
L 1
b _ ltu
=C [l/ix:j* e %]xiﬁ du = ¢ “]/ ﬂ]/to —27;"‘ &
o Vbl/“ ab

Hieraus erhalten wir durch Einsetzen in (19)

o <«

‘ ¢ Beenopee , '
0= frn@) = f I ey ag - f(w) 5% f f(€) d§ + f(=)

— 0 - 0
o0

und weil f(z) offensichtlich beschrankt ist, geniigt es zu beweisen, dass [ f(£) d&

— 0

beschrankt ist. Es ist

® _a(x-8)? )
ff’”d*'ffzvﬂ/t f I (8, 1) dg dr da =
—

. (k+1)b
—ff ,7) dé dr —fo g(r -+ ltg) d& dr — bqu(rwkto dr .

Die Reihe zq 7 -+ kty) ist im Intervall <0, {,> nach Voraussetzung tiber die
0

Funktion ¢(t) gleichmassig konvergent, sodass sie Glied fiir Glied integrierbar
ist, wodurch wir der Voraussetzung nach

W (k+1)t, o
ff(vc x4b2fqr+ktn T——bz [ qx)de =b [q(zr)dr <
k=0 Kt 0

erhalten (siehe Ungleichung (1)). Der Satz 4.1 ist hiermit vollkommen be-
wiesen. . . '

Satz 4.2. Wenn die Funktion q(t) die Voraussetzungen des Satzes 4.1 erfullt,
ist die quasistationdre Lisung des Problems No 1 beschrinkt.

Beweis: Nach den Sitzen 3.2 und 3.3 konvergiert die Folge {f,} aus Satz
4.1 lokal gleichmissig zu der quasistationiiren Losung. Die Folge ist jedoch
nach Satz 4.1 gleichméssig beschrinkt, also ist auch ihr Grenzwert beschrinkt.
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Souhrn

0 QUASISTACIONARNIM RESENI ROVNICE PRO VEDENI
. TEPLA

Emm VITASER

Pri stavbé velkych betonovych masivl (napf. gravitaénich pfehrad),
se obvykle postupuje tak, Ze se nebetonuje spojité, nybrz prerusované po
vrstvach konstantni vyiky. Predpokladame-li, Ze p¥i tomto pracovnim postupu
jsou vnéjdi podminky (tj. poklidaci teplota betonové smési a teplota ovzdusf)
konstantni, di se otekdvat, %e v n-té pracovni vrstvé a v ¢ase { bude tepelné
pole podobné, jako bylo v n — 1 pracovni vrstvé a v dase t — t,, kde ¢, je
tas potfebny k ukondeni jednoho pracovniho cyklu a Ze souhlas bude tim
lep&i, ¢im bude podet pracovnich vrstev veétdf. Jak ukazuje praxe, nastane
tento stav, nazvéme jej quasistaciondrnim, jiZ po vybetonovani nékolika
vrstev. xistence quasistaciondrnibho stavu ma znalny vyznam pro vypodlet
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tepelného pole v prehradé, protoZe quasistaciondrni stav vypoéteme obvykle
znaénd rychleji nei pribéh teploty v jednotlivych pracovnich vrstvéch.

PiedloZzena price se zabyva shora popsanym problémem v linedrnim a
jednodimensionalnim piipadé. V tomto piipadé se da problém formulovat
takto:

Bud 4 operator, ktery funkei f(x), definované na intervalu {0, co), piifa-
zuje TeSeni rovnice
T W

o ik < = 1,2, ...
= Tl Y, kb <@ < (k1) bk =0, 1,2,

(1)

(q(t) je dand funkce, a, b jsou kladné konstanty) p¥i pocéatedni podmince
u(x, 0) = 0 pro O0<zxz<b,
u(z, 0) = f(x — b) pro b <z <<
a okrajové podmince
u(0,8) =0 pro t>0
v Case t = 1, (tj. (Af)(x) = u(x, t,)).
Rekneme, #e v néjaké tiidé funkei M existuje quasistaciondrni felent,
existuje-li funkce f ¢ M takové, Ze plati
2) (4f)x) = f(z) pro e {0, o).
V praci jsou dokazany nasledujici zdkladni véty o quasistaciondrnim fefent:
Yita 1. Bud M tfida funkct f(x) definovangch o spojilych na intervalu {0, <o),
pro které plati
(@) 0 = f(») = aw +bx,
fx + h) — f(x)

(b) lim sup ————5—"—"= = by 4 by,
h—0 h
r + h) —
li}rln 0inf ffﬁ__;z_hﬂ 2 — (by + byx) pro vdechna x e {0, ),

kde «, by, b, jsou jisté konstanty a bud funkce q(t) z rovnice (1) spojitd, nezdpornd
a omezend v {0, ©). Pak existuje v M prdvé jedno quasistactondrni ¥eSent.

Véta 2. Bud foe M, f..,= Af, £k=0,1,2 ...;
pak funkce f,(x) konverguji lokdIng stejnomérné ke quasistactondrnimu fedens.

yéta 3. Je-li funkce q(t) z rovnice (1) navic klesajict o plati-li
[a)dt < o,
0
je quasistaciondrni feSeni omezené.
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Peswme

O KBA3UCTAITMOHAPHOM PENIEHWU YPABHEHUSI
TEIJIOIMPOBOIJHOCTN

IMNJIL BUTACER (Emil Vitdsek)

Ha crpoiikax Gombmux GeTOMHEIX MacCHBOR (HATD., FPaRATAILOHHLIX IJIO-
THH) IIOCTYNAI0T OOMIKHOBEHHO TaK, 4TO He OETOHMPYIOT HEMPEePRBHO, HO YKIa-
OHIBATOT GETOH TWOCTETIEHHO M0 ¢ITOSAM 1OCTOSHHON BEIcOTH. Keawm mpentoiio-
JKUTH, YTO IIPY TAKOM Irporecce paGoThl BHeIIHHe ycaobus (T. e. TeMlleparypa
VEIaXBIBAGMOI 6eTOHHOI cMCCH M TeMIepaTypa BO3IyXa) IOCTOANHbL, TO MOKHO
OJKUATh, MTO B 7-0M pabodeM cJI0e W BO BpPeMeHH { Oy/IeT TeMIepaTypHOe TMojie
nofoGHO TOMY, KakuM ono OBII0 B (% — l)-oM paGodueMm cioe w BO BpeMeHH
t — tq, vJ18 1y —— 9710 BpeMs, He00XOIMMOC K COBEPUICHHIO OHOTO Pabovero LA,
M 9ro cortacoBanue Oyger TeM Jryumue, ueMm Oonbile OyEeT UHCTO paboumx
cnoes. Ha ppamrure oxasmBacTes, 9ro Takoe cOCTOAHME, KOTOPHIE Ha30BEM
KBABHCTATMOHAPHBIM, HACTAET YiKe 110CTe VRIALKY HCCKOMBRUX cioes. Hamm-
Ype KBAsHCTAIHMOHADPHOIO COCTOSIMMA MMeeT GOIINOe 3WAUCHEHE [JIA pacyera
TeMIepaTypHOro TOJA B IVIOTHHE, LOTOMY UTO KBasWCTAlMOHAPHOE COCTOANNC
BHIYHCIIMM 0OBIKHOBEHHO 3WATNTENLHO OBICTPee, YeM TeMIepaTypy B OTACILHBIX
pabounx CJIOX.

IIpennaraemas pabora saHMMAeTCA ONMCATHON BEIILE HPOGIEMOIl B JIMHCHHOM
M OHOMEDHOM CcIydae. 3ajady MOMKHO TOrjla cQopMyIupoBarh CIIeLyHUM
obpasom:
IIycts A-omeparop, ®otopoil (yHxmum f(x), ompejenesnnoii na HHTCPBAJIC
{0, ©0), ¢cTaBUT B COOTBETCTBME PCINEHHE YPaBHEHUSI
du 1o

(G

o @ ox?

+ q(v + k), kb <x < (k+1)b, k=012, ...

(q(¢) 3apgamHAA QHRIUS, @, b -— NMONORUTEJLHBIE IOCTOAHUBIC) P HAYAILHOM
yeJoBuu

u(x, 0) =0 g 0 < ax <bh,

w(x, 0) = flx —b) mas b <<
M KPaeBOM YCIOBHM

#(0,t) =0 s >0
BO BpemeHu & = f, (1. . (Af)(x) = w(x, t,)).
Mol crasieM, 4To B HeKOTOPOM Kaacce Qyurmuil M cymecTnyer KpaszueTamniuo-

HApHOe pemielne, ecyIl cyImecTByer Gyarumsa f e M Takas, 9ro
(2) (Af)(x) = f(x) npaa xe <0, ).
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B ])&60Te JOKa3aubl CHCOYHUH(ME OCHOBHBIC TEOPEMBI O KBA3WCTAIIMOTAPHOM
penienunu:

Teopema 1. Hycmv M — kaace fynryui f(x), onpedesernivr u HERPEPLIGHLIY
na umﬂepea./ee {0, o), das Komopux

(a) 0= flx) =ow+ b,

(6) lim sup f@t+h) — f(x)

h—0 h

(x—{—k ~f
i

0 : blx;

Jl/w

lim inf 25— !
h~>0

; — (by + b, x) 0as scex x € 0, ),

2de x, by, by — Heromopue nocmoannse, u nyemv Pynryua q(t) us ypaswenusd
(1) nenpepwiena, neompuyameavna w oepanudend ¢ {0, ). Toeda ¢ M cy-
ugecmeyem 0010 U MoAbKO 00110 KBA3UCINAYNOHAPHOE PeuleHe,

Teopema 2. Ilyemv foe M, [, = Af,, £=0,1,2,...; mozda Pyuryun
f1(®) cxodames a0kaALIO PASHOMEPHO K KEASUCMAYROHAPHOMY PEULCHILIO.

Teopema 3. Ecau gynryus q(t) y3 ypasuenua (1), nomumo npouezo, cufe
AgaaeMmen yowgarwel i ecau

[q@)dt < o0,
0

Mo Kea3uCmanuonapltoe peilenue 02pariuuento.
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