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SVAZEK 5 (1960) APLIKACE MATEMATIKY ČÍSLO 5 

CERTAINES RELATIONS EXISTANT ENTRE LES DÉRIVÉES 
PARTIELLES DES DEUX CÔTÉS DE L'ONDE DE CHOC 

ANDRZEJ SZANIAWSKI 

(Reçu le 6 novembre 1959.) 

On trouve les équations pour les valeurs limites des dérivées partielles 
des paramètres du gaz des deux côtés de l'onde de choc, qui permet­
tent de déterminer l 'approximation linéaire du mouvement au voisi­
nage de l'onde. 

1. INTRODUCTION 

U, 

u 

Le passage de l'onde de choc provoque une discontinuité de la vitesse du gaz 
et de ses paramètres thermodynamiques. Considérons le passage de l'onde 
dans le gaz en mouvement unidimensionnel non-stationaire (fig. 1). La vitesse 
u, la pression p et la densité Q du gaz sont 
fonctions de la position x et du temps t. Si 

(1,1) * -= <p(t) 

est l'équation de la propagation de Fonde 
de choc, les fonctions u(x, t), p(x, t), Q(x,t) 
ont une discontinuité sur la courbe 
x = cp(t): Nous donnerons les relations 
existant entre les valeurs limites de ces 
fonctions et de leurs dérivées partielles 
de deux côtés de la courbe x = cp(t). 

Considérons le moment t0 où la posi­
tion de l'onde de choc est déterminée 
par la coordonnée x0. Pour une fonction 
quelconque f(x, t) nous désignerons par 
l'indice — (ou -f) la valeur limite à gauche 
(à droite) de l'onde de choc 

UJ-Ux_-âX 
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(1,2) / _ = lim f(x,Q, / + - = lim f(x,t0), 

* < ">(.„) * > ?(«„) 

/,_= limâfe--^, /,+ = lim % y . 
X < Ç>(t,) * > ç>(<0) 

Les équations d'Hugoniot-Rankine donnent trois relations entre sept 
valeurs p_, Q_, U_, p+, Q+, U+, U0 — U(t0) où nous avons désigné par 

d<p(t) 
1,3) U(t) = 

dí 

Ja vitesse de propagation de l'onde de choc. Maintenant, no^ls trouverons 
encore trois relations qui existent entre les dérivées 

px_, Qx_, Ux_, px+, Ox+, Uz+, U0 =~ --g--— . 

Ces nouvelles relations permettent de trouver, au voisinage de x0, t0, l 'approxi­
mation linéaire des fonctions p(x, t), Q(X, t), u(x, t) d 'un côté de l'onde si nous 
connaissons cette approximation de F antre côté et si les deux dérivées U0 = 

= —~- — , U'Q = — jj/2° s o n t ° o n n u e s - Nous trouverons aussi des équations 

approchées de la trajectoire et des lignes caractéristiques. 

En vertu des suppositions qu'on va admettre, les résultats obtenus sont 
valables aussi pour les ondes de choc avec les réactions chimiques, ouïes ondes 
de détonation. 

2. SUPPOSITIONS 

Nous allons considérer le gaz parfait (qui vérifie l 'équation de Clapeyron), 
idéal (chaleur spécifique cv =-= const.) et non-visqueux, qui ne conduit pas 
la chaleur, mais les molécules duq^lel peuvent avoir des deux côtés de Fonde: 

a) différentes masses m_ et m+, 

b) différents nombres de degrés de liberté, donc différents rapports des 
c c 

chaleurs spécifiques y_ = - — et y+ = - ^ , 
cv_ cv+ 

c) différentes énergies chimiques. 

Les trois dernières suppositions signifient, que le passage de Fonde peut 
provoquer des réactions chimiques endothermiques oii exothermiques (détona­
tions), qui changent la structure des molécules. 

Pour le gaz parfait et idéal Fenthalpie h est fonction linéaire de la tempéra­
ture 

(2,1) h = c»T + C-~=-ï-Q +C> 
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mais la valeur de la constante C dépend de l'énergie chimique des molécules 
(fig. 2). Nous désignerons la différence de ces constantes par 

(2.2) q = O_ - C+ . 

Pour le moment tQ les équations d'Hugoniot-Rankine se laissent écrire 

maintenant sous la forme suivante: 

(2.3) Q_(U„ - U0) = Q+(u+ - U0) , 

V- + QJU_ - U0)
2 = p+ + Q+(U+ — U0)

2, 

p+ , (u+ — U0)
2 

c_ + У- V- i ( ц - - ^ o ) 2 __ 0 + __ ^+ 
y - - i e - ' 2 - - ' r + - i e + 2 

Des deux côtés de Fonde de choc nous avons les équations connues du 
mouvement adiabatique du gaz 
parfait 

(2,4) 
ЗQ 3(QU) 

дt ' дx 

õu дu 

Bs CS 

Ћ+uTx = Q> 

=--0, 

i дp 

Q дx 

Fig. 2. 

où nous avons désigné par s l'en­

tropie spécifique. 

Au lieu de prendre l 'équation 

d 'état en forme de Clapeyron 

(2,5) 

Q m 

(^-constante universelle), nous emploierons une équation équivalente 

s — sr 

l^ŁT 

(2,6) ln 
LPoW J' 

0 1 1 Pai Pô? so sont constantes. 
E n éliminant l 'entropie s de (2,6), nous pouvons présenter les équations du 

mouvement (2,4) sous la forme 

(2,7) 

Q Q 

д ln — д ln ^-

2? + u __ + Џ __ o , 
ôí ^ дx ^ дx 

8u 

m + 

a to* 
_ 

et 

Sin f 

«£ + 7 " ^ 0 ' 
гi„-p-

+ U — Po 
ŕ\г-

У ő^°' 
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ou 

p °=r. 
est la vitesse du son. Pour les constantes p0, Q0, nous choisirons de différentes 
valeurs des deux côtés de l'onde de choc. En remplaçant l'indice o alterna­
tivement par — ou + , nous aurons deux groupes d'équations (2,7), valables 
pour l 'un et l 'autre côté de la courbe x = <p(t). 

Pour trouver les relations cherchées, nous nous servirons des équations 
d'Hugoniot (2,3) sur la courbe x — <p(t) et des équations de mouvement (2,7) 
dans son voisinage. 

3. CALCULS ET RÉSULTATS 

Introduisons dans les équations (2,7) de nouvelles fonctions (sans dimensions) 
n, A, /U déterminées par les formules 

,„ ^ P — P- - Q — Q- u—U(t) 
(3.1) n =_ £ - — £ - , A = - - - - - - , p, = —jj^1 Pour x < <p(t) 

et 

p+ ^+ tj(*) 

Pour le moment /; = t0 nous obtenons les relations suivantes existant entre 
les valeurs limites des dérivées partielles du côté gauche de l'onde de choc 
x < <p(t) 

(3.2) - - ^ = (1 + p_) nx_ + y___-_,_ , 

_ i r _ ___ __= (i + _̂) 4_ + _̂_ 5 

- _. = <»+"-> « - + î ( £ ) ' * * - + < x +"-> s 
et, en remplaçant par + l'indice —, les relations analogues pour les dérivées 
du côté droit x > <p(t). 

Si les fonctions-limites des fonctions n, /., f.i de chaque côté de la courbe 
x = <p(t) sont analytiques, nous pouvons les développer en série de puissances 
de At = t — t0. Nous avons par exemple 

lim n(x, t) = n_ + \nx_ ^ ^ + nt_ 1 At + . . . = 
__> ̂ (O-o L df J 

=-= - (I*JJZX- + )>_/*„_) _T
0 Al; + . . . 

Dans la dernière transformation, nous avons utilisé la première des relations 
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(3,2). Ainsi, nous obtenons pour les valeurs limites à gauche sur la courbe 
x — <p(t) les développements 

(3,3) n = — (/*_-_•_ + y-fix_) U0 _\t + ... , 
A = - (/*_V + /.«__) UQ M + ... , 

/* = i"_ - /'+'*- + ; - (|fj nx- + (l + /O T^J U"o M -i- ... 

E n remplaçant ici les indices — par + , nous obtenons les développements 
analogues pour les valeurs limites à droite sur la courbe x = <p(t). 

Les relations d'Hugoniot-Rankine (2,3) étant valables pour chaque point 
de la courbe x = <p(t), nous pouvons y introduire les développements (3,3). 
Pour M -> 0 nous recevons ainsi les relations 

(3,4) 

1 1 Q ri"- , P-U'o __ -i , Q I i"+ , t ' + ÎO 

/«_/__ + 2/a__ + — ^ TT^ + --^--y - «+AX+ + _/*„.+ + -~^j nx+ + - ^ — , 

a_ \M*_XX_ + (1 + 3M2_) ^= + — TtA = 

= a« [i¥+;.,+ + (1 + 3JP+) ---- + — *w] , 

ai ^ [_ ^iïr_ + (i + _f • ) ^ z + - 2 y - ~ 1 • .r„_ 
L y- - i A*- y-(y- - l) 

où 

(3,5) M+ = — - ~ — ==/*+ — . 

En éliminant les fonctions sans dimensions, nous pouvons présenter les mêmes 
relations sous une autre forme 

(3,6) 

_ _ % - + i f _«_-?-= + 2W„_ + - # ? - = , - ^ ± - + i f + a + ^± + 2u ' U i 

M_a___ * - g_ ' "~ ! #/_«_ i ¥ + a + í ? + ' + + _+
 ! *+ ' i f + a + ' 

y-*-*- [3 i f c + *-•- f-+ (3 + i ) w~-]= 

- ™ ^ [3 í f e +*^ ff+ (3 + i ) w ^ ' 
a*M* \2y-~l Jt^- *-___ es= + (i + J_\ tt ___ _£L | __ 

L y- - - -tf-a-e- -tf-(y- - i) e- \ MV -*-*-.] ~ 

+ + L y + - 1 M+a+Q+ i f + ( y + - l ) . +
 r \ ilPj i ! Jf+a+J 
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ou 

(3.6) px_ + M_a_Qx^ + 2C_(«_ - U0)ux- + Q-U'0 = 

= px+ + M\a\Q.x+ + 2o+(u+ — f j 0 K + + Q+U'0 , 

3 if2_a2 / l \ 
— P*- + —£-=- __- + ^ + - ^ j (u_ - 170)i*__ -

3 if2 a2 / 1 \ 
= — Px+ H ±~±- Qx+ + 3 + — - (w+ - LT0)%+ , 

6+ Q+ \ M +1 

_ . . . _ _ *_ _ _ _ fe_ ^ |! + ^ | _____ _ „,„ + _ _ 

2 y + - i „ o« , / . , i \ » + - P . f/_ 
= (77-T)?; *•< - (y+• - m °» + ll + s r ) - i _ - "~ + T+ • 

Ainsi nous avons trouvé les trois relations cherchées existant entre les dérivées 
partielles des deux côtés de l'onde de choc. 

Ayant les valeurs limites des fonctions et de leurs dérivées, nous pouvons 
trouver les équations approchées des trajectoires et des lignes caractéristiques 
au voisinage de x0, t0. 

Les équations différentielles de ces lignes peuvent être présentées sous forme 
de 

f 0 . . . pour trajectoire 
(3.7) ^ ' _ _ t t + 0 a , où 0= - i l ; . 

dr I i v I • • • P o u r caractéristiques. 

Nous pouvons développer les fonctions u(x, t) et a(x, t) en séries de puissances 
l_x = x — x0 et àt — t — t0 et les introduire dans l 'équation (3,7). Nous 
chercherons la résolution de l 'équation ainsi transformée 

(3.8) ~ = u+ + &a+ + (uofix+ + a + 0 *b£Sl}*\ Ax - \uouW + 

+ aà nx+ + Uoa-+0 __±J__)____jr ^ > + ( y r z i l j w l ^ + ... 

(les dérivées par rapport au temps sont éliminées au moyen de (3,2)) aussi 
sous forme d'un développement en série 

AX = OC 1- «! M + l(X2àt\ + ... , 

dont les coefficients peuvent être aisément trouvés, et en résulat nous obtenons 

(3,9) àx = (i*-. + 0 a + ) A* + ^ ( - 4 " ~ + © 3 rJ_t *70a+yu„+ + 

+ 0*a% n ^ ± ^ M* + . . . + « [\ + | [ 7 0 ^ + (9a+- ?*± + ^ T ) A* + . ] = 
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= ^ + я,)Д Í+ì[-^+в з+-w +в4(f-f)]^ + 
^h+^te-f)]---]. 

où oc est une constante de l'ordre de Aa;. 

Pour 0 = 0 nous trouvons l'équation approchée des trajectoires 

(3,10) 

x = Xo + «[i + u_+(t - g + ...] + «T(e _ g _ i _ € (. - g 2 + „.. 

et pour 0 = + 1 les équations des lignes caractéristiques 

(3,11) 

x = z0 + oc 11 + j ^ _ _ ± ^ ^ - ^ j ] Af + . . . j + (u_ ± a_) Ai + 

+ Î (- ^ f: ™ f t + ^ " - ) A * 2 + • • • ' x< <m ' 

4. CAS PARTICULIER 

Considérons maintenant le cas particulier de la propagation hypersonique 
de l'onde de choc (ou de détonation) dans le gaz en repos. Pour ce cas nous 
avons u+ =- ux+ — px+ = __+ == 0 et après les transformations des formules 
(2,3) nous recevons 

<4^ ~M (-J_\ + l) ~ 2 y"^ï U _ ï + lT ~ 
= y+ + i i L 1 r ., y+ / ! + 1 r + i 

y+ - 1 \y+-L2
+

 i / - y+ ~ 1 \y+M\ "*" ) ' ' 
J_ _ _- __ 1_+ (y-M2J-i _ 
M- e + " ' i + F + ^ l ) - 1 ' ^+ " ' 

p_ __ y+M\ T_ _ y+?n_M2
+ _ a_ _ _tf+ 

— - - ~yZM\ fX~ ' TT ~~ ylmjd_ li~ ' ô"! *~ ~~ Ml **" 

où 

(4 2) A= -2q- = 2 i 
v ' ' Jf2

+a+ <72 ' 
Les trois relations (3,4) peuvent être présentées maintenant en forme 

(4,3) ,__*__ + 2^__ + - ^ -__ + - ^ = - ^ , 

itf2_V + (1 + 3M_) ^ ; - + ----- 7rœ_ - 0 , 
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'«- „ [ _£_„ + (l + J_f2 ) __£Z _L ^ - - 1 ^ , ___.] 

- ; - L y- - i- u + J /^ ! y-(y- - i) «2_ J 
/^+^ó 

ou 

(4 3) 1 + 2 ^ + — - - . = _:L±_i_____ 

M\lx + (1 + 3JE_) "p 4- A w-_ __ 0 , 

_ X*~ - + (1 + __")£_.+ __?2___i_ , __ i ± _ r Jf 2 ___ 
y - - i J H J « - + y-(y- - i) A*' " 2 ' 

A cause de l'écoulement hypersonique, nous avons 

(4,4) — — < 1 
V ; y+M\ "* 
et en négligeant ce terme dans (4,1) nous obtenons 

(4,5) an = ! __=|E______t, 
r - 1 + | / i + (y2_ - i) A 

o_ V_ + 1 

é+ y_ - | / l + (y ! — 1 ) 4 ' 

| = - ^ r [1 + V ~ + ~ ~ ~ ~ = ~ T M ] ^2
+ , 

_>+ /_ + 1 

f+ - ^ f ^ r j ï -y- - yi + (y_-i)A] [1 + y iT~~~~~~~A] -**, 

- = J^_+, y i T ^ Ï T Î y 2 ^ ^ ^ |iif+|. 
a+ y_ + 1 

Pour les équations (4,3) les calculs donnent les solutions suivantes: 

(4,6) . . 1 

^ 3 i + y i + ^ - i M + 1 ( y - - i M - , 
" - U0 y_ + 1 • ~ "̂ 1 + (yi - 1)4 ~ " * "_ ' 

__ ^ z = _ (2y- - -)[- + Vi~ + (y2 - . - M i --(y2- - - ) - - S 
" P- ~ [i + (y2- - i) -4] [y- - V"î + (y2- - i) Al ' ^o ' 

;t __ J__r __ 
o_ 

[y- - yï~~~~r~~~~~~ + ^ (y2. -1)-4J [î + yr:~~~~~~~~~î] ^ 

[ T + (y-. - 1) __][y_ - V~~M~~~~1TA]2 ' """-" " 
En introduisant ces résultats dans (3,10) et (3,11), nous pouvons trouver 

sans difficulté les équations approchées des trajectoires et des lignes carac­
téristiques. 

348 



5. E X E M P L E 

Considérons la propagation de l'onde de choc dans l'azote aux conditions 

suivantes1): pression p+ = 0,1 mm Hg = 1 3 3 - ^ , température T+ = 300°K, 

nombre de Mach \M_\ = 25, U'n = — 238 . I06 -. Si nous supposons la 
' ' u sec2 

g 
dissociation complète après le passage dé l'onde, nous aurons ra+ = 28 — - , 

g 7 5 
m_ = 14 —2- y+ = ~, y_ = - . L'énergie de dissociation est égale approxi-

m2 

mativement à q, nous prenons donc q = 25 . 106 -. La constante univer­

selle des gaz R = 8,31 . IQ7 ? - — r • 
grad. mol. 

Avec ces données nous obtenons les résultats suivants: formules (2,5) et 

(2,8) a^ = 353 ^-, p, = 0,15 . l O - e J L ; L\ = \M,\ a, = 8825 — ; formule 
sec cm2 ' ' sec 

(4,2) A = 0,645; formules (4.5) Ml = 0,050, = --= = 13, — = 808, 
/i_ o+ £>+ 

T a m 
± z _= 31, — = 8,6; \MJ\ = 0,23, w_ = 8100 — , p_ = 80,8 mm Hg, T,= 
1 + a+ sec 

= 9 300°K, a_ = 3000 — . 
sec 

Nous pouvons maintenant vérifier ([ l] ,page 728), que pour p_ = 81 m m H g 
et T_ = 9 300°K le gaz est presque complètement dissocié, comme nous 
l 'avons supposé . En appliquant encore les formules (4,6) nous obtenons les 
valeurs des dérivées 

u__ = 40 000 sec-1 , ^ = = 0,3 cm"1 , -^= __ _ cm- 1 . 
V- Q-

L'équation approchée de l'onde de choc peut être présentée en forme sui­
vante 

(5.1) Ax = 2,9(a_ Al) — 0,13 c m - ^ a . Al)2 + . . . 

Les équations des trajectoires d'après (3,10) sont 

(5.2) As; = <x[\ + 0,13 cm"1(a_ Al) + . . . ] + 2,7(a_ Al) -

—0,09 c m - 1 ^ . Al)2 + . . . , x < <p(t) , 

àx =- OC , X > <p(t) . 

1) Ces conditions correspondent à une des expériences faite avec l'air dans Je tube 
de choc à décharge éiectrique par M. CLOITPEAU au Laboratoire Curie à Paris. 
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et les équations des lignes caractéristiques d'après (3,11) sont 

(5,3) Ax == «[1 - 0,7 cm-M»- A 0 + •••] + 3>7( f t- A*) ~ 
,47 c m - ^ o - àt)2 + . . . 

. . .] + l , 7 ( a _ A . ) -
- 0,47 cm-'ftf.. Al)2 -|- . 

A;r == *[1 ]• 1,0 c i t i " 1 ^ - A*) 4 

- 0,56 c m - ^ a . A!)21 ... 

Ax __ tx 4- 0,12(«._ A.) 1 
A:f =- a __ 0,12(o_ A'O J 

?(-) , 

?(_) . 

L'approximation obtenue de ces lignes et des foctious —-, ~-, 

åx[cm] 

l'onde de choc 

— trajectoire 

— ligne caract. 

___' 110,5 

2 3 4 

Fig. з. 

ÙX [cm] 

Bibliographie 

—- est donnée 

sur les diagrammes (fig. 3). 
A cause du changement 

de la vitesse de propagation 
de Tonde de choc \U' 4= 0j, 
l'écoulement derrière l'onde 
devient non-homogène. Sur­
tout le gradient de la den­
sité devient considérable. 
Ce résultat est qualitative­
ment en accord avec la 
théorie de S E D O F F pour les 
ondes de choc fortes sans dis­
sociation [2]. ZELDOVITCH, 

R A J Z E R [3] et LOUNKINE 

[4] ont déjà calculé l'influ­
ence de la dissociation sur 
les valeurs des paramètres 
derrière l'onde de choc. Nos 
résultats montrent que la 
dissociation peut encore faire 
augmenter l'influence de 
l 'a t ténuation de l'onde {(/') 
sur l'inhomogénéité de l'é­
coulement derrière Fonde 
(e*_, Px-, «*-)• 
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3] //. Б. Зельдович, 10. П. Райзер: Ударные полны большой амплитуды _ газах, У с. п. 

фи:*, наук, Т. Ь Х Ш , вып. 3. 
4| /О. II. Лунъкин: Параметр!.! газа за ударной волной, Жури. техн. фил., Т. XXIX, 
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V ý t a h 

JISTÉ VZTAHY MEZI PARCIÁLNÍMI DERIVACEMI 
NA OBOU STRANÁCH RÁZOVÉ VLNY 

ANDRZEJ SZANIAWSKI 

Studuje se jednorozměrný pohyb plynu s rázovou vinou, která působí 
nespojitost rychlosti a thermodynamickýdi parametrů plynu. Jsou nalezeny 
rovnice pro lineární hodnoty parciálních derivací těchto funkcí po obou stra­
nách rázové vlny. Tyto rovnice spolu s rovnicemi Hugoniot-Rankinovými 
dovolují nalézti pro daný okamžik lineární přiblížení pohybu po jedné straně 
vlny, je-li známa lineární aproximace po drahé straně vlny, rychlost a zrychlení 
šíření vlny. 

Р с з ю м с 

НЕКОТОРЫЕ СООТНОШЕНИЯ МЕЖДУ ЧАСТНЫМИ 

П Р О И З В О Д Н Ы М И П О О Б Е И М С Т О Р О Н А М УДАРНОЙ ВОЛНЫ 

Л Н Д Р З Е И ШАНЯВСКИ (Ап<1гге] ЗгагиатаЫ) 

ЕСЛИ В движущемся вдоль оси х газе распространяется ударная или 
детонационная волна (с уравнением движения х = <р{1)), то скорость 
и термодинамические параметры в газе, как функции от х и (, терпят 
разрыв на линии а; — у>(1). Используя условия Ранкина-Гюгонио (Вапкте-
Ни^ошот.) (2.3) и уравнения движения (2.4) и разлагая соответствующие 
функции в степенные ряды, можно найти условия (3.6) для соотношении 
между значениями частных производных по обеим сторонам ударной 
волны. 

В частном случае распространения ударной волны в покоящемся газе 
эти соотношения дают возможность найти частные производные за удар­
ной волной и затем определить линейные приближения искомых функций 
непосредственно за ударной волной, а также вторые приближения для 
траектории частиц и для характеристик. 

В работе содержится численный пример. 
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