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SVAZEK 5 (1960) APLIKACE MATEMATIKY EisLo s

OERTAINES RELATIONS EXISTANT ENTRE LES DERIVEES
PARTIELLES DES DEUX COTES DE L’ONDE DE CHOC

ANDRZES SZANIAWSKI

(Regu le 6 novembre 1959.)

On trouve les équations pour les valeurs limites des dérivées partielles
des paramétres du gaz des deux cdtés de 'onde de choe, qui permet-
tent de déterminer ’approximation lindaire du mouvement au voisi-
nage de I'onde.

1. INTRODUCTION

Le passage de I'onde de choc provoque une discontinuité de la vitesse du

gaz

et de ses paramétres thermodynamiques. Considérons le passage de 'onde
dans le gaz en mouvement unidimensionnel non-stationaire (fig. 1) La vitesse

4, la pression p et la densité ¢ du gaz sont

fonctions de la position « et du temps . Si

(1,1) z = g(t)

— UD

est Péquation de la propagation de 'onde u
de choe, les fonctions u(z, t), p(x, t), o(x,t)
ont une discontinuité sur la courbe
% == @(t): Nous donnerons les relations
existant entre les valeurs limites de ces

fonctions et de leurs dérivées partielles
de deux cOtés de la courbe x = ¢(f).

Congidérons le moment £, ot la posi-
tion de l'onde de choc est déterminée
par la coordonnée x,. Pour une fonction
quelconque f(x,t) nous désignerons par

Pindice — (ou ) la valeur limite & gauche
(& droite) de I'onde de choc
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(152) f‘ = hm f(xy io) B f+ = hm f(w) ’/0) 3

x> x> Xg
x < (to) x> p(lo)
. Of(x,t R of (x, t
fw_ = lim ,.f(_a’wvg) s !‘m-e— = lim ,«f,.(a_’}) .
x— %, r A—>x x
x << p(ty) x> ‘P(:u)

Les équations d’Hugoniot-Rankine donnent trois relations entre sept
valeurs p_, o_, u_, p., 0., u,, U, = U(t,) ou nous avons désigné par

_ 90

(1,3) Ut) T

la vitesse de propagation de 'onde de choc. Maintenant, nous trouverons
encore trois relations qui existent entre les dérivées
d g(ty)

T’
Poes Qsesy Uy Pays Oxys Ugys Do == T

Ces nouvelles relations permettent de trouver, au voisinage de %, #,, 'approxi-
mation linéaire des fonctions p(z, t), o(x, t), w(x, t) d'un co6té de Vonde si nous
connaissons cette approximation de I'autre coté et si les deux dérivées U, =

. d2 ¢(ty)- . , .
Up = — é%g'i) sont connues. Nous trouverons aussi des équations
approchées de la trajectoire et des lighes caractéristiques.

En vertu des suppositions qu’on va admettre, les résultats obtenus sont
valables aussi pour les ondes de choc avec les réactions chimiques, oules ondes

de détonation.

2. SUPPOSITIONS

Nous allons considérer le gaz parfait (qui verifie 1'équation de Clapeyron),
idéal (chaleur specifique ¢, = const.) et non-visqueux, qui ne conduit pas
la chaleur, mais les molécules duquel peuvent avoir des deux cotés de I’onde:

a) différentes masses m_ et m_,

b) différents nombres de degrés de liberté, donc différents rapports des

Cpy
et y, = —",
- ("v-%

¢) différentes énergies chimiques.

Cop

chaleurs specifiques y_ =

Les trois derniéres suppositions signifient, que le passage de I'onde peut
provoquer des réactions chimiques endothermiques ou exothermiques (détona-
tions), qui changent la structure des molécules.

Pour le gaz parfait et idéal enthalpie 2 est fonction linéaire de la tempéra-
ture



mais la valeur de la constante C' dépend de I’énergie chimique des molécules
(fig. 2). Nous désignerons la différence de ces constantes par
(2»2) q = C_— 0+ .

Pour le moment f, les équations d’Hugoniot-Rankine se laissent écrire
maintenant sous la forme suivante:
(2,3) o(u. — Uy) = o (u, — Uy), )

poFo(us — Ug)*=p, + 0. (u, — Up)?,
- 2 - U2
C_,Jf,_?— P- l,(,u“ MUL"_?#:C*__%_.,/T p++,(”l+__ﬂ..

y-—1lo. ' 2 ye— Loy 2

Des deux cotés de l'onde de choc nous avons les équations connues du
mouvement adiabatique du gaz

parfait ‘ fi
do | oow) . h-

2 - =0

(2.4) ot ox 0 |
ou ou | lop :
@ e Toa T |
o8 os 0 |
ot ox | :

1
olt nous avons désigné par s I'en- ! !
tropie specifique. : t

: R 0 T L T
Au lieu de prendre I'équation Fi. 2
d’état en forme de Clapeyron '
(25) PoEyp
0 m

(R-constante universelle), nous emploierons une équation équivalente

— f -7
(2,6) §—% 1, [_12 (ﬁ) ] ,
¢y Po\ 0o

olt Py, 0y, 8, sont constantes.
En éliminant 'entropie s de (2,6), nous pouvons présenter les équations du
mouvement (2,4) sous la forme

; oL dIn = o
on ou a? g lnp%
Wty T
o1n g oln ;}:— o
gié_t_o T mj'ﬂ n o o,
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olt
]

2,8 a=|/y2
(2,8) 7
est la vitesse du son. Pour les constantes p,, g,, nous choisirons de différentes
valeurs des deux c6tés de l'onde de choc. En remplacant I'indice o alterna-
tivement par — ou -, nous aurons deux groupes d’équations (2,7), valables
pour 'un et Vautre c¢6té de la courbe = = ¢(f).

Pour trouver les relations cherchées, nous nous servirons des équations
d’Hugoniot (2,3) sur la courbe & = ¢(t) et des équations de mouvement (2,7)
dans son voisinage.

3. CALCULS ET RESULTATS

Introduisons dans les équations (2,7) de nouvelles fonctions (sans dimensions)
7, A, u déterminées par les formules

: Y Rt/ S N Sl E I Tl ) R
(3,1) == PR A= P o= - 70 pour z < @(f)
et

= PP e U0 .

Pour le moment ¢ = {, nous obtenons les relations suivantes existant entre
les valeurs limites des dérivées partielles du c6té gauche de l'onde de choc
x << p(t)

T
3;2 - = (1 + p_ Ty + Yo s
(3,2) 7, (I +¢ ,) 7
j’t— _ .
— ﬁo— = (1 o) Aes R g,
M- 1fay? Us
— 2= ) il Pl R |}
o= () e ( ) e 0 7

et, en remplacant par -+ l'indice —, les relations analogues pour les dérivées
du co6té droit & > ¢(t).

Si les fonctions-limites des fonctions m, 4, u de chaque c6té de la courbe
x = @(t) sont analytiques, nous pouvons les développer en série de¢ puissances
de At =t — t,. Nous avons par exemple

lim 7u(x, £) = 7_ - [nx_ dolty) ] At L=
x—> p(1)~0 dt

= — (T, y_p_) Uy At + ...

Dans la derniére transformation, nous avons utilisé la premiére des relations
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(3,2). Ainsi, nous obtenons pour les valeurs limites a gauche sur la courbe
x == @(t) les développements

(3,3) m= — (g, y_u,) Ug At — ...,
A== — (U Zr‘Jr/z.)UoAt’— .
a 2 (/rl ; '
= p_— [u Lo + — (ﬁ) T+ (L 4 ) U%] Uy At 4+ ...
En remplagant ici les 1nd1ces — par --, nous obtenons les développements

analogues pour les valeurs limites & droite sur la courbe x = @(f).

Les relations d’Hugoniot-Rankine (2,3) étant valables pour chaque point
de la courbe x = ¢(f), nous pouvons y introduire les développements (3,3).
Pour At —> 0 nous recevons ainsi les relations

(3,4)

o L" /uLU

p _
+ 7_M2 Tysoe - 11[2(12 - I.h_/txj_ ﬁi’“ /":H— l M2 Ty F M2 0/2 >

at [M‘i Ao (1 - 3Mz) e “T‘ + f nm_] -

pohg 4 20,

" 3
= a® [Mi).w_ (1 sy e 2 nw] ,
Moy Y+
Y _ 2y — 1 :
wﬁ‘“[~ w"'+(1+ﬂz)‘m ’%""47!1’—'7_0 =
¢ V- — p- o y(y-—1 2
. As Moy 2y 1 Uy
= aip | — -+ (1 M) — + - +—*m.L—4 ,
* +[ 7’+’—1T Hy ?’+('J’+ 1) 7 ‘ @
ol
V — U U
(3,5) My =250 g 0

En éliminant les fonctions sans dimensions, nous pouvons présenter les mémes
relations sous une autre forme

(3,6)
Iii%:’g* M a a;__ 1 u, - MLa . Mf;:g; +M.a. Z: 2, L JTEOE
y p M2 [‘; ,WP;; M a 9“_‘ + (3 + Ju12) ua,_] —
B e S R (e A £

D) N -
pqe |2V P L 1, i Us _
ol M2 [ v —1 Map. M(y.—1) o i L M2 Yeu T W a | T

2y, — 1 P « Op 1 U
— M2 LL; o et o % By Y, e
i [ e —1 Mao, M(y.—1) o, i ( ‘ ‘M‘i> Yar M. a ]

7+,
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ou
(3.6) Do + M2at0,. + 20.(u_ — Udue. + 0. Uqg =
= Pur + M2 a2 05 + 20 (u. — Ugty, + 0.Ug

3 M2a? | .
= Pt - o O (3 -+ ﬂ?) (u — Uguy- =

) i . %Viu/z

1 y
= N Par T Quy + (J + jzz ) (wy  Up)thy,,

29— 1 2 1 —U U,
- e e T e, B
(,})A - 1)93 pr ()} )02 pz— ' (1 i 4’7’12) _ U/!L'Q % ~

2 1 Y \u, — U U,

I & a’ ( ) + 0 0
— fr o Qxs T 1 + e Uy e

(v — D2 P 7 o gt M| o 0r

Ainsi nous avons trouvé les trois relations cherchées existant entre les dérivées
partielles des deux cotés de I'onde de choe.

Ayant les valeurs limites des fonctions et de leurs dérivées, nous pouvons
trouver les équations approchées des trajectoires et des lignes caractéristiques
au voisinage de x,, &,.

Les équations différentielles de ces lignes peuvent étre présentées sous forme
de

da . [ ¢ ... pour trajectoire
(3,7 =y 4+ B@a, ot O=] -1 L
dt l Ly [ pour caractéristiques.

Nous pouvons développer les fonctions u(x, 1) et a(x, t) en séries de puissances
Az =2 —x, et At =1t —t, et les introduire dans 1'équation (3,7). Nous
chercherons la résolution de ’équation ainsi transformée

dx Tgy — 7
(3,8) 11% = uy + Gaz -+ (Uo#m: + a0 T = te ) Ax [Uou:/m -

YF 2

2 5
i ed i -+ Ugas® (}J, )t — A7) (:}/_-,—-—I)HM] At +

(les dérivées par rapport au temps sont éliminées au moyen de (3,2)) aussi
sous forme d’un développement en série

. Azx = & -+ x; At -+ L, Al +

L]

dont les coefficients peuvent étre aisément trouvés, et en résulat nous obtenons

(3,9) Az = (ug + Oaz) At 4 }) (m— 2 ?Efi -+ 9 A U(,a;luw; =

- “‘7) A2 - b [1 L (U(,,L:,.; + Oa; T ”4?—;) At + ] —
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1 e+ 3 — y¥ % e xt
= (uz + Oaz) Ml + ;[~ B0 S g + 025 (1’1 ~ L)] A+
= 0¥ - “ \p¥ 0+

1 T o
4+ ... +a{1 +[uw: ~r~;@a;(7’i~ Q—*)] At - }
= P+ oF )

ol & est une constante de l'ordre de Auw.
Pour @ = 0 nous trouvons Iéquation approchée des trajectoires
(3,10)

) 1 ps R
=2y + ofl 4wzt b)) + .1 sl — 1) — 5 %} (F—t) + ...
= +

et pour ©® = + 1 les équations des lignes caractéristiques
(3,11)

X =&, + « {l +- [ur 4 (%_ (T-;;—“ — %:)] At } - (u_ 4w ) At 4+

- EE T a,_ua_) Atz 4o, < p(t) .

4. CAS PARTICULIER

Considérons maintenant le cas particulier de la propagation hypersonique
de 'onde de choc (ou de détonation) dans le gaz en repos. Pour ce cas nous
aAvons U, = U, = Py = 0, = 0 et aprés les transformations des formules
(2,3) nous recevons

y_4+1{ 1 o y 1 -t
41 =Tz 1) —2 s —
S y_—1 ('y_]ﬂ’2 - y_o— L\y_M?2 ' !
et N7 7+ 1 )
= o e—_— 1 AL LU (N | 44
Y. — 1 (7+M2+ ‘ ve — V\y M3 | ‘ ’
1 o VA (yM2)T -1
ne e Ly T
P _ v MY r. __yom M , o.M,
p. | yMrl T o Mt a T T ML
ol
(4,2) A 20

T oM T UY

Les trois relations (3,4) peuvent étre présentées maintenant en forme

: : . . 2 U(’) ‘u.+U6
4.3 ' 2u, A g e e e
( > ) /l_k:r—~ + My 1 yﬁMz_ Ty 1 Iu—zwaz_ _Zu%_(bi N
M2i, (1 syt 3 g,
Y y_
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at [~ ” z“ji (| Myt ”““’ - My - U"] = 1, U}

- fe -1 :
ou
: L o Ma- 1 1 Uy
4.3 -+ 2 S L
( ) 2’7‘ I e Jr y__AM% 20 /IE U% .
7 3
M=2, +(1—{—JM‘)'; *;j—%ﬁ:(),
Y He 2y — 1 1 _ U,
CE RS BT £ T T S
yooi PO e sy s e
A cause de I'écoulement hypersonique, nous avons
1
4.4 - &
( ’ ) " ]l’[i <% 1
et en négligeant ce terme dans (4,1) nous obtenons
—Y 2 1) A
(4,5) YO Sl S T VR P
P R O VY]
- 7- 11

R | P

%‘ -—fij [1+V1—‘—y — 1) 4] Mz,
T n_y S
ﬁ - 7,‘7—(22 )+ 1)2 [y. — Vl + (yr — 1) A] [1 Vl A] M2,
o Vy_, V[fh —Vr+ 0o —nAD =]+ Y2 — 1) A] M.

Pour les equatlons (4,3) les calculs donnent les solutions suivantes:
(4,6)

— 1
w3 1+]/1 DA+50t =04 g
N 1P S R O ) B 7
o Py =D AT DAl - -4 Uy
Tl 14 (y2 —1).4][y_ _Vl (2 —1)4] Uy’
Jo = 2oz
l')
[}) —Vl ) A *v—?—( S I)A]H‘{‘Vl* 7’-—1)A] U’
= 3 . e
0+ (2 — DAy — T+ (E — 1)4p g

En introduisant ces résultats dans (3,10) et (3,11), nous pouvons trouver
sans difficulté les équations approchées des trajectoires et des lignes carac-
téristiques.
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5. EXEMPLE

Considérons la propagation de l'onde de choc dans l'azote aux conditions

. . d , ~
suivantes!): pression p, = 0,1 mm Hg = 133 _y_n’ température T, = 300°K,
’ o cm? h
- ! m .
nombre de Mach |M,| =25 U;= — 238.10%-—. Si nous supposons la
e sec?
dissociation compléte apres le passage de I'onde, nous aurons m, = 28 £ ,
: mol
g 7 5
m_ = l4--1, Ve =g V=73 L'énergie de dissociation est égale approxi-
mo T5b :

. . m? .
mativement a ¢, nous prenons done ¢ = 25.105——. La constante univer-
sec
. . er
selle des gaz R = 8,31.107 e
grad. mol.

Avec ces données nous obtenons les résultats suivants: formules (2,5) et

m _ oy m

28) a, =353 o, = 015.10¢ 5 U, = = 8825

(2,8) @, = 353 oo O+ 0,15.10 e Uy=|M,|a, et formule
1

(4,2) A = 0,645; formules (4,5) M2 = 0,050, — — = 2= = 13, 2= _ gs,
M- <8 P+

Lo g1, % g6 M — 023, w — 81002,

T, @, : sec

— 9 300°K, a. — 3000 .
sec

p_=80,8mm Hg, T =

Nous pouvons maintenant vérifier ([1], page 728), que pour p_ = 81 mm Hg
et T_ = 9300°K le gaz est presque completement dissocié, comme nous
P’avons supposé. En appliquant encore les formules (4,6) nous obtenons les
valeurs des dérivées :

un,_ = 40 000 sec1, Do 0,3 cm-! | L= _ 2em-1.

I’équation approchée de I'onde de choc peut étre présentée en forme sui-
vante

(5,1) Az = 2,9(a_ At) — 0,13 cm~Y(a_ At)2 + ...
Les équations des trajectoires d’apres (3,10) sont
(5,2) Az =l + 0,13 em~Ya_ Af) +...] + 2,7(a At) —
—0,09 cm~Ha_ At)> + ..., x << (),
Ar =0, x>¢t).

1) Ces conditions correspondent & une des expériences faite avec l'air dans le tube
de choe & décharge électrique par M. Croureau au Laboratoire Curie & Paris.
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et les équations des lignes caractéristiques d’apres (3,11) sont

(5,3) Az = x[1 — 0,7 em a_ Al) + ...]

— 0,47 em~Ya.. ALY -4 ...

Ax = x[1 - 1,0 em~Ya_ Af) -+ .. 4 LT(a_ Af)

e 0,56 em—Ha_ AL L.
Ar = x - 0,12(a_ At) |
Av = x — 0,12(a_ Al) J

. . U
L’approximation obtenue de ces lignes et des foctions —, -

3,7(a_ At) — l
J/ L

x > gt) .

/'/ iij —= {'onde de choc
lﬂ — ~——TIrajecloire
fil ~—-—ligne caract.
-

ax [cmyj

s ®
¢ 6.

Fig. 3.
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p«, £ est donnde
w’'p_ o
sur les diagrammes (fig. 3).
A cause du changement
de la vifesse de propagation
de Tonde de choc |U” = 0],
I"écoulement derriére 'onde
devient non-homogéne. Sur-
tout le gradient de la den-
sité devient considérable.
Ce résultat est qualitative-
ment en accord avec la
théorie de SEDOFF pour les
ondes de choc fortes sans dis-
sociation [2]. ZELDOVITCH,
Ramzer [3] et LOUNKINE
[4] ont déja calculé I'influ-
ence de la dissociation sur
les valeurs des paramétres
derriére l'onde de choe. Nos
résultats montrent que la
dissociation peut encore faire
augmenter linfluence de
Patténuation de I'onde {U')
sur l'inhomogénéité de 1'é-
coulement derriere l'onde
{9.1' - Paes ua'---)‘
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Vytah

JISTE VZTAHY MEZI PARC]ALNIMI DERIVACEMI
NA OBOU STRANACH RAZOVE VLNY

ANDRZEJ SZANIAWSKI

Studuje se jednorozmérny pohyb plynu s rdzovou vinou, kterd pusobi
nespojitost rychlosti a thermodynamickych parametr plynu. Jsou nalezeny
rovnice pro linedrn{ hodnoty parcidlnich derivaci téchto funkei po obou stra-
nich rdzové viny. Tyto rovnice spolu s rovnicemi Hugoniot-Rankinovymi
dovoluji nalézti pro dany okamzik linearni piiblizeni pohybu po jedné strané
viny, je-li znama linedrni aproximace po druhé strané viny, rvchlost a zrychleni
Stteni viny.

Pesowve

HEROTOPHIE COOTHOMWENM MERIY YACTHLIMHA
NPOM3BOJAHLIMU MO OBENM CTOPOHAM VIAPHOW BO.IHb]

ATJTIPAEHR IWMAHSABCRY (Andrzej Szaniawski)

E(’,.T[]A' B ][R[!}I(}'{IIOMCH B/LOJTE OCKHW 7 Tase pacupochanﬂewﬂ. ‘\'I],&li)l(aﬁ W
AeroHaumonnad BoJHA (¢ ypasnewueM apwenus r == @(f)), T0 CROPOCTH
M TePMOAMHAMIYECKIC rapamMerpbl B rase, Kak Qyuwumm or x a ¢, Tepusr
paspeiB ga mrank © = @(1). Uenonssva venosnd Panruia-loroauo (Rankine-
Hugoniot) (2.3) w ypaBuennst ppmxeinua (2.4) 1 pasiarad coOTBeTCTBYIOLUIME
GYHKUMNL B CTENCHHLIE DPAH, MOMHO Hailti yejosua (3.6) juta cooTHoUlemi
MeH/IY 3HAYCHUAMA WYACTHLIX ITPOM3BOJHLIX IO O0ERAM ¢TOpoHaM YAapuoi
BOJIHEL.

13 wactmom ciydae pacmpocrTpaneHuMs YAAapHOI BOJHGL B HOKOALEMCH rase
OTH COOTHOHICHHMSA [IAIOT BO3MOKHOCTL HAHTH YaCTHRIC NPOH3BOKUEE 3a Yjlap-
HOM BOJTHOU M 3aTeM ONPCJeNNuTh anyeliuse UpubIKEeHMA ACKOMBIX (Y HKIHIA
HeTOCPE/ICTBOIHO 32 YJAapHOH BOJHON, a Taiiie BTOPHE TPUOIMKeUna [
TPACKTOPUH YACTHI[ A JUIA XaPAKTePUCTHI.

I paGore cofepRUTea YUCTeHUBIH 1pIMep.
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