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SVAZEK 6 (1961) APLIKACE MATEMATIKY CisLo 1

UBER DIE ANWENDUNG VON OPERATOREN IN DER THEORIE
DER LINEAREN DYNAMISCHEN SYSTEME

VAcLAv DOLEZAL

(Eingegangen am 9. Dezember 1959.)

Der Artikel ist der Anwendung von Operatoren zur Analysis der linearen,
aus zeitlich verdnderlichen konzentrierten Elementen gebildeten Systemen
gewidmet. Auf Grund eines gewissen Produktes der Distribution mit der glatten
Funktion von zwei Verdnderlichen ist eine geeignete Operatorenklasse ein-
gefiihrt und ihre Eigenschaften angegeben. Die Resultaten sind dann zur Losung
der Systeme von Integrodifferentialgleichungen und zur Ermittlung von serio-
parallelen dynamischen Systemen angewendet.

Dieser Artikel ist der Anwendung einer gewissen Operatorenklasse zur Analyse
linearer physikalischer Systeme, die aus konzentrierten Elementen gebildet sind,
gewidmet; insbesondere wird der Fall betrachtet, in welchem die Elemente von der
Zeit abhingig sind, d. h. wenn es sich um sog. ,,parametrische Systeme‘* handelt.
Es ist bekannt, dass solche Systeme z. B. durch die Wechselstromschaltungen, mecha-
nische Schaltungen und andere Systeme der selbsttéitigen Regelung dargestellt werden.

Um den Charakter der beabsichtigten Probleme zu veranschaulichen, sei ein
typisches einfaches Beispiel angefiihrt. Betrachten wir den elektrischen Stromkreis,
der auf Abb. 1 angegeben ist. Dabei setzen wir voraus, dass die Kapazitit C und dic
Induktivitidt L von der Zeit unabhingig sind; dagegen wird der Widerstandsverlauf
allgemein durch irgendeine Funktion R(7) dargestelit. Wenn im Stromkreise eine
elektromotorische Kraft E(r) wirkt, und wenn mit J(¢) der durchfliessende Strom
bezeichnet wird, so gilt offenbar die Gleichung

dJ(s |
(2) L —Q+R(1)J(1)+ —\ Jr)dr=E(), 1=20.
dt Cly
(Es ist vorausgesetzt, dass der Stromkreis [iir 1 < 0 im Ruhezustand war.) Mann soll
den Stromverlauf J(r) bestimmen.

Die Funktion J(r) kann z. B. in der Weise crmittelt werden, indem die Integro-
differentialgleichung (a) direkt durch irgendeine Methode aufgeldst wird. Dem Leser
ist jedoch gewiss die ,,Heaviside’sche Operatorenrechnung® bekannt. Dort werden
die Symbole D und D™, die das Derivieren bzw. Integricren bezeichnen, eingefithrt,
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d. h. fiir welche Dx(f) = x'(¢); D™ 'x(r) = [§, x(r) dr ist. Mit Hilfe dieser Symbolik
kann die Gl. (a) in der Form

(b) (w +R() + éD*’) J1) = E(1)

geschrieben werden. Setzen wir vorldufig einfachheitshalber voraus, dass R(f) = R, =
= konst. ist. In diesem Falle ist dic Heaviside'sche Operatorenrechnung imstande,

. . - . .
die inverse Operation zu LD + R, + C D™ zu konstruieren, d. h. man kann eine

solche Operation A4 finden, fiir welche Ry C

L
[
A(LDJrRO»l'CD >)<-x In
@,
gilt. Wendet man dicse Operation zu beiden Seiten Eem
der Gl (d) an, so bekommt man unmittelbar dic Abb. 1.

Lésung J(1) = AE(2).

Jetzt treten folgende Fragen auf: Vor Allem, ist ¢s moglich, dic Resultate der
Hecaviside’schen Operatorenrechnung in der Weise zu erweitern, dass sie auch auf
die Fiille, in welchen R(¢) nicht konstant ist, bzw. in welchen sogar Lund C von der
Zeit abhiingen, anwendbar sind? Wie kann dann dic inverse Operation A {wenn sie
iiberhaupt existiert) konstruiert werden? Kann dann das eben angedeutete Lisungs-
verfahren auch in den Fillen, in welchen ein Gleichungssystem vom Typ (a) mit
nichtverschwindenden Anfangsbedingungen vorgelegt ist, angewendet werden?
Ausserdem wird es vorteithaft sein, wenn direkt aus der Struktur der rechten Seiten
des Systems vom Typ (a) die Struktur der Losung abgeschitzt werden kann, ohne die
Lésung auswerten zu miissen. D. h. zum Beispiel, wenn die rechten Seiten irgendwel-
che Impulse enthalten, ob auch dic Lésung Impulse enthélt bzw. stetig ist, usw.

Wic spiiter ersichtlich wird, sind gerade die Operatoren dazu fihig, alle angegebenen
Fragen zu bejahen. Aus dem Charakter der Probleme geht hervor, dass es vorteilhaft
wird, die Theorie der Operatoren auf dem Systeme der Schwartz'schen Distributionen
aufzubauen, sodass es nicht notwendig sein wird, dic Existenz ciner geniigenden An-
zahl von Ablcitungen der rechten Seiten von (a) vorauszusetzen, wobei gleichzeitig
auch die Fille, in welchen Impulse vorkommen, bearbeitet werden kénnen.

Im Weiteren wird vorausgesetzt, dass der Leser mit den Elementen der Theorie
der Schwartz’schen Distributionen vertraut ist. (Hinreichenden Umfang der Kennt-
nisse findet der Leser in [1], S. 12—62, oder in [2]. S. 407—415))

Einftihrend werden cinige weitere Tatsachen der Distributionstheorie, welche
fiir’s Weitere notwendig sind, ohne Beweis angedeutet (beziigl. threr Beweise
vergl. [3]), und die Operatoren eingefiihrt. Dabei werden gleichzeitis dic Anwen-
dungsfragen besprochen.

Widmen wir uns also jetzt der Losung der festgesetzten Aufgaben!
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Es sei D, das System aller Distributionen, die im Intervall ( — co, ()) verschwinden.
Wie bekannt, die Aussage ,,die Distribution f verschwindet im Intervall (— co, 0)
bedeutet, dass f folgende Eigenschaft besitzt: zu jedem ¢, € (— 2, O) cxistiert cine
solche Umgebung I, des Punktes ¢, (d. h. cin offenes Intervall, das den Punkt £,
enthiilt), dass fiir jede Funktion (/)(r) € K (wo mit K das System aller reellen, unbe-
schriinkt differenzierbaren finiten Funktionen bezeichnet ist), welche ausserhalb /,
verschwindet, (f, ¢) = 0 ist. (Vergl. [1], [2].)

Es ist offenbar, dass beispielsweise die Distributionen &,, Hy, (H,(t) = 1firz > T,
Hy(t) = 0fir 1 £ 7T), Hycos t, T = 0 u. s. w. dem Systeme D, angehoren, dagegen
fiir 6", g = sin ¢ fiir alle ¢, offenbar ', g ¢ D, gilt.

Im Weiteren wird noch folgende Symbolik beniitzt: wenn ¢(¢) e K ist, so sei 0,
die Menge aller 7, fiir welche ¢(7) + 0 ist, und Q, sei dic Abschlicssung von Q,.

Da die ganze beabsichtigte Theorie auf dem Systeme der im Intervall (— co, 0) ver-
schwindenden Distributionen aufgebaut wird, kann der Begriff des Produktes einer
solchen Distribution mit der Funktion cinigermassen verallgemeinert werden. Zu
diesem Zwecke fiihren wir folgende Bezeichnung ein:

Es sei F; das System aller reellen Funktionen, die im Intervall (0, o) alle Ablei-
tungen besitzen. (Im Punkte ¢ = 0 sind naturgemiss dic rechtsseitigen Ableitungen
zu verstehen.)

Also z. B. gilt €', cos 1,

7 sin eFl, sowie fiir die Funktion
41 )

g(t), welche durch die Glelchungen gt)y=e""1 ﬂr 0, g(0) = 0 definiertist, g(¢) € F,
. L1 [
gilt: dementgegen ist -, |t — 1|, H,(¢), — ¢ F,.
t sin ¢

Es sei «(r) € F,: die Funktion «(7) soll dic Fortsetzung der Funktion o(7) heissen,
wenn (z) im Intervall (— oo, ) alle Ableitungen besitzt, wobei a(z) = «(7) fiir t €
<0, oo) ist. Man kann beweisen, dass zu jeder Funktion a(t) € F, eine Fortsetzung
existiert.

Wir definieren jetzt das Produkt of der Distribution fe D, mit der Funktion
ofr) € F; durch die Gleichung

(1) (of. ¢) = (/. 2¢) .

Man iiberzeugt sich Icicht davon, dass das eben definierte Produkt ebenfalls zum
Systeme Dy gehort und dass es von der Auswahl der Fortsetzung (r) unabhiingig
ist, d. h. dass «f eindeutig definiert ist. (Diese Tatsache hat ihren Ursprung im Ver-
schwindensein der Distribution f im Intervall (— oo, 0))

Fiihren wir ein einfaches Beispiel an! Es sei o(r) € Fy, T 2 0; dann gilt (ad7, ¢) =
= (67, ag) = o(T) §(T) = «(T) $(T) = (64, «(T) ) = (x(T) Opy §), sodass ad, =
= oT) §; wic im Sinne des Giblichen Produktes gilt.

Fiir die Distributionen aus D; konnen folgende Sitze leicht bewiesen werden:

38



Satz 1. Es seien o, f reelle Zahlen, f, g € Dy, dann gilt

a) of + fge Dy,

b)feD,.

Satz 2. Essei f,cD,,n = 1,2, ... und es gelte f, — [; dann gilt f € D . Wenn iiber-
dies o€ Fy ist, dann gilt af, — of.

Satz 3. Ls sei fe D, we F, und es gelte oft) = 0 im Intervall 0, o0); wean of = 0
ist, so gilt f = 0,

Wichtig ist folgender Satz:

Satz 4. Wenn fc D, reguldr ist, {d. h. es gibt eine lokal integrierbare Funklio.'zf( t)
derart, dass (f, P) = [2,. (1) (f)(l) dt fiir alle (/)(I) e K ist), dann gilt f(l) =0 fast
iiberall im Intervall (— o, 0).

Fiir weitere Uberlegungen wird cin gewisses Produkt der Distribution mit der
Funktion von zwel Verdnderlichen von grundsiitzlicher Bedeutung sein. Zu diesem
Ziel wir fithren folgende Bezeichnung ein:

Es sei F2 das System aller reellen Funktionen W(r, 7), welche im Quadrant 7,7 = 0
definiert sind und dort alle partielle Ableitungen besitzen.

- . . L. . |
Solche Funktionen sind beispiclsweise 12°, (¢ — 7)°, —— e

, WS, W,
t+ 3t + 1

. 1
dementgegen ist ¢ + 7 Hy(t + 27) ¢ F{.
T —
Direkt aus der Definition von F? ist ersichtlich, dass folgende Behauptungen
giiltig sind:
a) Wenn «y, o, reelle Zahlen sind und W,(1, t), W,(t, 1) e F; ist, so gilt
oy Wity 1) + o, Wy(t, 1) e FI.

Atk
. . L 0T W
b) Wenn W(t,t)e F{ ist, und i, k = 0 ganze Zahlen sind, so gilt ¢ ( T—) eFi;

.
otioTe
wenn ausserdem a(f) € Fy ist, so gilt a(t) W(r, t) e Fi, W(t, ) a(z) e Fi.

Analog wie im Falle des Systems F,, dic Funktion W(z, 7) soll die Fortsctzung
von W(t,t)e F{ heissen, wenn W(t, 7) in der ganzen Ebene — oo < £, 7 < <o alle
partiellen. Ablcitungen besitzt und wenn W(t, t) = W(, 1) fiir £, 7 = 0 gilt. (Man
kann bewcisen, dass die Fortsetzung immer existicrt.)

Jetzt kann das beabsichtigte Produkt eingefiihrt werden.

Es sei fe Dy, W(t,t)e Fi, und wir definieren auf K das Funktional [ W/] durch
die Gleichung
() (Lw/ ] &) = (/. dw),

WO

() dult)y = — o W(t, t) p(x) dr + (JZ, W(r. 1) ¢(r) dr). |1 dolt) dr



ist, wobei mit W (1, t) irgendeine Fortsetzung der Funktion W(z, 1) bezeichnet ist .
und dic Funktion ¢(7) € K die Bedingungen Qy, < (— 0,0), [Z, ¢o(7) dr = I er-
fillt.

Dann gilt folgender Satz.

Satz S, Das Funktional [ W[ ] gehort zum Systeme Dy und héngt von der Auswahl
der Funktion W(t,7) und ¢(r), sofern diese die Bedingungen Op, < (— @©,0),
[%, do(r) dr = 1 erfiillt , nicht ab.

Das eben eingefiihrte Produkt [ W/ ] erscheint als eine Verallgemeinerung des Tn-
tegrals, dessen Kern die Funktion W(s, t) ist. Man kann nidmliich folgenden Saiz
beweisen:

Satz 6. Es sei f€ D regulir, W(1, 1) € F{; dann ist [ W[ | ebenfalls regulir und fast
itherall gleich der Funktion

fo W, 0 f(x)dr, re(—= o0, 0).

Fiihren wir jetzt ein Beispicl an!

Beispicl 1. Es sei W(t,1) = — =, fe Dy regulir, im Intervall (0, oo) fast iiber-
all gleich der Funktion ¢*. Man soll [ W/ ] bestimmen. Laut Satz 6 gilt, dass fast
tiberall [Wf] = 4 (1 — 1) dt = He*' — 2t — 1) fiir 1 > O, [Wf] =0 firr <0
ist.

(Beispiele, in welchen f nicht regulir ist, werden spéter angegeben.)

Unmittelbar aus der Definition des Produktes [ Wf | ergeben sich folgende Behaup-
tungen (die Distributivitit des Produktes):

Satz 7. a) Es seien W(t, 1) € Fi:f, g€ Dy; o, B reelle Zahlen; dann gilt [W(af + fg)]
= W]+ i We].

h) Es seien W,(1, 1), Wy(1, 7)€ Fi; fe Dy; dann gilt

(W, + W) f]1=[Wf]+[Wr].

Weiter gilt

Satz 8. Es sei a(t) e Fy; W(i, 1) ¢ Fi;fe Dy; dann gilt

a) af W[l = [(aW) /], wo (aW)(1, 1) = alt) W(1, ©) ist,

by [W(af )] = [(Wa.) ], wo (Wa)1.7) = W(1. 1) a(t) ist.

Das Produkt [ Wf ] ist in fstetig, d. h. es gilt:

Satz 9. Es sei W(i,t)eFi; f.f,e Dy, n= 1,2, ... und gelte [, — [, dann gili
(W] - [wr]

Fihren wir jetzt folgende Symbolik cin:

Es scicn W, (. 1), Wa(1, 7)€ F{ und wir definieren die Funktion (W, x W,)t, 1)
durch dic Gleichung

(Wy x Wy)(1, 1) = f3 Wilt,u) Wolu,7)du fiir 1,720,
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Man sicht leicht ein, dass ebenfalls (W, x W,)(r, 1) e F ist. Man beachte, dass
im Allgemeinen die Gleichung W, x W, = W, x W, nicht besteht, d. h. dass das
»Produkt® W, x W, nicht kommutativ ist,

Jetzt kann schon folgender wichtiger Satz ausgesprochen werden:
Satz 10. Es seien W,(1, 1), Wy(1, 7) e F{; fe Dy; dann gilt
(4) [W[Waf ] =[(We x Wy)/f].

Es ist klar, dass diec Bedeutung des Satzes 10 darin besteht, dass er ¢s ermoglicht..
das ,,zweifache* distributive Produkt auf ein ,,einfaches zu reduzieren.

Beispiel 2. Es sei Wi(r,7) = ¢ — 1; W,(¢t, ©) = tr. Nach Definition gilt
(W x Wy)(t,1) = [ (1 — 2)(zr)dz = L(e'c = 3 + 2¢%);
{tir jedes f € D, gilt also laut Satz 10, dass

[(t = O/ 1] = [o(r's = 30" + 20) 1]
ist.

Fiir das cingefiihrte ,,Produkt W, x W, bleibt das assoziative Gesetz giiltig, d. h..
dass folgender Satz gilt:

Satz 11. s seien W, W,, W, e F?: dann gilt
(5) Wy x (Wy x W) = (W, x W,) x Ws.

Dieser Satz besagt, dass dem Symbol W, x W, x ... x W, durch die GI. (5) Sinn
gegeben ist, d. h. dass es gleichgiiltig ist, wic dic Glieder des Produktes einklammert
sind.

Definieren wir jetzt fiir W(r, 1) € F} die .Potenz** W**(¢, t) durch die Gleichung
(6) WX = (WX D)y e W k=23, W= WL

Aus Satz 11 ergibt sich dann unmittelbar folgende Behauptung:

Satz 12. Wenn W(t, 1) e Fl ist, so gilt fiir alle ganzen Zahlen m, 1132 t die Gleichung
(7) H/xm % W/Xn - Wx(m-i-n) .

Ganz offensichtlich ist auch folgender Satz:

Satz 13. Wenn W,, W, W, e F{ ist, so gilt

Wy x (W, + Wy) = W, x W, + W, x W,.

Aus den Sitzen 11 <+ 13 geht also hervor, dass mit dem Produkte ., <" gerade so
wic mit dem dblichen Produkte operiert werden kann, nur mit der Ausnahme, dass
die Reilienfolge der Faktoren beriicksichtigt werden muss,

Widmen wir jetzt einige Zeilen einem wichtigen Speziallfall des Produktes [ Wf .

Zu diesem Zweck definicren wir dic Funktionen U,\(z, r) durch dic Gleichung

e k—1
(8) Udro) = V= ko

(’/‘7:6? : .l U1(’~ I) =1.
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Offensichtlich gilt Uy(r, t) € F7. Durch einige Zwischenrechnungen (die ich als eine
cinfache Ubung dem Leser iiherlassc) ergibt sich, dass fiir beliebige ganze Zahle
k,r = 1 folgende Formel

(9) (U x UXt.7)y = U {t,7)

gilt.

Mit Hilfe der Funktionen U, definicren wir noch folgendes Symbol: Wenn f € D,
ist, SO sei -
(10) ST =10 k=1,2,3,..

Aul Grund des Satzes 6 iiberzeugt man sich leicht davon, dass f¢* cine Verall-
gemeinerung des iiblichen bestimmten k-ten Integrals darstelit. Tatsdchlich, wenn
J € Dy regulir ist, so bekommt man laut Satz 6 mit Hilfe von (10) und (8), dass

SOV = U] = o U f(R)de = [ f(x) de
gilt.

Analog fiir k = 2 ist

SR =[] = B (= () de = [ 15 /(@) do da,
u. s, w.

Fiir das eben definierte ,,bestimmte Integral® gilt folgender Satz:

Satz 14. Es sei f€ Dy; k, r seien belicbige ganze Zahlen; dann gilt (V)" = f**9,
wobei unter {9 die Distribution f zu verstehen ist.})

Dicser Satz besagt, dass das eingefiihrte ,,Integrieren* und distributive Derivieren

gegenseitig inverse Operationen sind. Speziell gilt niamlich (f)™" = (f") 9 = f

und (F°V) = 1.
Folgender Satz, der dic Verallgemeinerung der iiblichen Integrationsregel ,,per-
partes® darstellt, wird niitzlich scin.

Satz 15. Es sei a(t)e Fy, f € D,y wenn a' ™" = [} a(z) dt + Cist, wo C eine belichige
reelle Konstante darstellt, so gilt

() (af ) = d V= (@I,

Aus Satz 12 ergibt sich unmittelbar, dass fir reelle Zahlen «, f# und f, ge D,
folgende Formel besteht:

(12) (of + pg) ™" =af T 4+ g0

Analog, aus Satz 9 folgt, dass das ,,Integricren stctig ist, d. h. dass f, — f die
Konvergenz /{71 — =V zur Folge hat.

Widmen wir wieder die Aufmerksamkeit dem allgemeinen Produkte [Wf ] zu!
Praktisch ist der Fall wichtig, in welchem W(1, 7) entartet ist. Da gilt folgender Satz:

1y Bemerkung: Falls k positiv ist, so ist unter /%) naturgemiiss die k-te Ableitung von f zu ver-
stehen. .
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Satz 16.”Es seien a,-(l), /),-(/) eF,i=1,2,..., rundsei W(/, 7) = Z a,-(/) I),-('T); dann
: i<

gilt

(13) [Wf]—Z (i)

Beispicl 3. Es sei W(r,t) =17 + | + ¢

| Wf ] durch . Integrale* ausdriicken.
Offenbar ist W(z, ) entartet, da

+ cos (1 + 1), fe Dy; man soll

Wt)y=1.1"+ 1.1 +e . e’ +coss.sint —sins.cost
gilt.
Laut Satz 16 gilt also

[Wf] =)™ + 0 4 e + cosesing . £) 70 — sin(cost. /)71
Beispiel 4. Es sci k = 1 eine ganze Zahl, fe Dy; man soll das ,k-te Integral®

/% durch einfache ,.Integrale ausdriicken. Laut Definition (10) und (8) gilt

-k) __ / / T) = gi’l
S =] Gl = S

Ut 1) = @_‘T)":O(_ )< 1)[k_,_1rr

gilt, so ist U1, 7) entartet und laut Satz 16 crgibt sich

e T G AR

Der Kiirze wegen fiihren wir folgende Bezeichnung ein: wenn H{z, T)€E FZ ist, 50
sei H* = H(t, r). Offenbar gilt H* e F,.

Bemerkung: Durch diese Bezeichnung ist offensichtlich auch den Symbolen vom

DL\ *
Typ< ) und anderen Sinn gegeben, und zwar

or'
'@fw)*_ fo'w (1, 7)
< ot ) )\ or ,_,.

Dann gilt folgender Satz:

Satz 17. Es seien a(t) e F,, W(r, 1) € F3. fe D k = | ganze Zahl; dann gilt

o DHar )] =y (P e | ]

Nk

wo (Wa)t, ) = W(t, 1) a(x) ist,

D =g (ST (5]

i=0 or' ort
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Beispicl 5. Es sei @ = >, W= ¢, fe D;; man soll [¢(¢*f")] und [e"f]" be-

. . . 0 Wa, . 0“(Wa
stimmen. Hier ist Wa, = e't>, woraus ( — = 1e"(1t + 2), (3 ) =
it

= ¢"(1*c* + 41t 4+ 2) folgt; hiermit ist (Wa,)* = 1%e", (i%‘i’)) = te' (1* + 2).
dt

Macht man endlich von Satz 17 Gebrauch, so bekommt man

[e"(r*f")] = 12"t — te™(¢* + 2)f + [e"("2® + 41 + 2) /] .

- 2 *
. . ow oW N . [ OW 2
Analog ergibt sich - = 1", = %", woraus W* =¢" [—) = te
ot ar? ot

folgt, sodass laut Satz 17 ["f]" = (¢"f) + te"f + [t%"f] gilt.

Beispiel 6. Man soll dic Behauptung, welche im folgenden Satze ausgesprochen
ist, beweisen.

Satz 18. Ls sei W(t, 1) e F{, T = 0; dann ist [W3y] regulér, und fast iiberall gleich
der Funktion w(r) = W(t, T) fiir t > T, w(r) = 0 fiirr t £ T.

Um den Beweis durchzuftihren, beachte man, dass 6, = H4 gilt, wo [/, reguldr

ist (Hy(r) = 1 fiir 1 > T, Hy{r) = 0 fiir t < T). Macht man von Satz 17 Gebrauch,

. . W . .
so kann man [Wé,] = [WH}] = W*H, — [( HJ schreiben. Da H, reguldr
T |

ow .
ist, so ist laut Satz 6 |: H :l ebenfalls regulir, sodass fast {iberall gilt:
ot

(14) [Wo,] = W(t.1) Hy(r) — ( fi’f) 1,(z) de .

Jo 0T
Wenn jetzt 1 < T ist, so verschwindet offenbar die rechte Seite der Gl. (14). Fiir
t > T bekommt man
M oW(1, )

Jr ot

[(Wo,] = W(t, 1) dr = Wt 1) — [W(r 0% = W(n. T),

w.z. b.w.

Um noch ein Beispiel fiir die Auswertung von [ W/ ], wo f nicht regulir ist, anzu-
fiihren, sci folgende Aufgabe geldst:

Beispicl 7. Man soll [¢/'57] ermitteln. In Ubercinstimmung mit Satz 17 bekommt
man

[e76]] = ¢! 5 — e 0 + Ll' 25,1 ;

da aber 205 = %(T) 6y — 2'(T) 843 ady = =(T) &y gilt, so ergibt sich mit Hilfe von
Satz 18 schliesslich ndch cinigen Zwischenrechnungen [e67] = eo — 3ed, + g,
wo g(t) = 0firs £ 1, g(r) = e fiir ¢ > 1 ist.

Fithren wir jetzt einen wichtigen Satz, welcher dic Konstruktion des inversen
Operators ermdoglicht, an!
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Satz 19. Es sei W(t,t)e F}; dann existiert eine einzige Funktion H(1, 7), die im
Quadrant t,© = 0 definiert und stetig ist, welche die Gleichung
(15) H(t, ) + W(t,t) + [ H(t,z) W(z, 1) dz =0, 1,120
erfiillt.

Ausserdem gilt
=(16) a) H(1, T) = ‘Zjl(—l)i(W(r, r))“ ; (W(f, r))” = W(I, ‘z:) ;o t,t=0,

wobei die Reihe (16) in jedem Quadrat 0 < t,1 < T < oo gleichmdssig konvergiert,

b) H(t,7) — H(t, 1) gleichmdssig in jedem Quadrat 0 £ t,t £ T < o0, wobei die
Folge H, (¢, t) durch

(16a) H(1,1) = — [t H_y(t,2) W(z,t)dz — W(r,7); 1,1 =20; k=2,3,..
11,([, ‘r) = - W(I, T) definiert ist,
¢) H(1,7) e Fi,
d) fiir t,t = 0 ist die Gleichung
{(17) H(t,7) + W(t,7) + [ W(t,z) H(z,7)dz = 0
erfiillt.

(Ein Beispiel der Anwendung dieses Satzes wird spiter angegeben.)

Widmen wir jetzt einige Zeilen den Eigenschaften der Distributionsordnung!
‘Wir beginnen mit der Definition.

Essci fe D;; die kleinste ganze Zahl n, fiir welche cine lokal integrierbare Funktion
F(¢) derart existiert, dass S = Fist, wird die Ordnung der Distribution f genannt
und wird mit dem Symbol r(f) = n bezeichnet. (Offenbar verschwindet eine solche
Funktion F(7) im Intervall (— co, 0) fast iiberall.) Wenn f e D, reguldr ist und die
entsprechende Funktion f(7) alle (gewohnliche) Ableitungen besitzt, wird r(f) = — w0
gesetzt. Speziell gilt also r(()) = — oo. Falls fiir f € D, keine solche Zahl n existiert, so
wird der Distribution f keine Ordnung zugeordnet. (Deral‘lige Distributionen exi-

o8]
stieren, wie z. B. Y’ 5" e D,.)
K=0
Das System aller Distributionen aus D, welche die Ordnung besitzen, wird mit
Dy bezeichnet.
Was die Ordnung der lokal integrablen Funktionen anbelangt, erweist sich folgen-
der Satz als zweckmaissig,

Satz 20. Es sei f(f) eine Funktion, die im Intervall (— co, oo) fast iiberall ciner
stetigen, fiir 1 < O verschwinden Funktion f(1) gleich ist; f (1) besitze iiberall im Inrervall

(— o0, o0) die gewishnliche (k — )-te Ableitung f EI(), welche fast diberall die
Ableitung I(1) hat, wobei F(1) keine primitive Funktion darstelit; dann gilt r(f) = — k.
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Bemerkung: Die Aussage ,,F(7) stellt keine primitive Funktion dar® heisst, dass
es keine lokal integrable Funktion G(¢) gibt, fir welche /(1) = [ G(r)dr + C
fiir alle 7 wiire.

Anschaulichkeitshalber fiihren wir einige Ordnungsrelationen, die der Leser leicht
an Hand der cben ausgesprochenen Definition bestédtigen kann, an!

Esistr(1"Hy) = — 3;1(57) = 13 7(0%) = k + 15 aber r(H4) = 0: r(H, cos 1) = 0,
obwohl f{(7) fir ¢ # T alle gewthnliche Ableitungen besitzt.

Fiir die Ordnung kann man folgende Sitze beweisen:

Satz 21. Es seien f € D; , C = 0 eine reelle Zahl, k eine ganze Zahl; dann gilt

) H(CS) = (),

b)Y r(f ™) =k + r(f).

Fiir die Ordnung der Summe zweier Distributionen gilt:

Satz 22. Es seien f, ¢ € D ; dann ist [ + g € D} und gilt

a)y r(f+g)=max[r(f), r(g)],fa//s (f) * r(g) ist,

by r(f+g) < r(f). falls r( f) = r(g) ist.

Also z. B. fiir f = 65 + Hy, g = — g gilt r(f) = r(g) = 3, dagegenist r(f + g) =
= 0.

Fir das Produkt kann folgender Satz bewiesen werden:

Satz 23. s sei fe D, a(t) € Fy; dann gilt v(of ) < r(f). Wenn iiberdies o(1) & 0 im
Intervall <0, o0) ist, so gilt r(af ) = r(f).

Z. B., da r(Hy) = 0 gilt, so ergibt sich laut vorigen Satz r(¢”*Hy) = 0 u. s. w. Man
beachte, dass fiir dic Giiltigkeit des Gleichheitszeichens in der Ungleichung fir die
Produktordnung dic Voraussetzung tiber das Nichtverschwinden der Funktion oc(f)
wesentlich ist. Setzt man z. B. o = £, so gilt #(Jo) = 2, aber es ist r(135) = r(—d,) = 1.

Man kénnte hier auch Resultate, welche dic Ordnung des Produktes [ W/ ] betrach-
ten, angeben: dieselben sind jedoch, vom Standpunkte unserer Bedirfnisse aus
gesehen, nur von einem Hilfscharakter, und deshalb werden diese Fragen erst spiter,
im Zusammenhang mit der Operatorordnung besprochen.

Jetzt sei noch die Bezichung des Produktes [Wj] zu einer gewissen Tatsache der
Theorie der lincaren Differentialgleichungen, welche spiter brauchbar wird, kiirzlich
erwihnt.

Es seien aff); i =0,1.2,...,n reelle im Intervall <0, o) stetige Funktionen,
wobel dort a,(¢) # 0 ist. Das System der Funktionen &(¢), i = 1,2, ..., n wird das
FFundamentalsystem der Losungen der Gleichung
(18) a (1) ™+ a, ()" b L+ ay()E=0
genannt, wenn

1) jede Funktion ¢(7) die n-te Ableitung besitzt und in jedem Punkte des Inter-
valls €0, oo} die Gl. (18) erfiillt,
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2) die Funktionen &(f); i = 1,2, ..., nim Intervall {0, o) lincar unabhingig sind.

Es ist gut bekannt, (vergl. L4], S. 206), dass dann die Wronski'sche Determinante
w(t) des Systems &,(1). &5(¢), ..., &,(¢) tiberall im Intervall <0, co0) von Null verschieden
ist.?)

Definieren wir jeizt den Begriff der Losung der Gl (18) in dem Falle, wenn auf der
rechten Seite derselben cine Distribution auftritt!

Es sei also a{f)e Fy; i =0,1,2,...,n: fe Dy; dic Distribution x sol! die Losung
der Gleichung
(19) A g, XD b agy = f
bei verschwindenden Anfangsbcdingungen heissen, wenn x € D, ist und die GI. (19)
im distributiven Sinne erfiillt ist.

Man bemerke, dass dic eben ausgesprochene Definition nur von Hilfscharakter
ist, da spiter der Losungsbegriff fiir allgemeinere Fille definiert wird.

Dann gilt folgender Satz:

Satz 24. Es sei a{t)c Fy; i =0,1,2...,n; a(r) = 0 im Intervall {0, ) und
feDy. Dann besitzt die GI. (19) bei verschwindenden Anfangsbedingungen eine einzige
Lésung x, fiir welche x = |Wf] gilt, wo

l ) ‘Sz(r), N A”(r
L <r> e
|

DA

s
R

Ll

— —

Wit = - : :
a,(7) w(x) ‘52” (), 52';'_2'(1)1 y(n-z)(r)
R TC N () NN ()

ist, wobei mit éi(z); i =1,2,...,ndas Fundamentalsystem der entsprechenden hoino-
genen Gleichung (18)ﬂ mit w(l) seine Wronski’sche Determinante bezeiclnet ist.

(Ein Beispiel fiir die Anwendung des cben ausgesprochenen Satzes wird spiter,
bei der Konstruktion des inversen Operators, angegeben.)

Widmen wir jetzt die Aufmerksamkeit der Einfiihrung von Operatoren zu! Zuerst
werden in Kurzform cinige ihrer allgemeinen Eigenschaften erwihnt, und dann wird
dic beabsichtigte Operatorenklasse, welche fiir die dynamische Systeme die bedeu-
tendste ist, definicrt.

Es sei Q eine nichticere Untermenge des Systems Dy. Die Menge @ soll der Bereich
heissen, wenn' fiir belichige Elemente x, y € © und belicbige reelle Zahlen o, f das
Element ax + fiy ebenfalls zu Q gehort.

2) Die Wronski'sche Determinantc des Systems $ (1), ..., §,() ist definiert durch der Gleichung

(O, 50 @
() sn |

= U, E Dy, & Bay |
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Es sei Q4 ein Bereich; die Abbildung A der Menge €, in die Menge D, soll der
Operator heissen. (Die ,,Abbildung® bedeutet, dass jedem Elemente x € 24 gerade
ein Element y € D, das mit 4x bezeichnet wird, zugeordnet ist.)

Der Operator A soll linear heissen, wenn fiir beliebige reelle Zahlen «, f und
beliebige Distributionen x, y € 2, die Gleichung

A(xx + fy) = a(Ax) + B(Ay)
gilt.

Dic Menge @, wird auch Originalbereich, die Menge 40, die aus allen Ax, x € Q4
besteht, wird Bildbereich genannt. Anstatt ,,Q, ist der Originalbereich von A wird
auch die Aussage ,,4 ist auf Q, erkldrt* beniitzt.

Man iiberzeugt sich leicht, dass der Bildbereich eines linearen Operators ein Be-
reich ist.

Fiithren wir jetzt die algebraischen Operationen mit Operatoren ein!

Es seien 4, B Operatoren; die Gleichheit 4 = B soll heissen, das Q, = Qp ist
und Ax = Bx fiir jedes x € Q, gilt.

Der Operator O, der auf  erklirt ist, soll Nulloperator heissen, wenn Ox = 0 fiir
jedes x € Q ist. Analog, der Operator / soll Einheitsoperator heissen, falls Ix = x fir
jedes x € Q ist.

Es sei 4 ein Operator, 4 eine reelle Zahl; das Produkt 24 sei durch die Gleichung
(A4) x = A(Ax), x € Q,, definiert. Wenn A linear ist, so ist 14 offenbar ebenfalls
linear. Man iiberzeugt sich leicht, dass folgende Gleichungen bestehen:

i(ad) = (2 A: 1. A=A,

i

Da im Folgenden ausschlicsslich lineare Operatoren betrachtet werden, wird der
Ausdruck ,,Operator®* einen linearen Operator bezeichnen. ’

Es seien jetzt A, B Operatoren, die auf Q erklirt sind; die Summe 4 + B wird
auf Q durch die Gleichung (4 + B)x = Ax + Bx definiert. Man iiberzeugt sich
leicht davon, dass fiir Operatoren 4, B, C, O, die auf @ erklidrt sind, und fur reelle
Zahlen 4,, 4, folgende Gleichungen bestehen

A+B=B+A; (A+B)+C=A4A+(B+ ()
A+0=4; A-—A=0; (—A4A=—1.4)
If(A + B) =2 A+ 0\ B: (b + ) A =0 A+ inA.

Fiihren wir jetzt den Begriff des Operatorenproduktes cin! Es sei B auf Q, erklirt,
Aauf Q,, wobei 2, o ,Qist. Das Produkt 4 B sci auf Q, durch dic Gleichung (AB) x =
= A(Bx) definiert. Man sicht leicht cin, dass 4B linear ist, falls A, B lineare Opera-
toren sind. Ausserdem ist ersichtlich, dass A(AB) = (A4) B = A(LB) fir jede reclle
Zahl / gilt.

Wenn jetzt A einen Operator, / den auf ,Q cerklirten Einhcitsoperator darstellt,
so gilt 74 = A. Analog, wenn 7 auf Q, erklirter Einheitsoperator ist, so gilt A7 = A.%)

3) Man beachte, dass die Gleichung A7 = 1A in Allgemeinem nicht giiltig ist, da die Original-
bereiche von .4 und / sowie der Bildbereich von A nicht identisch zu sein brauchen.
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Fiir das Operatorenprodukt gilt das assoziative und distributive Gesetz. Man kann
ndmlich leicht folgende Behauptungen beweisen:

1) Wenn (Q < Qp, ;Q < Q, ist, so gilt A(BC) = (4B) C.

2) Wenn @, = Q = Qist, so gilt (4 + B) C = AC + BC.

3) Wenn Qp = Q¢, Q4 2 pic2 Q4 2 52 Q42 Q ist, so gilt A(B + C) =
= AB + AC.

Wenn fiir irgendeinen Operator 4 die Inklusion ,Q < Q, gilt, kann man auf Q,
die Potenz A" durch die Gleichung 4" = 4. A" '; 4 = A; n = 2,3, ... definieren;
auf Grund der vorigen Behauptung 1) ergibt sich, dass fiir beliebige ganze Zahlen
m,n = 1 die Gleichung A" . A" = A™*" besteht.

Fiihren wir jetzt den Begriff der Operatorinversion ein!

Der Operator A # O soll regulir heissen, wenn

1) 4@ = Q, ist,

2) cin auf ,@ erklirter Operator 4! derart existiert, dass 4™~ '(4x) = x fiir jedes
xeQ,ist, d. h. dass A7'A4 = Tauf Q, ist.

Dann gelten folgende Sitze:
Satz 25. Wenn A linear und reguldr ist, so gilt:

a) AA™! = Tauf 2,
b) A~V ist linear und regulir.

Satz 26. Wenn A linear und ,Q = Q, ist, so ist A dann und nur dann reguldir, wenn
die Gleichung Ax = 0 die einzige Lisung x = 0 besilzt.

Satz 27. Es seien A, B regulir und es gelte Q, = Qy; dann ist AB ebenfalls reguldr
und es gilt (AB)™" = B™'4™ 1.

Es sei jetzt noch der Begriff der Operatorenstetigkeit cingefithrt. Der Operator A4
soll stetig heissen, wenn Ax, — Ax, fiir jedes x,; € 2, und jede Folge x, — x,; x, €
€eQun=12 ... gilt

Man kann leicht beweisen, dass die Summe bzw. das Produkt von stetigen Opera-
toren ebenfalls ein stetiger Operator ist.

Um bessere Vorstellung Uber die Natur des Operators und der eben eingefiihrten
Begriffe zu haben, seicn jetzt cinige einfache instruktive Beispiele angefiihrt.

Beispiel 8. Der Operator A sei auf D, durch die Gleichung Ax = (r + 1) x'
erkldrt. Es ist offensichtlich, dass A4 linear ist und dass ,Q < D, gilt. Weiter sieht
man leicht ein, dass A4 reguldr ist. Definiert man ndmlich auf D, den Operator B

l

(-1
durch die Gleichung Bx = («—l \) , so gilt fiir jedes x € D, laut Satz 14
t+

()« = B0 = B0+ )} = (e D)=
-+
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Da B auf D, erkldrt ist und ,Q < D, gilt, so kann man das Produkt 4B bilden,
fiir welches sich

(AB)x = A(Bx) = 4 (l i 1 x>(“= (t + 1){<I—J—i—1 x>(—1)}— x

Folglich ist B der inverse Operator 4~ zu A.

ergibt.

Beispiel 9. Es sei 4 auf D, durch die Gleichung 4x = tx’ 4+ x erklirt. Man
tiberzeugt sich leicht davon, dass A nicht reguldr ist. Tatsdchlich, fir x = ¢, gilt
Ady = 0, sodass die Gleichung Ax = 0 eine nichttriviale Loésung besitzt; hiervon
folgt laut Satz 26 die Behauptung. Man beachte an diesem Beispiel, dass der Original-
bereich fiir die Regularitdt irgendeines Operators eine wesentliche Rolle spielt.
Wenn ndmlich der eben betrachtete Operator A nicht auf D, sondern auf dem
Systeme Q, aller im Intervall (— oc, 1) verschwindenden Distributionen erklirt
wire, so wiire A reguldr. In der Tat, definiert man den Operator B auf Q, durch die
Gleichung Bx = gx‘~", wo g(r) eine im Intervall (— oo, c0) unbeschrinkt differen-
zierbare reelle Funktion darstellt, welche fiir 1 = 1 mit i identisch ist, so bestitigt
man durch cinfache Zwischenrechnung, dass dann B4 = AB = I auf Q gilt.

Beispiel 10. Es sei Q¢ = D, Cx = x" + 2¢x; durch direkte Rechnung iiberzeugt
man sich leicht, dass C regulir ist, und dass fiir den inversen Operator ¢ 'x =
= e”'z(etzx)(_l) gilt.

Beispiel 11. Essei/ > 0 und die Funktionen o(r), f(7) seien durch

fir > h

a(r) = exp o fir 0= r<h; Bf)=exp
' t—h h— 1

=0 fir 12 h; =0 fiir < h
definiert. Es sei ferner W(t, 1) = ofr) f(7); offensichtlich gilt W(t, 7) e F}. (Man
beachte, dass W(z, ) % 0 ist.) Definiert man jetzt auf D; den Operator N durch die
Gleichung Nx = [Wx], so sieht man leicht ein, dass N ein Nulloperator ist. Tat-
sichlich, nach der Definition des Produktes [Wx] gilt (Nx, ¢) = ([Wx], ¢) =
= (x, ¢y ), wo laut Gl. 3
(20) dult) = — [* a(e) () $(x) dr + ([ 7, a(x) () b(x) dv) . [, ) dr =

B~ T, of2) d(e) de + (17, alx) d(2) de) . -, do(c) dr}

ist.

Fiir t = h gilt jedoch

= fo, ) p(xyde + (fZ,, alt) p(r)dr). [L, Po(r)dr = [} of1) P(r)dr =0,
sodass laut (20) ¢y, (1) = 0 fiir beliebiege ¢(r) € K ist. Es gilt also (Nx, ¢) = (x, 0) = 0,
d. h. dass Nx = O fiir jedes x € D, ist.
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Fiihren wir jetzt die beabsichtigte Operatorenklasse ein!

Es sei ¥ das System aller Operatoren A, die auf D, durch die Gleichung
(21) Ax = [Wx]|®
erklirt sind, wo k£ = 0 irgendeine ganze Zahl und W(t, 1) € F7 ist.

Wenn iiberdies fir irgendeinen Operator A € ¥ einc ganze Zahl g > 0 derart
existiert, dass

OW\* OPWN\* AN PTIWN\*
WH*=["—] = =.,.. = =0, + 0
)= (G ) == ) =0 ()

im Intervall <0, o0) gilt, so wird die Zahl & — ¢ die Ordnung des Operators genannt
und mit r(A4) bezeichnet. Das System aller solchen Operatoren wird mit A* bezeichnet.

Aus der eben ausgesprochenen Definition ist mit Hilfe von Satz 7 ersichtlich, dass
die Operatoren aus U linear sind.

Ferner kann man beweisen, dass die Operatorordnung eindeutig definiert ist.
(Man beachte nimlich, dass durch die Definition des Operators als eine Abbildung die
Zahl k sowie die Funktion W(1, 7) nicht eindcutig bestimmt sind. Vergl. auch mit dem
Beispiel 11!)

Jetzt gilt folgender wichtige Satz:

Satz 28. Der Operator A sei auf D durch die Gleichung
(22) Ax = a x4+ a,_ x""V 4+ L+ apx + [Wx]
definiert, wo n = 0; W(t,7) e Fl;aft)e Fy;i= 0,1, ..., nist; dann gilt A e U. Wenn
iiberdies a, iiberall im Intervall 0, o) von Null verschieden ist, so gilt A e U* und
HA) = a.

Ausserdem gilt: Wenn A € U ist, so kann A durch die GI. (22) definiert werden; wenn
dabei A € W* und r(A) = n = 0 ist, dann ist a, im Intervall 0, c0) von Null ver-
schieden.

Dic erste Behauptung des vorigen Satzes besagt, dass jeder nach Gl. (22) definierte
Operator A durch die Gleichung von der Form Ax = [ #x]* definiert werden kann;
da das Verfahren der Feststellung von k und W(z, 7) fiir dic Konstruktion des in-
versen Operators notwendig wird, so sei es hier angefiihrt. Dazu wird noch folgendes
Lemma erforderlich: ’

Lemma 1. Es sei a(t) e Fy, fe D, n = 0 eine ganze Zahl; dann gilt
(23) aj(") — Z (_ ])i<’,'1>(a(i)f)(n—i) )
i=0 i

Es sei also A durch Gl. (22) definiert; driickt man laut Lemma 1 jedes Glicd a,x™’
in der Form (23) aus, und fasst man dann die Ableitungen von gleicher Ordnung
zusammen, so kann man offenbar schreiben

(24) Ax = (a,x)" 4+ (b= x)" 70 4 (by—2x)" P b+ box + [Wx],
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wo b; lincare Kombinationen der Funktionen g; und ihrer Ableitungen sind. Laut
Satz 14 gilt jedoch
Ax = {(a,,x)““ + (b"_lx)(—l) + ..+ (box)(‘n—l) + [Wx](—nvl)}(nJrl) —
- [Wx](zx+1) ,
wo offenbar

(25) W(l, 1) = Uy(t, 1) a,{t) + Uy(t, 1) by (1) + ... + U,iy(t, 7) bo(7) +
+ (Upsy x W) (8, 7)
gesetzt wurde (vergl. mit Satz 8 und Gl. (10)), womit die Form [Wx]™® erreicht ist.

Um das Verfahren noch deutlicher zu machen, sei cin einfaches Beispiel durch-
gerechnet.

Beispiel 12. Der Operator A sei auf D, durch die Gleichung Ax = (r + 1) x’ +
+ tx + [(t = 1) x] definiert; laut Lemma | bekommt man (1 + 1) x" = ((r + 1) x)'—
— x, sodass Ax = ((t + 1) x)" + (¢t — 1) x + [(+ — 1) x] ist; nach Gl (24) und (25)
gilt also

Wt,1)=Ut,t) . (t+ 1)+ Uy(t, 7). (t = 1) + Uy x (1 — 7).

t—1)°

DalUy =1L, U,=t—tund U, x U, =U, = ( - ist, so bekommt man

schliesslich nach einigen Zwischenrechnungen
W(t, 1) = +{ — ©° — 3%t + 32 + 611 — 617 + 121 — 61 + 6} .

Es gilt also Ax = [Wx]?®.

Fiir die Summe bzw. fiir das Produkt von Operatoren der Klasse % bzw. U* gilt
folgender Satz:

Satz 29. a) Es sei A, Be W; dann gilt A + Be U, ABe .

b) Es sei A, Be U*; dann gilt ABe U* und r(AB) = r(A) + r(B). Wenn iiberdies
r(A) == r(B), so gilt A + BeW* und r(A + B) = max [r(A4), r(B)].

In welcher Weise die Ordnungen von Operatoren und Distributionen zusammen-
hingen, besagt folgender Satz:

Satz 30. Es sei A e U*, [ e DY ; dann gilt Af € Dy und r(Af) = r(A) + r(f).

Beispiel 13. Es sei f = 8, — 20, + H, sin #; man soll die Qrdnung der Distri-
bution Af bestimmen, wobei mit 4 der Opcrator aus dem Beispiel 12 bezeichnet ist.
Da laut Definition der Distributionsordnung r(d,) = 1, r(H, sint) = — 1 ist, so gilt
laut Satz 21 r(é,) = 2, und laut Satz 22 r(f) = max [2, 1, —1] = 2. Nach Satz 28,
dar+ 1= 0im Intervall {0, o) ist, gilt jedoch r(A4) = 1. Aus dem Satz 30 ergibt
sich also r{4f) = 3. :

Weiter gilt:

Satz 31. Jeder Operator A € Y ist stetig.
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Von grosster Wichtigkeit ist folgender

Satz 32. Jeder Operator A € U* ist regulér (d. h. existiert der Operator A™" derart,
dass auf Dy A 'A = AA™" =1 gilt); ausserdem gilt A~" e U*, r(A™") = — r(A).

Jetzt wollen wir zeigen, wie der inverse Operator A~ ' zu A4 e A* konstruiert
&

* 2 *
werden kann. Es sei also Ax = [Wx]®, k = 0und es gelte W* = <(%W-> = (%g) =
t ot

q—2 # a1
= ... = (6 W) =0, (f——w—> + 0 im Intervall 0, ). Es ist also r(4) = k —

ot \ ot

—q.

Laut Satz 17 kann man schreiben

01T L\ * AW
26 WXl = ¢ x + x|.
(26) [wx] (aﬂ,_l ) -

Bezeichnet man zur Abkiirzung

so gilt (vergl. mit Satz 8)

(27) [Wx]? = a(x + [Wx]).
Wir definieren auf D, die Operatoren A, 4, durch die Gleichungen
(28) Apx =x%7D 0 Ayx = a(x + [Wx]).

Offensichtlich gilt 4,4, = A.

Jetzt wird von Satz 19 Gebrauch gemacht. Nach seiner Behauptung existiert eine
einzige Funktion H(t, 7) € F3, welche die Gleichung

(29) H+W+HxW=0
erfiillt, wobei liberdies die Gleichung
(30) H+ W+ WxH=0

besteht. Dabei ist die Funktion H(z, t) durch die Reihe (16) bzw. durch die Folge

16a) gegeben. Definieren wir jetzt auf D, die Operatoren B,, B, durch die Glei-
8
chungen

1 1
(31) Bix=—-x+ [H<~x>i|, B,x = x40
a a

B,B,. d.h.

(32) Bx = Ix(“"‘) + [H(l_ X(q-k)>] ]
a a

und bilden den Operator B

i
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Fiir das Produkt B, 4, bekommt man:

(B14,) x = By(A,x) = ;la(x + [Wx]) + [H:lza(x + [Wx])] -

=x+[(W+H+HxW)x]=x.

Auf D, gilt also B A4, = [. Offensichtlich gilt weiter auf D,: B,4, = A,B, = I
Hieraus folgt
BA = (B,B,) (4,4,) = B\(ByA\) A, = B 4, = 1.

Ganz gleich bekommt man

(A2B)) x = Ay(Bix) = a {é X + I:H(i x>] + I:WGIX + [H G x)])]} =
= x+a[(11+W+W x Il)exﬂzx.

Folglich gilt 4,8, = I. Schliesslich bekommt man AB = (A4,4,)(B B,) = A B, = I.
Hievon folgt, dass B den inversen Operator 4~ " zu A darstellt.

Wegen seiner Wichtigkeit sei hier das ganze Konstruktionsverfahren noch kurz
zusammengefasst,

1) Ist ein Operator 4 € Y* vorgelegt, so bringt man zuerst seine Definitionsglei-
chung auf die Form Ax = [Wx]|®.

2) Mit Hilfe von GI. (26) werden dann die Funktionen a(r), W(z, 1) festgestellt.

3) Durch die Reihe (16) wird dic Funktion H(¢, 7) ermittelt.

4) Nach Gl. (32) wird schliesslich der inverse Operator 4" gebildet.

Bemerkung: Man beachte, dass dic Funktion H(z, t) vorzugsweise als Grenze
der konvergenten Folge (16a) ermittelt werden kann. Es ist ndmlich klar, dass die
Glieder der Folge (16a) durch ecin Iterationsprozess feststellbar sind, sodass dic
Ausrechnung von H(t, r) den automatischen Rechenmaschicnen angepasst werden
kann.

Fiihren wir jetzt ein einfaches Beispiel an! v

Beispiel 14. Der Operator A4 sei auf D; durch die Gleichung 4x = x + [Wx]
erklirt, wo W(1, 1) = a(t) b(x); a(r), b(r) € F, ist. Man soll A~" bestimmen.

Offenbar ist 4 € A*. Laut Gl. (32) gilt 4™ 'x = x + [Hx], wo H(t, 7) die Losung
der Gleichung H + W + H x W = 0 darstellt. Nach Satz 19 gilt jedoch H =
=Y (=1)"W*" Um H(t,7) zu bestimmen, setzen wir &(1) = a(r) b(1), und &~ 1(t)

i=1
sei irgendeine primitive Funktion zu d?(t). Man iiberzeugt sich leicht, dass

(33 (W)= Z([{li%); (@7 = eTP@)T, =123,

gilt. Tatsdichlich, die GI. (33) ist fiic # = 1 richtig. Setzt man voraus, dass (33) fiir

irgendein n = 1 gilt, so bekommt man
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a l) b( )
(- 1)1
= 0K vy vy o) e = 0 @000 — 0y
w. z. b. w. Durch einsetzen ergibt sich | |

o) = — a()b(@) S S (@00 - et @)y =

n=0 I”I!
= — a(r) b(t) exp (@ P(z) — o (1))
Laut Satz 16 kann man also fiir 4~ schreiben:
(e TR

et e = [ AR 00 — a0 ats) o) o =

A 'y =x—ae

Aus dem eben angegebenen trivialen Beispiel geht hervor, dass im Allgemeinen
die Konstruktion des inversen Operators numerisch keineswegs einfach zu sein
braucht, vorausgesetzt, dass keine Rechenmaschinen zur Verfiigung stehen. Des-
halb wird hier noch eine, rechnerisch cinfachere Konstruktionsmethode, die jedoch
starkere Voraussetzungen iiber den Operator verlangt, angefiihrt.

Es sei also 4e U*, Ax = [Wx]®. ,Der Operator A erfiillt die Bedingung B*
heisst, dass

1) W(1, ) entartet ist, d. h. dass W(t, 1) = Z (1) bi(1): a;, b e F, gilt,

2) die Wronski’sche Determinante w(7) der Funktionen a(t), i = 1,2,...,r im
Intervall <0, oo) von Null verschieden ist. Jetzt gilt folgender Satz:

Satz 33. Wenn der Operator A € W* die Bedingung B erfiillt, so reduziert sich die

Konstruktion von A~ zur Lisung einer linearen Differentialgleichung.

. ) . . dWN*
Beweis: Es gelte also Ax = [Wx]® = p, wobei W* = <( > =, .. =
ot

q—2 g—1 *
(0 W) =0, (0 W) + 0 im Intervall <0, o0) ist. Setzt man zur Abkiir-

a2 A
Zung U = y
(34) [Wx] =u.

Deriviert man jetzt die Gl. (34) ein-bis r-mal, so ergibt sich mit Hilfe von Satzt 17
folgendes System:

(39) [

(“B so kann man schreiben

)"}J

;I
fi
i
S
¥*

r—=1 '31W * (r—i—1)
= u(r) - f—-—‘ X .
] iZO {( or'

|_
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Fiir jedes k gilt jedoch nach Satz 16:

[ﬂ x] _ [(z a(1) b,»(r)) x} = ¥ b)Y

&t i=

Lost man die erste bis r-te Gleichung des Systemes (35) nach den Unbekannten
(bix)('”; i=1,2,...,r auf, (was immer moglich ist, da die Systemdcterminante
gerade die Wronski'sche Determinante w(z) der Funktionen a(r) ist), und setzt man
fiir (b,x)" " in die letzte Gleichung (35) ein, so bekommt man

r—1 N r—q .
(36) a4 U = Y pxD =0,
0 i=0

: : A A
Man kann lIcicht beweisen, dass r — g 2 0 und f,_, = ( »,q1) ist. Die GI. (36)
ot

stellt jedoch eine gewdhnliche lineare Differentialgleichung r — g-ter Ordnung fiir x
dar; mit Hilfe von Satz 24 kann man ihre Losung x in der Form x = [Wv], v =

r—1
=u" + Y au'” bckommen, womit der inverse Operator A™" ermittelt ist. (Man
i=0Q
kann gegebenenfalls auch vom Satz 17 bzw. von der Formel y™™ = [U,y] Ge-
brauch machen, um x in kanonischer Form x = [Wy]“ darstellen zu kénnen.)

Bemerkung 1: Wenn der Operator 4 € ¥* durch die Gleichung Ax = a,x™ +
+ a,- X"V + .+ apx + [Wx] definiert ist, wobei W(t, ©) = Y, b{r) ¢{(7) entartet

ist und die Wronski’sche Determinante der Funktionen b,(7) im Intervall <0, x)
nicht verschwindet, so ist es offenbar nicht notwendig, A auf die kanonische Form
zu bringen, sondern den erlduterten Kniff direkt auf [Wx] anzuwenden.

Bemerkung 2: Die praktische Bedeutung des eben angegebenen Konstruktions-
verfahren besteht darin, dass es eine Anzahl von Methoden gibt, die es gestatten,
das Fundamentalsystem der Losungen einer homogenen Differentialgleichung bei-
spielsweise mit Hilfe von Analogen-Rechecnmaschinen zu ermitteln. (Vergl. z. B.
(5],

Es seien jetzt drei einfache Beispiele, die das besprochene Konstruktionsverfahren
illustrieren, angegeben!

Beispiel 15. Der Operator 4 € A sei durch die Gleichung

(37) Ax = — (1 + D((r + 1> )Y + (¢ + (e + 1) x)°0
definiert. Man sieht leicht ein, dass 4 € W* gilt; tatsdchlich, es ist ndmlich
Ax = [Wx], W)= -0+ D+ 1)+ + D)+ 1),

oW\ . e
) = (r + 1)* # 0 im Intervall €0, o) gilt. Uberdies gilt offen-

a

ot

wobei W* = 0,(

sichtlich (1) (4 1) ];

KU A
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sodass dic Bedingung B erfiillt ist. Setzt man zur Abkiirzung P — ((t + 12 )0,
Q = ((t + 1) x)'" ", so bekommt man durch Derivieren von (37):
(38) —(t+D)P+(+1)YQ=y
— P42t +1)0 =y
20 =) —(t+1)2x.
Rechnet man aus den ersten zwei Gleichungen (38) P und Q aus, und setzt man

die gewonnene Ausdriicke in die dritte Gleichung (38) ein, so bekommt man nach
einigen Zwischenrechnungen unmittelbar

1
— '// —_ = ‘I + P
x0T eryp) T

y.

Beispiel 16. Es sei

t

(=1
(39) Ax = ex' = (1 +1)e” " (e* ) .

(1 +1)? *

Offenbar ist 4 e A*. Da — (1 + 7)e” " # 0 im Intervall <0, co) ist, so wird 4~
im Sinne der Bemerkung 1 ermittelt. Deriviert man (39), so ergibt sich

t/2 1 — f) B e (-1)
40 My g Lty o C ( o2 x =y
SO : 1+1¢ 2 (1 + 1) g

Multipliziert man (39) mit # — 1, (40) mit 2(¢ + 1) und addiert man die so entstandene
Gleichungen, so bekommt man

(41) x" + ! x - ! xX=u
t+ 1 t+ 1

wo u=e '? {y' + ) y} gesetzt wurde.

2t + 1

Durch Einsetzen iiberzeugt man sich leicht, dass die Funktionen &, = 1, &, = ™'
ein Fundamentalsystem der homogenen Gleichung zu (41) bilden. Wendet man also
die Formel des Satzes 24 an, so beckommt man unmittelbar

] (—1) !L" N(—1)
(42) x=1 u —e |- u :
1 +¢ I+t

Setzt man schliesslich fiir  in (42) ein und macht von Satz 15 (,,Integration per-
partes“) Gebrauch, so bekommt man nach einigen Zwischenrechnungen

“12 \(=D M2 N\ D
e ot e
x =1 y + e y .
(1 +t > (1 + 1 >

Beispiel 17. Betrachten wir erneut den Operator 4 aus dem Beispiel 14. Wenn
dort ¢(r) # 0 im Intervall <0, 00) ist, kann man 4~ ! mit Hilfe des eben besprochenen
Verfahrens bestimmen. (Das sci dem Leser als cine einfache Ubung iiberlassen.)
Man beachte, dass im Beisp. 14 keine Voraussctzungen iiber das Nichtverschwinden-
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sein von a(t) getan werden mussten, dementgegen das Verfahren von Satz 33 versagt,
falls in irgendeinem Punkte 7, € <0, o0) diec Funktion a(r) verschwindet.

Widmen wir jetzt noch einige Zeilen den Operatoren, welche man in Anwendungen
als ,,Heaviside’sche Operatoren® zu bezeichnen pflegt.

Es sei D der Operator, der auf D; durch Dx = x erkldrt ist; der Operator A soll
. Heaviside'scher Operator* heissen, wenn

(43) A =(a,D" + a,_ D"+ ...+ a)) (byD" + by DT L+ by)

ist, wo a;, b; reelle Zahlen sind. Das System aller solchen Operatoren sei mit §
bezeichnet.

Diese Operatoren sind offensichtlich reguldr. Ausserdem gilt folgender Satz:
Satz 34. Es sei A, B e $; dann gilt
1) A+ BehH, 2) ABeH, 3) A 'ed), 4) AB=BA.

Dieser Satz besagt insbesondere, dass die Heaviside’schen Operatoren die ,,an-
genchme** Eigenschaft besitzen, dass ihr Produkt kommutativ ist. Hieraus folgt, dass
sie formal als rationale Funktionen des Operators D behandelt werden kénnen.
Bedeutungsvoll ist dann insbesondere die Tatsache, dass der Satz iiber die Partial-
bruchzerlegung giiltig bleibt, was die Bestimmung des inversen Operators weitgehend
erleichtert. Das sind allerdings wohlbekannte Tatsachen und deshalb wird nicht
auf sie niher eingegangen. (Im Zusammenhang damit vergl. [6].)

Widmen wir uns jetzt der Anwendung von Operatoren zu!

Zuerst werden die Fragen der Ermittlung von Losung cines Systems der Integro-
differentialgleichungen besprochen. (Durch eben solche Systeme ist ndmlich die
Dynamik jedes physikalischen, aus konzentrierten zeitlich verdnderlichen Elementen
gebildeten Systems beschrieben.) Zu diesem Zwecke fiihren wir einige Bezeichnungen
ein!

Essei D, das System aller r-dimensionalen Vektoren, deren Elemente zu D, gehdren.
Es seien ferner A((); i =0,1,...,n die Quadratmatrizen r-ter Ordnung, deren
Elemente zu F; gehéren und es sei W(s, r) eine Quadratmatrix r-ter Ordnung, deren
Elemente zu F? gehoren. Es seien schliesslich ¢, i = 0, 1,...,n — 1 reelle r-dimen-
sionale Zahlenvektoren.

Betrachten wir die Vektorgleichung
(44) YA XD + {6 W(t, 1) x(t)dr = .
i=0

Es sei fe D,; der Vektor x soll die (distributive) Losung der Gl. (44) mit den
Anfangsbedingungen ¢, ¢y, ..., ¢, heissen, wenn '

1) xeD,,
2) die Gleichung
n i—-1
{45) S AL =Y o ) 4 [Wx] = f
=0 k=0
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—1
erfiillt ist. (Dabei wird ) ... = 0 gesetzt, der Sinn der anderen Symbole ist gewiss
k=0

klar.)

Bevor die Fragen der Existenz und Eindeutigkeit der Losung von (44) besprochen
werden, sei angedeutet, warum die Losung gerade in dieser Weise definiert wurde.
Die Antwort auf dicse Frage ist in folgendem Satze enthalten:

Satz 35. Es sei f ein Vektor, dessen Elemente im Intervall {0, o) stetige Funktionen
sind; jede klassische Losung®) x(r) (falls sie iiberhaupt existiert) der Gl. (44), definierte
als x(1) = 0 fiir t < 0, ist dann gleichzeitig die distributive Lisung von (44) mit den-
selben Anfangsbedingungen.

Aus dem cben ausgesprochenen Satz geht hervor, dass die distributive Losung
eine Verallgemeinerung der klassischen Losung darstellt.

Um weitere Uberlegungen zu vereinfachen, seien folgende Tatsachen beachtet:
man kann voraussetzen, dass die in Gl. (45) auftretenden Glieder 4,¢,65 " in dem
Vektor f schon cinbezogen sind, sodass man in Ubercinstimmung mit Satz 28 fol-
gende, einfachere Gleichung

(46) Ax =f,

wo A = [ A, ] dic entsprechende Quadratmatrix ist, deren Elemente zu dem Systeme U
gehdren, betrachten kann.

Im Zusammenhang mit den Fragen der Existenz und Eindeutigkeit der Losung
von (46) sci folgende Bezeichnung eingefiihrt: ,,Die Matrix A besitzt dic Reduktion
A< heisst, dass folgende Bedingungen erfiillt sind:

1) Es gibt solche Permutation von Spalten und Reihen der Matrix 4, dass in der
so entstandenen Matrix A das Element A,, ein reguldrer Operator ist.

2) Wenn r > | ist, dann enthilt die Matrix 4/“(r — 1)-ter Ordnung, welche die
,,Reduktion® genannt wird, und welche laut Gleichung

(47) A(l) = [A(n:)] = [/:'ik - /air’ar:l;jrk] , 1= f,k <r-—1

gebildet ist, mindestens ein Element, das ein regulirer Operator ist.
Esist klar, dass im Allgemeinen zu einer gegebenen MAtrix A mchrere Reduktionen
existieren kdnnen.

Die Matrix A4 soll reduzibel heissen, wenn eine Matrizenfolge AV, 4, ... A"~ D
existiert, wobei jede Matrix A‘” irgendeine Reduktion der Matrix A9 D, j =
=2,3,...,r — 1 und 4V cine Reduktion von A darstellt.

Man beachte, dass offenbar die Matrix A2 von der Ordnung r — i ist, also spe-
ziell A"V ist eine, durch ein Element, das ein regulirer Operator ist, gebildete
Matrix.

4) Wie bekannt, der Vektor x(z) heisst die klassische Losung von (44), wenn x(#) im Intervall
{0,00) die stetige n-te Ableitung besitzt, die Gl. (44) in jedem Punkte des Intervalls {0, 0) erfiillt
ist und dabei x(7(0) = ¢ i=0,1,...,n — 1 gilt.
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Dann gilt folgender Satz:
Satz 36. Es sei A eine reduzible Matrix; dann gilt:

a) fiir jedes f € D, existiert eine einzige Lisung der Gleichung Ax = f,

b) wenn fo e D,, k = 1,2, ... und f, - f ist, dann gilt x, — x, wo x,, x die Lisung
der Gleichung Ax, = f, bzw. Ax = f darstellen.

Widmen wir einige Worte der Erlduterung der Behauptungen des eben ausgespro-
chenen Satzes zu!

a) Dic Begriffe ,,Reduktion®, ,,reduzible Matrix** stellen offenbar gemeinsam mit
der Behauptung a) ein formalisiertes Aufldsungsverfahren der Unbekannten x; (Kom-
ponenten des Vektors x) im Systeme (46) dar. Es ist ndmlich klar, dass die Bildung
der Matrix A" laut Gl. (47) der Auflosung irgendeiner Unbekannten x; aus dem
Systeme Ax = f dquivalent ist. Diese Tatsache, aus dem Standpunkte der Rechen-
praxis geschen, heisst, dass dann, wenn das Auflosungsverfahren zum Ziel fiihrt
(d. h. wenn in reduzierten Systemen immer regulidre Operatoren vorhanden sind),
das System Ax = f eine cinzige Lésung besitzt.

b) Aus dieser Behauptung geht hervor, dass bei festgehaltenen Vektoren ¢, ¢y, ...
.. Cy—y die Losung x der Gl. (44) von dem Vektor f stetig abhingt. Da aber jede
Distribution als Grenze einer Folge von unbeschrinkt differenzierbaren Funktionen
darstellbar ist, heisst das, dass jede (distributive) Losung der Gl. (44) als die Grenze
der Folge von klassischen Losungen derselben Gleichung (selbstverstindlich mit
anderen Vektoren f) erscheint. Physikalisch heisst das folgendes: wenn die wirklichen
Storungen, die ein dynamisches System erregen, durch Distributionen beschricben
werden (d. h. z. B. wenn die Stérungen Impulse enthalten), so erfasst dic ermittelte
distributive Losung die physikalische Wirklichkeit.

Ferner kann man leicht beweisen, dass die ,,Struktur der Losung der GI. (44) mit
der Struktur von f iibereinstimmt. Um diese Vorstellung prézisieren zu konnen, sei
folgende Bezeichnung eingefiihrt. Es sei (1,) cine Zahlenfolge, fiir welche 0 = 1, <
<t <ty <..t;— o glt. Die Distribution f soll ,,(¢;)-standard* heissen, wenn

" f=z Zcikéglf)'l"g
i=0 k=0
ist, wo ¢, reelle Zahlen sind und n = 0 eine von i unabhingige ganze Zahl darstellt,

wobei g reguldr ist und die entsprechende Funktion g(f) folgende Eigenschaften
besitzt:

1) g(1) veschwindet fiir 7 < 0.

2) g(r) ist im Intervall (¢, ;5 ), i = 0, 1, ... unbeschriinkt differenzierbar,

3) jede Ableitung g®(¢), k = 0, 1, ... ist in jedem Intervall (t;, t;,,) beschrinkt.

Analog definiert man den Begriff eines (¢;)-standarden Vektors. Es ist klar, dass
jede (1;)-standarde Distribution zum Systeme D; gehort. Man beachte auch, dass
durch den Begriff der (¢;)-standarden Distribution jede in physikalischer Wirklich-
keit vorkommende Stérung charakterisiert werden kann.
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Jetzt kann man beweisen, dass folgender Satz giiltig ist:

Satz 37. Es sei A eine reduzible Matrix; wenn f ein (1,)-standarder Vektor ist, so ist
die Lésung x der Gleichung Ax = f ebenfalls (1;)-standard.

Die Behauptung dieses Satzes heisst physikalisch, dass die Systemreaktionen nur
in den Zcitpunkten Impulse enthalten kénnen, in welchen die Stérungen Impulse
enthalten bzw. unstetig sind.

Fiihren wir jetzt ein Beispiel, das die Losung eines Gleichungssystems illustriert, an!
Beispiel 18. Die Dynamik irgendeines Systems ist durch die Gleichungen

(48)  — 2(2¢% + 107 + 15) XY — 2(61% + 261 + 35) x| — 16x, + (t + V) x; = by,
5 x,(t) dt + 16x;

1
—8(r+ N)xy —x, — (1 + I)J L
o (T 1)
xp = (t+ 1)x3 + x3 =hy,
beschrieben, wo f, = 308, h; = J, ist und die Anfangsbedingungen ¥ = (! =
=c? =0, =35 ¢ =0, 4 =1 sind (der obere Index bezicht sich zur
Ordnung der Ableitung, der untere zur Unbekannten); man soll die Reaktionen

X1, Xz, X3 bestimmen. Laut der Definition des Losungsbegriffs schreibt man im Sy-
steme

0

Il

3

(48) X — 08y — D5y — 5] — 05, = ¥ + 55,

anstatt x{*) und analog fiir andere Ableitungen. Hiermit bekommt man fiir die Distri-
butionen xy, Xx,, x; folgendes System

(49)  — 2021 + 107 + 15) XY — 2(6¢% + 261 + 35) x{ ~ 16x, + (1 + 1) x;

g

, 1 =
— 8t + DNxy —x, — (1 + )| —— X, X2 =
(t+ Dy —x —( )<(t iy ) +16x, =0

xp =+ x4+ x3=0,

>

wo g = 1804, ist.

Bevor (49) geldst wird, sei an diesem Beispiel die Anwendung der Sitze, welche die
Ordnungen von Operatoren und Distributionen betrachten, angedeutet. Bestreben
wir uns, die Ordnungen von Xx;, x,, x; zu bestimmen! Setzen wir also vor-
liufig voraus, dass das System (49) cine ecinzige Losung besitzt, dass x,, x,,
xye DY ist und bezeichnen wir zur Abkiirzung r(x;) = r,, i = 1,2, 3. Schreibt
man die dritte Gleichung (49) in der Form xyp = (t + 1) x5 — x5, so ist klar, dass dic
Operatoren, die hier auf x, und x5 wirken, zu A* gehéren und die Ordnung 1 besitzen.
Da aus der Gleichkeit von zwei Distributionen aus DY die Gleichkeit ihrer Ordnungen
folgt, so hat man laut Satz 30: | + ry = 1 + ry, d. h. ry = r;. Der Operator B, der
in der zweiten Gleichung (49) auf x; wirkt, besitzt die Ordnung 1, sodass die Distri-
bution Bx, die Ordnung | + r, hat; die Distribution 16.x; hat dic Ordnung r; = ry,
sodass die Summe Bx, + 16x; laut Satz 22 von der Ordnung max [1 + ry, r|] =
= | + r, ist. Schliesslich, der Operator C, der dort auf x, wirkt, besitzt die Ordnung 0,
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sodass Cx, die Ordnung r; hat. Aus der zweiten Gleichung (49) folgtalsor, = 1 + ry.
Aus der ersten Gleichung (49) folgt analog, dass r(Ax;) = 4 + ryund r(( + 1) x3) =
=1+ r, =2 + ry ist, sodass die linke Scite der ersten Gleichung (49) die Ordnung
4 + r, besitzt. Da aber r(g) = r(1805,) = 1 ist, so gilt 4 + r, = 1, woraus endlich
ry = — 3 =ry r, = — 2 folgt. Die Losungen x,, x,, x; sind also reguldre Distri-
butionen, wobei die entsprechenden Funktionen xl(t), x3(1) die dritte, x,(1) die zweite
(gewﬁhnliche) Ableitung iiberall im Intervall (— oo, o0) besitzen.

Widmen wir uns jetzt der Losung des Systems (49), was im Sinne des Satzes 36 und
der nachfolgenden Bemerkung 1 durchgefithrt wird. Lost man die dritte Gleichung
(49) nach x; auf, so bekommt man

(50) x3=(t+1) (ti ‘—x’1>(#”.

Durch Einsetzen in dic iibrigen Gleichungen (49) (in unserem Falle nur in die zweite)
ergibt sich

(51)

' 1 (-1) i (-0

— 8(t + 1) xy + 16(r + 1 x) —x, - (t+ )| ——=x -
6 ) () e =0,

(t+

Der Operator, welcher in GI. (51) auf x, wirkt, ist offenbar wieder regulir, und da
iiberdies — (# + 1) & 0 im Intervall <0, c0) ist, so kann seine Inversion mit Hilfe
von Satz 33 ermittelt werden. Deriviert man also (51), so bekommt man

| AN ,
(52) — 8xy — 8(¢ + 1) x7 + 16 (;? x1> + 16x; — x; —

1 (-1) 1
- — X, - x2=0.
<(t+l)2 > t1

Multipliziert man (52) mit — (¢ + 1) und addiert man die so entstandene Gleichung
mit der GI. (51), so ergibt sich 8(¢ + 1)> x] — 16(¢ + 1) x} + (1 + 1) x3 = 0, sodass

(53) x, = 16x; — 8((t + 1) x])" "
gilt. Setzt man endlich hieraus fiir x, in die erste Gleichung(49) ein, so bekommt man
(54) = 2027 + 10t + 15) x{™ — 2(61% + 261 + 35) x7 — (¢ + 1)* ) +

+ 16(f + 1) xy — 16x, = g.

Der in Gl. (54) auf x, wirkende Operator ist offenbar regulir; hieraus folgt, dass
dic Operatorenmatrix des Systems (49) reduzibel ist, und folglich (49) cine cinzige
Losung besitzt. Es bleibt also noch iibrig, die Inversion des Operators in Gl. (54) zu
bestimmen. Durch Einsetzen {iberzeugt man sich leicht davon, dass dic Funktionen
(t+ 1), (r + 1), ¢7', e7*" ein Fundamentalsystem der homogenen Gleichung von
(54) bilden. Die entsprechende Wronski’sche Determinante w(r) des betrachteten
Fundamentalsystems ergibt sich

w(t) = — 2e7 (2% + 101 + 15).
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Laut Satz 24 gilt also x, = [Wg], wo
LT+ 1; (v + 1)2; e e |
: I 1; Ar +1); —e™ —2e7
55) W(t, 1) = — : ; ; ; _
(53) Wit 7) 2(21% + 101 + 15) w(z) | 0; 2; e e

L (1) el e 2

>

(201 + 1)(* + 5t + 5) = (r + 1’2t + 5) —

I
4277 + 100 + 15)°
— 27217 + 61 + 5) + T + 4o+ 5))

ist.
Da in unserem Falle g = 1803, ist und laut Satz 18 [Wé,] = H,W(1, 0) gilt, (H,(t)=
= 1fiir t > 0, Hy(t) = 0 fiir r £ 0), so ergibt sich aus (55) unmittclbar

(56) xp=(1—-0*—=2"+e?*)H,.
Dic Unbekannte x, wird mit Hilfe von GI. (53) ermittelt. Man bekommt
x{=(1 -2 =2+ e )5+ (— 2t + 2" — 27 Hy =
=2—t+et—e M) H,,
und dhnlich x{ = 2(— 1 — e " + 2e %) H,, sodass durch Einsetzen folgt
X, =83 +2t — 1> — 27t +4) + e (2t + 5) Hy .
Fiir x; bekommt man endgiiltig aus (50):

-2t

rt -t
x3:2(t+l)J Zrhe -—e dr. Hy .
“Jo T+ 1

(Die Bestitigung dessen, dass die ermittelten Distributionen x;, x,, x, tatséichlich
die frither bestimmten Ordnungen besitzen, sei als eine einfache Ubung dem Leser
iiberlassen.)

Widmen wir jetzt die Aufmerksamkeit dem praktisch wichtigen Falle zu, in wel-
chem das betrachtete dynamische System eine serio-paralelle Struktur besitzt, und am
Anfang im Ruhezustand ist. Zu diesem Zwecke betrachten wir zwei Systeme (,,Zwei-
pole®) S, S, von welchen bekannt sei, dass zwischen der Stérung u und der Reaktion
x; des Systems S; die Beziehung x; = Au besteht, wobei A, e U, i = 1,2 ist. Aus
solchen Systemen §,,5, kann man zwei neue Systeme bilden, und zwar 1) die Neben-
einanderschaltung S, (paralclle Schaltung), 2) die Reihenschaltung S, (Serienschal-
tung). (Vergl. mit der Schematisierung auf Abb. 2.) Dabei wird unter der Nebeneinan-
derschaltung die Schaltung verstanden, fiir welche die Stérung den beiden Einzel-
systemen S, S, gemeinsam ist und dic Reaktionen sich addieren. Die Reihenschaltung
ist dann die Schaltung, in welcher dic Reaktion gemeinsam ist und dic Gesamt-
stérung sich additiv auf dic Einzelsysteme aufteilt. (Der Sinn dieser Begriffe in der
Elektrotechnik bzw. in der Mechanik ist gewiss klar.) Wenn jetzt dic Systeme Sy, S,
paralle! geschaltet sind, und wenn mit x die Gesamtreaktion auf die Stérung u bezeich-
net ist, so gilt x = x| + x; = Aju + A,u = (A, + A,)u. Wenn dic Operatoren A,
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in Analogic mit der Elektrotechnik Admittanzen benannt werden, so ist ersichtlich,
dass die Admittanz ciner Nebeneinanderschaltung der Summe von Admittanzen
der Einzelsysteme gleich ist. Analog, wenn es sich um die Reihenschaltung handelt,
und wenn mit x die Reaktion, mit »; die partiellen Storungen, die auf S; wirken,
bezeichnet sind, so gilt dann fiir die Gesamtstdrung u = u, + u,. Wenn dann fir
die Systeme S, S, die Gleichungen u; = Z,x, Z; e U, i = 1, 2 bestehen, wo die Ope-
ratoren Z; Impedanzen genannt werden, so ergibt sich u = (Z, + Z,) x, d. h. die
Impedanz einer Reihenschaltung ist gleich der Summe von Impedanzen der Einzel-
systeme.
Da jedes serio-paralelle System durch Nebeneinander- und Reihenschaltungen
der Einzelsysteme gebildet werden kann, so folgt aus diesem, dass die cingefiihrten
Impedanzen und Admittanzen
A formal gerade so behandelt wer-

Y
/ St \ / , \ den koénnen, wie es fiir die Sy-
z xS S
O=>{_

5 e 3o Steme mit unverdnderlichen Ele-
> PN ’// menten iiblich ist. Man muss

2 S, Uy u, jedoch nur den Umstand beach-
S, ten, dass das Produkt im Allge-

Sp meinen nicht kommutativ ist,
Abb. 2. und ob die gebildeten Ausdriicke

iiberhaupt einen Sinn haben. (Z.
B., sind 4,, 4, Admittanzen, so ist 4, + A, dic Admittanz der Nebeneinander-
schaltung S, aber S, braucht schon keine Impedanz, d. h. (4; + 4,)7", zu besitzen.)

Bevor ein Beispiel, das die Losung eines serio-paralellen Systems illustriert, angege-
ben wird, sei noch die folgende Behauptung, welche die Behandlung von konkreten
Fillen erleichtert, ausgesprochen.

Wenn mit D der auf D, durch die Gleichung Dx = x’ erklirte Operator bezeichnet
ist und e Fy, so gilt
(57) Do =o + oD, DoD™' = a'D7! 4 o,

DoaD = o'D + aD?, D7 laD™t = "D — pT gt
D™ 'aD = o — D a,

Beispiel 19. Die auf Abb. 3 angegebene Schaltung wird durch die Spannung e e D,
errcgt. Dabei sind die Widerstinde R, p unverdnderlich und von Null verschieden,
L(1), C(t) € Fy, wobci L(¢), C(r) # O fir ¢ = 0ist. Mann soll die Spannung e, welche
auf p herrscht, bestimmen, verausgesetzt, dass die Schaltung fiir + < 0 im Ruhe-
zustand war.

Fiir die Schaltung gilt
(58) e =e + ¢y,

| I
ey = Py = E,D "X,

ey = (R + DL)x; + x,).
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. 1 . .
Hieraus folgt x; = ge;, x, = DCe;, ¢ = —, was mit der letzten Gl. (58) ergibt
p

e; =(R+ DL)Yo + DC)ey ;

aus der ersten Gleichung (58) folgt dann
(59) {1+ (R+ DL)(0 + DC)}e; = e.

Fiir den in den Wellenklammern von (59) stehenden Operator A4 bekommt man mit
Hilfe von (57)

A=1+ Ro + RDC + DLo + DLDC =1 + Ro + RC’ + RCD + oL +
+ oLD + (L' + LD)(C’" + CD) = LCD* + (RC + oL + 2LC" + L'C) D +
+ (I + Ro + RC' + oLl + L'C" + LC").

Da LC # 0 im Intervall <0, o)
ist, so ist A reguldr; der Operator P .
A™1 und hiermit auch e, wird dann LR Ly O\
durch die schon besprochene Me- T2
thoden ermittelt.

Zum Schluss des Artikels seien
noch einige Bemerkungen getan.
Betrachten wir die physikalische
Bedeutung des Falles, in welchem
das Gleichungssystem (46), das ein
dynamisches System mit verdnderlichen FElementen beschreibt, keine reduzible
Operatorenmatrix besitzt, oder spezieller den Fall eines nichtregulidren Operators.

Abb. 3.

Es ist klar, dass dann keine Losung zu existieren braucht, oder dass es mehrere Losun-
gen gibt. Falls mehrere Losungen existieren, heisst das physikalisch, dass fir 7 > 0
das System nicht im Ruhezustand zu sein braucht, sogar auch dann, wenn es durch
keine Storung bewirkt wird und wenn cs am Anfang ,,tot* war. Naturgemiss crforden
solche Fille eine speziclle Analyse. Dass solche Fille tiberhaupt méglich sind, zeigt fol-
gendes triviale Beispiel an. Es sei der Stromkreis durch die Induktivitit L{7) und den
Widerstand R(7) gebildet und durch keine Stérung crregt, wobei dic Anfangsbedin-
gungen verschwinden. Bezeichnet man mit x den durchffiessenden Strom, so gilt die
Gleichung (Lx)" + Rx = 0. Betrachten wir jetzt den Fall, im welchen L(r) = 1,
R(r) = t — 4 ist. Die vorige Gleichung lautet dann 7x” + (# — 3) x = 0. Offenbar
liegt der Fall eines nichtreguldren Operators vor. Man tiberzeugt sich nidimlich leicht,
dass in D, nebst der trivialen Losung x; = 0 noch dic Losung x, = i*e” ' H,, existicrt.

Bemerkenswert ist dabei, dass x, die klassische Losung darstellt und iiberdies x{0)=
= x'(0) = x"(0) = gilt. Offenbar kénnen solche Erscheinungen in Systemen mit
konstanten Elementen nicht vorkommen.

Dic Theorie, welche in diesem Artikel angegeben wurde, ist nicht die einzige, die
zur Analyse von dynamischen Systemen mit verinderlichen Elementen geeignet ist.

65



Einc andere, speziellere Auffassung des Problems, die im Grundsatz auf den Methoden
der Transformationen beruht, findet der Leser in den Arbeiten [7] und |—8:|
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Vytah

O POUZITI OPERATORU V TEORII LINEARNICH
DYNAMICKYCH SOUSTAV

VAcray DOLEZAL

Clanek je venovan pouZiti jisté t¥idy linedrnich operatort k analyse dynamiky
lincarnich fysikalnich soustav s ¢asové proménnymi parametry. Nejdiive je zaveden
jisty soudin distribuce a hladké funkce dvou proménnych, a jsou uvedeny jeho
zakladni, dale potiebné viastnosti. Pomoci tchoto soucinu jsou pak na systému
distribuci rovnych nule na intervalu (— oo, 0) definovany operatory a ukazany jejich
potfebné viastnosti, zejména viastnosti jejich fadu a konstrukee inversniho operatoru,
Poté jsou operdtory aplikovany jednak k Feseni systému linedrnich integrodiferencial-
nich rovnic s hladkymi koeficienty (takové systémy rovnic popisuji dynamiku kazdé
lincarni fysikalni soustavy s proménnymi clementy), jednak k pfimému vy3ctieni
serioparalelnich dynamickych soustav. Jak vyloZena teoric, tak jeji aplikace jsou
tlustrovany Cetnymi piiklady.
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Pesziome

O MMPUMEHEHWIK OTTEPATOPOB
B TEOPUU JIUHENHbBIX JUHAMUYECKUX CUCTEM

BALUIAB JOJIEXAJI (Viclav Dolezal)

CTaTbs NOCBAIEHA NTPUITIOKEHUSIM ONPECACACHHOTO KJacca oNepaTopoB K aHannsy
JHHAMHUKH (PUBMUCCKUX CHCTEM € NAPAMCTPAMU, TICPEMEHHBIMU BO BpeMeru. CHa-
Yyaja BBOAMTCS OAHO NPOM3BCICHHE O00OOIICHHOM (YHKIMH W Taaxoi (Qynximu
INBYX NEPEMEHHbIX, 1 PUBOJISTCS Cro OCHOBHbIE, B NIOCACAYIOLIEM HaA0OHbIe CBO-
crBa. TIpu oMoty 3Toro npou3BeeHUA ONPELJICHAIOTCS Ha chcTeMe 0000NICHHBIX
(yHKUKA, paBHBIX HYJALIO Ha vHTepBade (—oc, () onepaTopbl, ¥ NMEPeYUCISIOTCS
UX HEOOXOAWMBIC CBOHCTBA, B OCOOCHHOCTU CBOHCTBA MX HOPSAKA M MOCTPOCHHMC
OGpaTHOI O orneparopa. 3aTeM onepaTopLl NMPHMCHAIOTCA, BO-NCPBLIX, K PCLICHIIO
CUCTEMBI JIMHEHHBIX MHTCIPO-AMPdepeHMalbHbIX YPaRHEHHN C riaakuMu Kodddu-
UMEHTAMK (TAKHe CHUCTCMBI YPABHEHMI ONUCBIBAIOT AMHAMHUKY J100CH JIMHCHHOMN
(DU3NICCKON CHCTCMBE ¢ TIEPEMEHHBIMU 7CMEHTAMU), BO-BTOPHIX, NPH HCOOCPE/T-
CTBCHHOM a@HAJM3C CCPHONAPAIVICIBHBIX AHHAMHYECKHX cucTem. Kak najtoxeHuas
TECOPU, TaK U €C HMPHUITONKCHHUA, WIIIHOCTPUPOBAHBI HA PAAC MTPUMEPOB.
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