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SVAZEK 6 (1961) APLIKACE MATEMATIKY CisLo 2

PRIBLIZNY VYPOCET KOEFICIENTU FOURIEROVY RADY
PERIODICKE FUNKCE

ANDREI RirIANU
(Doslo dne 28, fijna 1959.)

V ¢lanku se odvozuji vzorce, které vyjadiuji koeficienty Fourierova rozvoje
periodické funkce odpovidajici déleni periody na velky pocet tsekli pomoci
koeficient odpovidajicich déleni periody na mensi pocet tisek(, aviak s posunu-
tym pocatkem periody. Na dvou numerickych prikladech je pak ukdzano
praktické provadéni a vyhodnost navrhované metody.

Harmonicka analysa periodickych funkci mé zna¢nou dileZitost v technice kmitani.
Urceni pfesnych hodnot koeficientli rozvoje periodické funkce ve Fourierovu fadu
je v8ak moZné jen v tom piipadé, kdy dovedeme danou periodickou funkci vyjadrit
analyticky vyrazem y = f(x). Ve v&t3ing ptipadd, jeZ se vyskytuji v technice, takové
vyjadieni neni mozZné. Proto se v praxi uréuji koeficienty rozvoje periodické funkce
ve Fouricrovu fadu pfibliZng, a to tak, 7e se celd perioda rozdéli na s stejnych tisekd
a pak se pouZije nékterého ze znamych schémat vypodtu (Zipperer, Runge). Pfi
Zippererové metod@ je s = 24, pfi Rungeoveé metodé je s = 4k, kde k je celé kladné
dislo.

Chyba, jiZ jsou tyto pfibliZné hodnoty koeficientdi zatiZeny, roste s fadem harmo-
nické. Je mozno ji sniZit zvySenim poctu Gsek{, na které je perioda rozdélena: klesa
rychle s rostoucim poétem usekd.

V této praci se snaZime nalézti poéetni postup pro zvyseni pfesnosti hodnot koefi-
cientli Fourierova rozvoje ziskanych nékterou ze znamych metod, pii ¢emZ perioda
je rozdélena na s stejnych tisek?. K tomuto cili se snazime ziskati matematické vztahy

. . . . ; b; o gxt .
vyjadfujici Fourierovy Kkoeficienty %o s % ,| ") pfi déleni periody na ks
ks ks ks
a;

!>, (bi) odpovidajicich déleni periody
s

13 r . o 4 . o a
stejnych usekd pomoci koeficient ( °>, (
s s

na s stejnych tsek.

L Y . ; b,
Zvolili jsme obecny ptipad k = p", takZe uréujeme koeficienty o , ai , i
p's) \p's) \p"s

135



. . . fa a, b, iy v v s .
jako funkce kocﬁmentu( °>, ( ’), ( ), pri¢emZ premisfujeme vhodnym zpaso-
s s s

bem interval (0, 27) po osc u.
Ve velmi zajimavém ¢lanku prof. LAVINY [1] je tento problém feSen pro spe-

cialnf p¥ipad k = 2" tak, Ze se koeficienty (”f), (“" ) (bi> vyjadiuji pomoci koe-

2% 2" 2"s
. ag a; b;
ficientli s s .
271—15 2”“'5 anls

. . i b; . .
Abychom mohli uréit kocficienty (;"‘)), <G'>, ( . ) , zname-li koeficienty (ao)’

s 2"s 2% s
(a,->’ (bi)’ musime urditi postupné hodnoty vSech mezilehlych koeficientii (gf ,
s K} s
a; b; . g . .
S Y proj=1,2,...,n — 1, coZ je nevyhodné.
2's 2's

V koneénych vzorcich, jeZ jsme odvodili, jsou vyjadifeny koeficienty ( a'? ), ( Lii > ,
b, . a a; b; . . ps P
( ! > pfimo jako funkce < 0) . ( '), ( ‘> , pfi¢emzZ interval (0, 27) je vhodnym zpii-
p's K s s/
sobem posunut po ose u.

Metoda, které jsme zde pouZili, je zcela odliSnd od metody prof. Laviny. Aplikaci
nasf metody na specialni pripad studovany prof. Lavinou dostali jsme stejné vzorce
jako on.

. .. . . /
1. Mé&jme periodickou funkei f(x) s periodou /. Transformaci x = — u dostaneme
periodickou funkci 2n

/
1 =fl—u)=flx
(1) $(u) f<2n ) (%)
s periodou 27. Rozvineme funkci ¢(u) ve Fourierovu fadu
(2) &(u) = ap + Y (a; cos iu + b, sin iu),
i=1
kde

) o

1 2n 1 2n
~-f d(u)du; a; = —J $(u) cos iu du ;
2n o n)o

2n
b, 1 ¢(u) sin ju du .
TJo

i

Z (1) a (2) dostaneme
- 2 .2
fx)=ap+ Y (aicosiTnx + b; smi%x),
i=1
z &ehoZ vyplyva, Ze kocficienty aq, a;, b, z (2) ptislusi Fourierovu rozvoji funkce f(x).

136



Pi praktickém vypoctu hodnot funkce ¢(u) podle vzorce (2) se dopoustime dvoji
nepiesnosti:

a) omezujeme rozvoj na 2m + 1 &entt (i = 1,2, ..., m),

b) pii vypoltu ay, a;, b; podle (3) pouzivame vzorce pro ptibliznou kvadraturu

P2n

!

5 @(u) du = 1 i @(/10() R

S h=1

8

7N/

(S-2la  Sa=2x

Obr. 1.

kde O(u) je periodicka funkce s periodou 27, t. j. nahrazujeme pfesnou hodnotu in-
tegralu [3™ @(u) du plochou OABC (obr. 1), rovnou ploSe vzniklé seStenim vy&ar-
kovanych obdélnitk( na obr. 1 o zakladné

(5) 0= )
s
tedy
1 2n « s 1 s
—| O du=—3 O(ha) = - Y. O(ha).
nlo 2mr=1 S h=1
PoloZme
(5) $(ho) = ¥+

Z (3) a (4) dostaneme
a, 1 & s a; 23 s T
(6) ay = =-Yy; a= ==Y yy cos iha ;
S Sh S Sh=1
b; = (b') _2 Y yl,,i sin itha .
Sh=1
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Ze vzorcii (2) a (6) dostaneme pak piibliznou hodnotu

) o) = ( o) 4 z[( >cos i + (’;) sin m]

Nase prace obsahuje dvé ¢asti:
c . . s vy c.o [ do a; b, ‘1
V prvé z nich odvozujeme vyjadieni koeficientii , - odpovida-
2% 2" )7 \2"s
jicich déleni intervalu (0, 27) na 2" stejnych usekét — pomoci koeficienti odpovida-
jicich déleni intervalu (O, 27) na s stejnych usekd, ale tak, Ze za pofadnice bereme
hodnoty ziskané vhodnym posunutim intervalu (0, 271) na ose u.

p”S p"S
déleni intervalu (0, 27) na p"s stejnych Gsek pomoci koeficienti odpovidajicich déleni
(0,2x) na s stejnych tsekd, aviak rovn&z pti vhodném posunuti intervalu (0,27) po
ose u.

: i L ; b; A
V druhé ¢asti se odvozuje vyjadieni koeficientl (a(, > , ( a ) , ( ., ) odpovidajicich
P's

2. PoloZme

) = = ¢(ha) ; e = ¢(ha + f); ( ) 1 3 i
2y
s

(a\'" 2 7] b\ 1B
== Z P cos iha . Z Y in iha
s §Sh=1 s k=1

. \[#1 NCEFAN G
Vyrazy ( 0) , ( ‘) , ( ‘> budou pak pfibliZnymi hodnotami koeficientl a,,
s g

S
a;, b; uréenymi vzorcem (4) pil déleni intervalu (0, 27) na s stejnych useki, avsak
tak, Ze za pofadnice bereme hodnoty ziskané posunutim intervalu (0, 27) po ose u
o délku B,

Pisme

©) 0 =2

Dosadime-li do (8) 2s za s, dostaneme vzhledem k (9)

| 2ns | 275,081

(10) W= ) s v = ke, + B);

[8) 27s 181 2ns
a 1 | 275,081 a; 2 | 27,[8] .
2 o= s ) =X cos iha, ;
2"s 2"s =1 2% 2" n=1

b\ TS anerm
(2; ) = 2% Z y‘h2 B sin iha,, .
s
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Jeito ¢ u) a cos u jsou periodické funkce s periodou 27, mame

n+ig
y22+1\+1 — (l)[(znﬂg + 1) n+1] = (27[ + %+1) = (,‘f)( n+1) = yi

cos (2" s + 1) o,y = cOS ity -

|2n+1b

Dosadme do (6) 2" " 's za 5. Bude pak

@ 9 antilg {2t
(11) ( : ):am L i cosiha, =
/

ntlg S =1

2 2"s [2n+1g . 2’:\.»‘ ontig .
=i |, LJ Yan €0 iho, + Y Yot cos i(2h + 1) ey |-
S h=1

Uvazime-li, 7e
| znq

iy = ms P = ) = Glhn) = B
}’lilzh’:.lls = ¢[(2h + 1) O‘n+1:| = ¢(2/Iarr+1 + D‘n+1) d)(han + an+1) = )ll"v L] s

picjde (11) v

2ng 2ng
a; | 275 [an+1] .
(211-%1?) 2,,+1 [Z yh COS lh:x + cos Ian+1 Z Vn cos lhan —_

h=1

2ng
2ns,Jom +13 .
— sin o, 44 Z L sin Ihcx,,:l .

h

S pouZitim ozna&eni (10)

a; 1 a; a; lan+ 1] i b, [on+1] L -
2"+15‘ = 5 g + ong Cos I, 4y — 2"3 SINIX, 4 q |-

- . " " b;
Stejné postupujeme v pripade( o ), < ' )a dostaneme
ki

2n+1 2n+1S
o [on v 1]
ay ag ay
12 = + ,
2 ()= 5 ) ()]
a;\ 1[/a a \eo b\l
pady B | P Il PV O B = g O

bi N _ LT[ + bi [awﬂcos oy + [ o sin iot
2"t s 2 [\2% 2" o 2% T

Budeme predpokladati, Ze vztahy

2n—-1-1 [(2p+ 1) an]
(|3) o ——i 9o +L Z o ,
2"s 2 \2" s 2" p=o \ s

N | =
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1 2' ‘- g \[2r+1lan] )
+ [< ') cosi(2p + ) o, —
)

b [(Zpll)rlnj
( 1> sini(2p + 1) oc,,] ,

s

/

a;\
(2"s - (2" g
s '—l b AL2PH 110
l:( ‘) cosi(2p + 1) a, +

b\ 1/ b,
= — + -
2" 2 \2" g 2" ~0
[(2p+ Day)
+ ) sini(2p + 1) oz,} ,

jsou splnény pron = 1,2, ..., m. DokaZeme si, Ze (1.3) platiipron = m + 1.

PoloZzme
[hag] [7 {hag]
(14) Alal < ) cos iha, -~ ( ‘) sin iha,
s )
Lhagl ‘a il
Blal — < ) cos tho, + ( ') sin
s

[hag+las] [hag +1a,]}
hag1+ 11 a; ; b\ ini
Alhoegl Hllaz] ( x> cos iha, — ( ') sin iha, ,
s S

b [heg+las] ) a. [hag+laj]
Bﬂxaq1+[1a;«.] —_ < ‘ cos 1/1o(q -+ ! sin i]lO!q .
K S5

Vidime, Ze
(15) A[h(lq]+[laﬁ] oS I.[O(A _ B[haq]+[la,1] sin lllt'x;t — A[haq+lm,ﬂ i

Za piedpokladu (13) plyne z prvého vztahu (12)

a; 1/ a. ‘ 1 a. \[zn+11 PN
(16 i _ i + . i cos l'am _ ; Sin ia _
) gmtig 2\ o 7 omg 1 o .
1 a; 1 1 a; [am+1] 1 am=1-1 )
= 5 (2"'.;) + EY [5 (2"'_15) + o 2 Alzp+1) m]+[amﬂ]] cos i, —
1 1 b. [2m+ 1] T 11
- [ ( i ) + = ¥ B[(ZP+1)nzm'l+[am+1]:| sin i, 1. .

2 2m 1 p=0

Pomoci (15) lze (16) napsati ve tvaru

(17)

a; 1 a; + 1 a; [om.u]cos } bl [om+1] )
= — - 0, ,, — 1
2m+xs ) om 22 2,,,;15‘ +1 2"'_15 Sm Iocm,rl] -+

1 am=1.-1
N Z ylucya 3:“1m+|].

2m+1 =0
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Uvazime-li, Ze o, = 2" 1ot 4, plync z (13)

. ] amovot—g a. [2p+ Dom-+]
i = ! cosi(2p + 1) o, _, —
(2’””‘.5‘) <2m—»—1 2m—| p;) [(S‘) ( / )
b. am=v~1i-—1 b. [(2p+ Dam-v]
== + - : cos i2p + 1) o, +
(2m-- vs> <2m—v~1 ) 2m—v p;(') [( ‘> ( 4 )

+

b [(2p+ Dam -]
( ') sini(2p + 1) cx”,_v] ;
[(2p+ Dam-v]
) sini(2p + 1) az,,,,v}.
(2[7 + 1) By = (Zp + 1) 2v+lOCm+1 = (2V+2p + 2V+1) Un+1 s

takZe z predchazejicich vztahll vychazi

a. [y 1] 1 a. [t + 11
i —_ r N
(2’"‘”s> S22 (2’“‘""%) "

1 2Tt g \L2Y 22 Dt 1] . g
— Z : cos i(2"Pp + 22 Y oy —
p=

Avsak

+ 2771_ v

i sin i(2""2p + 2" Yo,y

5
[+ 1] 1 b, lam+ 11
m=-v =7 —‘v—l > +
21 5 2 om=y s,

1 am-v—1_1 b [(2v+2p+2YF Dyt 1+ 1]
- i Ay +2 )+ 1
-2 [( ') Cocosi(2p + 2" e, +

(’) [(2" F2p+2vF Dy g g F o1l

’7"17\' p;O S
a [(2v+2p+2v+ gy g g+ ame il
i s AV 2 v+l
+() sin i(2"%p + 2 )a,,,,l].
N

Pomoci oznadeni (14) dostaneme

Lo+ 11 lam+1] 2m-ovei—g
( i ) :;_< ‘i ) 41 T AT e

—- -1 -
2m vS Zm v te 2m v =0

Tom+ 13 [+ 11 am=v-t—y
bi - l bi 4 _] 3 BLEY P+ 27 Daps (14 [am+1]
znlfvfls 2,,,_,;

sz\'s 2 =

p=0

a odtud vzhledem k (15) plyne

1 a; {am+1] . b. Tam+ 1] L
(18) ! COS ity — i SiN iy | =
/ 2V +1 m=vg M m
Lo+ 11 C NIl
_ ! i " cos ia — bi ' sin io +
2v+2 2,117\'—[5, " m+ 1 2m=—v—1s m+ 1

1 gm-v=1_1
N [(2V+2p+ 29+ 14 Do 4 1]
+ i Y o4 .

p=0
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Klademe-li v (18) za v postupné 1,2, ..., m — 1, dostaneme

1 a; [etm+ 1] . bi [t + 1] L
(19) 7| -1y COS My y 4 — -t sin i, 44 | =
1 a; [am+1] ) bi [+ 11 L N
= - COS 10, 41 — i sin o, 4 4
23 om=2g m om ZS m

1 am=2_1 N
[(23p+ 22+ Day+1]
2m+1 ZO A ’

Lom+ 11 T2+ 1]
1— i B cos io — by o sin fo, =
23 2m—2s m+1 2m—2s m+1
[am+1] it 1]
_ ! a T cos io b\ sin iot +
= — ~ +1 = m+ 1
24 om 3S m 2m—3s

1 217173_1 . 53
[(2%p+23+ Dam+.11
2m+1 go A ’

1 a [+ 1] ) bi [t +11] L
27 2 COS Iy, 4 1 — o SI0 10+ | =
1 PANCZERY B \[em+ 1] o
_ . i . [2m+ Dam+ 1]
— §m+~1 B Cos 1o, 4 — SIn i, 44 | + 2m+ 1 A .
A

Sectenim (17) a (19) dostaneme

(20) a; :1_ a; + 1 mz—:I 2"“i‘~1A[(2v+zl,+2v+x+m,,,+,]+ Alm+11]
mtlg 2 \2"s 2" S o

Uvazujme nyni funkeci

M@,p)=2%2p + 2% 4 1L
Polozime M(v, p) = 2q + 1 a mame pak
g=N(,p)=202p+1).
Celkovy pocet hodnot g = N(v, p), jez dostaneme, kdyZ v nabyva postupn& hod-
not v=0,1,...,m—1, a p hodnot p =0,1,...,2"*"* — 1, je dan vyrazem
m—1
}: 2,,,,.,._1 — zm — 1 .
v=0
Nrosteimérnésvapa
max N(\’,p) — Zv(zm—v _ 2 + ]) — 2m _ 2\:, O :/; ]) ,é_ 2m—v—l, . 1’
max (2" —-2)=2"-1,

OZv=m—1
min N(v,p) =1, (v=0,p=0),
takZe
1 < N(,p) 2" —1.
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Avsak &isla N(v, p) jsou navzjem riizna. Skutecng, kdyby pro0 £ a < f < m — 1
bylo N(x, a) = N(B, ), pak by odtud plynulo 2a + 1 = 2*7%(2b + 1), co? neni
mozné, nebot na levé strané je ¢islo liché a na pravé strang sudé. Jestlize viak N(v, a)=
= N(v, b), potom a = b. Jezto tedy jsou &sla g = N(v, p), v poltu 2" — 1, viechna
navzajem riznd a obsaZena v mezich 1,2" — 1, jsou to pravé &isla ¢ = 1,2, ...,
... 2" — 1. Funkce M(v, p) = 2g + | nabyva tedy pravé hodnot

2+ 1=23,57..,2"""—1.

Vztah (20) lze pak psati jako

a, 1/ a; 1 ot 1 / a
21 ¢ = ) AlCat Damed 0 )y
( ) (2m+ 1S> 2 (2"15) 2m 1 q;() 2 zms
1 2T /g \[2rF Dame ] )
+ 2m+ 1 ZJ [( L) €os ,(2[) + 1) L1 —

p=0 S

b. [(2p+ Dam +1]
- ( '> sini(2p + l)am+1].

s

Z (13) a (21) plyne, Zc z platnosti druhé¢ho vztahu (13) pro n = 1,2, ..., m vyplyva
i jeho platnost pro » = m + 1. Analogicky lze totéZ dokazati i pro prvou a tfeti
rovnost (13). Pro n = 0 dostavame z (12)

r [ay]
(12a) ) = L1(%) & (©)],
2s 2 \s s
a; 1 [/a, a;\*! b\
[ R i + i cos ial — ¢ sin i:xl 5

2s 2 1\s s s

1

2

b. /b b \[21] AGAL
( '): ( ’)4—( ') cosioc1+< ‘) sinirxi}.
2s A% s s

Vidime, Ze pro n = 1, prechazeji vztahy (13) v (12a). Av3ak plati-li (13) pro n =
plati také pro n = 2, tedy také pro n = 3, atd., plati tedy zcela obecng pro cela »

il

I
o

3. Pfejdeme nyni k pfibliZznému vypoctu koeficientli a,, a;, b; pii déleni intervalu
(0,27) na p"s stejnych usekd. V tomto paragrafu polozime
2 2
(22) - azj, o, = T,
s P's
Dosazenim ps za s v (6) dostaneme

ps . L4 3
(23) (ao) _ i y y%[’f; (%) _ 2 y yl,;L cos ihoy ;
ps =1

PSh=1

ps DSk
b; 28 ps ..
==Y y siniha,,
ps pSh=1

kde
yl,,‘p—s = ¢(hay) .
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Zachovame oznafeni (5,) a (8) a zavedeme navic nova oznadeni

{p1 s
s | p7s.[8] a 1 ng.,
Q1) AT = )t S g, + ) ( ) =LY,

p's p's W=

[a \™M 2 JLats b\ 2
i ; . 1
( . > = cos iha, ; = 2 ,1 ! sin iho, .

p"s pis H=1 pls Pls =1

Z (23) pak plyne

) 2 p—1 s
(25) (0,) _ [Z Vo €08 iphay + Z Z }p,,+,, cos i(ph + 0)011
ps

ps

s 2n 27E 5
N <ph _) ~ 4 (h —) = P(h) = yiF |
s s

S 2 8, |loa
y%+a = qﬁl:(];h + O’) n] = d)(ha + o'g(l) = J'Jh oloas] '
ps

Avsak

Vztah (25) tak pfejde v

ai ] s s,[oa
( > = [ Z y,,‘ cos iho. + Z cos ioo; . — Z yl[*ll cos iha ~—
5 H=1

ps P S h=1

p_1 P P
. . s,l0ay . .
— ) sinioay .= Yy sin Ihocl],

a=1 S h=1
coZ v oznacent (6) a (8) dava

()2 [ ) )
|

Podobné dostaneme .
) ()= 1) =20 )
s

1
p
(26b) (ﬁ;) = 1]) {( ) g [(bl)m”cos ooy + <£;)W'] sin iale]}.

S pfihlédnutim k (14) mazeme psati
p—1 i |
(261) a; _ _l_ a; + Z A[am] ,
ps pL\s o=1
. . p_ﬂl
(26b) (b,) _ 1 |:<b,> + Y B[ﬂm]:l'
ps pL\s e=1

Dosadime v (6) p"*+ 15 74 5 a mame

pitis
a; Z jpntis ”
1)n+1.§‘ "+1 yh COS 112, 4y
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neboli

n p 1 p" ptt
(27 ( "“) — [Z v“’ 2 cos iphot, vy + Y Z vp,,,; cos i ph +o’)a,,+,].
4

g=1h=1

Aviak

|pntls o, {ps
ypplx = (b(p/?@(”+1) = (Ab <1)h }]) = (/)(h“n * .yhp >

|pu+ls |p s, [oan 1]

Yohtea = ‘i’[(Ph + G) (Xn+1] = (/)(/’O‘n + O'“nﬂ) =Yy
7. (27) tak vychazi

a; 1 2 p's prs -1 2 s /p s [oan+ 1]
(pn+ll ) _ 12 > W cos iho, + Z COS iG0, | » —— Z cos iha, —
s) plp'si=a p's

Shl

Psdoanil .
- Z Sin ioo, g . — Z Lz = sin i/zoz,,],

coZ v oznaleni (23) a (24) dava

" . p—1 A\ [oan+1] b, [oatn+1] 5
(28) ( weig) = l{ aﬂz ) + ¥ [ ﬂl> COS 72, 4 | ——( ;) sin iooc,,Hjl}
P \PS o= s p's

Podobné odvodime

ay B 1 a, p-1 ap {oan+1]
e
b, 1 b, f" loan+il a; \l 1
+1 —- é COS I00, 41 + ' SINi00, 4y |7 -
Pitls p \p"s a' = s

PoloZzme v (28) n = 1, bude pak

a. 1 [ou2] b. [oaz] )
) = — cosigo, — | ° sinigo, |4 .
p2s P o= 1 s ps

Vzhledem k (26) a (14) mame

a. 1 a. Loyai] b(‘ [oio] L
()0 ST e (]
pes D N
l p 1 ({( >[¢1212] [( l)[ma1+aza2] .
cos io oty —
]) ay=1 oy =1 )
[aor + o2a2]
( ) sin ialai]} COS ig,00, —
010!2] b. [o1a1 +ay22]
{( ) [( ‘> cos ioqoy +
og1=1 S
/a; [o121taa2] . L
k ) sin 1‘71“1]} sin zazocz) s
s
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nebo-li

a\ 1§
p’s) p

P

p-1 [o121] [a1a1]
a; a; . b. Lo
) ! cosiooy — | F sinfoyot, | +
A a;=1 M N
1 a. fo202] b. [a222]
+ ¥ ‘ cos ioyo, — | sin io,0, | +
=1\ S K

p—1 a. [o1a; +02a2]
+ ) [( ') cos i{oy0y + 0,0,) —

ai=l,a,=1{\§

p\le1a+o22]
), .
- (s) sin (o0, + rfzozz)jl} .

Vzhledem k (14) a (15) jest

a. 1 a. p—1 p—1 p—1
(30) ( 7‘) = [( t) + z A[axm] + Z A[ozaz] + Z Afﬂxﬂll“Fo'zﬁz]
pPs, p s

ar=1 =1 g =1,02=1

Podobné dostaneme

b; L [b: LSRN S ‘] ot +
(31) 2; = + Z Blowd Z Bloaeal Z B[fndx a2%2]
p°s 1\ s

p o1=1 ag2=1 c1=1,02=1

Predpokladejme, Ze vztahy

a; 1 a; z rot [oaaa,+ ... 04 as ]
32 iy o+ AT L
(32) (p"s> P [(S) \21 (A..Azg:..xv),‘ o-;,l,..;u,v:1 :I

b; = l [<b‘ + i z pil B[m‘nl-k e hoa as ]
pns p" Ry V=1 (A1342,005d0)0 O sen0a =1

plati pro n = m, a dokdZeme, Ze potom platiipron = m + 1. Ve vztazich (32) znadi
symbol

alhlz,---,lv ]
(A1,22,040)n

kde
p—1
Aoy inty = Z A
Oy seensOi, = 1

[ﬂ11111+ "'-H””va’xv]
E

soucet hodnot a,, ;, . ., kde skupinu indext 4,, ..., 4,, nechame probihati mnoZinu
. n . . v < n
vsech ( > v-tic utvofenych z ¢&isel 1, 2, ..., n; tedy celkem soucct(

) ¢lenil. Symbol
v

v

p—1
Z bo“;. ,,,,, Ga
i v

T pes =
Aprees@a =1

kde

b _ Alﬂ).lﬂ).l Foton sl
GhysensTa 5
v
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znati soufet hodnot b'u Gy kde indexy a,,, ..., 0,, nabyvaji nezavisle hodnot
1 v

1,2,...,(p — 1), tedy celkem soucet (p — 1)” ¢lend.
Jako diive poloZme

2n 2n 2n
O == ——, Oy = 0, Oy T

ps pis P's
Z (28) a (32) pak dostavame

a 1 , a 1 p—1 - a. [Gm+1@m+1] . )
C I W Il G R VR O COS 1Tt et
r K} pApPs P am+1=1 s

m p—1

: - [oa,@a, FoFaa,2ay 1+ [T 1A+ 1] .
+ z A COS T g ( Xy y ™
VEL (A, Aydm Gap 02y =1

b. [m+10m+1]
- l SIN IOy 4 1 Asy

S

m p—1
- [opoa +otaatadtlomeramer] o .
- z Z Z B vt v SIN UG, 4 Oy |-

vEL (Ao dydm 020,04, =1

S ptihlédnutim k (15) mdZeme psati

Ca 1 a;
(34) ([)m+1.8‘> = pm+1[(s> +

= ot loa,aa, + . taay2ay] o A[”hl+l‘1m+l]
+3y Y Y o4 + Y +

VEL (A Ao G2 ses0ay=1 Tme1=1

p—1 m p—1 .
[oa,@a, ¥ ot oa@ay ¥ oms 1@mt1]
+ Y X X r A

Gm+1=1 V=1 (Asesdvdm 04 002, =1

Jezto
- -1
pzl FZ A[Uhul+,,,+¢Avnv+dm+mm+|] _
VYm+1 =1 04 50,00, =1
p—1
[oa2a, + ot oay@aytomeam+ 11
= Z A - a;.l,).z,...,]-v‘ln|+1 >
OA sy Tay,Om+1= 1
a

m m
Oy g+ Z Z Ahypi + Z Z 25 PIRUNY Ny W

V=1 (Ayeendy)m v=1 (A1, Av)m
m+1

-
= Z Ayyyity >
v=1 (A, dy)m+t

picjde (34) v

m+1 p—1 .
a; 1 a; [6213)“14'-"'4-”""“‘"]
(35) m+1 = m+ 1 + Z Z Z A )
P N p S, v=1 (Ao Aydme s 0h L0 =1

147




Stejné dostaneme

AN A P e
(3()) ;1 = 4 Z‘ Z Z B[U‘Al A G ayaay] )
pmrs) Pt s YE1 Ry sidms s 0ayserisony = 1

Z (32), (35) a (36) vidime, Ze platnost vztahit (32) pro n = m implikuje jejich plat-
nost i pro n = m 4 1. PoloZime-li v (32) n = 1, dostaneme vztahy (26,) a (26,b).
Odtud plyne, Ze (32) plati pro n = 1, tedy také pro n = 2, n = 3, atd., plati tedy
obecné pro n = 1. Pomoci oznagenf (14) piejdou vztahy (32) v

(2)-21)-

n p—1 a. [os @ o taayan,l
+ ¥ Y ¥ [( ‘) cos i(o;,0, + ...+ 0,0;) —

p=1 (Aesdodn G4 en,00y, = 1 §

b, loaea, +..+aayasyl
; .
A( ) sin i(a,,00, ... + va“;.v)]} >
s
b

() = i)

n r—1 b ["1;“11"’“'4’”4\)“4\‘]
+ Y Y > [( ') cos a0 + oo+ o) +

v=1 (A1, sdvdn ﬂ,ll,...,rilv:I S/

a. {a,Lja,”-(".“-i—a';,va;My] . ) 1
N < 1> sini(o;,0,, + ... + alvo:lv)jlj .
s

Pro n = 3 dostaneme z (32)

a. 1 a. p-1 p—1 r—1
(32b) ( 31> _ hi[( '> 4 Z A[Ul-’il] + Z A[azcz] + Z A[(fﬂa] +
p

P o1=1 gx=1 a3=1
p-t p-1 p=-1
+ A[a;a; +as02] + Z A[dzuz +a3as] + Z Alaga_; +oiagl +
g1,02=1 o3,03=1 63,61=1

p—1
+ Z A[o'xm +0212+d313]] ;

01,02,03=1

b' 1 - b p—1 p—1 p—1 p—1 +
( l>_*3 L( r) + z plowd 4 Z RBloaaal 4 Z Bloswl o Z Blowtoael

p’s

pr M c1=1 =1 agy=1 G1,62=1
-1 p—1 p—1
+ Z B[azaz+03a3] + 2 Br63d3+01111 + Z B1011|+0212+03a3] .
a2,063=1 ay,a;=1 61,02,63=1

Podobnym zpGsobem odvodime vyraz pro < a'? ) vychazejice ze vztahu (29), bude to
ps

r—1 [oan]
o () R
p's pL\p" s a=1 \p" s
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Z (22) pak plyne
(38) o,

2n 2 —3 ,
=" a, =" ot=pTh, (A<yp).
A “ He
p’s p's

Pomoci tohoto vztahu Ize vyjadiit hodnoty o, , ..., o;, v (32) jako funkce nejmensi
z nich, tj. té, ktera ma nejvetsi index.

A

. pqew 2 . ; b,
Na zaklad¢ vzorcl (32) miZeme ziskati pEiblizné hodnoty koeficientl < a:, ),( N )
p's) \p's

odpovidajicich déleni periody na p"s asekil, zndme-li hodnoty koeficient (ai> , (b’>

s s
odpovidajicich déleni periody na s tisekil, poéinajic od rliznych pocatecnich bodd
na ose u.

Nase metoda piiblizného urovani koeficientd Fourierova rozvoje piindsi ve
srovnani s ostatnimi znamymi metodami nasledujici vyhody:

a) PouZiti znamych vypoctovych schémat pro piiblizné hodnoty kocficienti
Fourierovy fady (RUNGE, ZIPPERER) vyZaduje velmi pracnych vypo&tl, poZaduje-
me-li v&tSi pfesnost hodnot koeficientl, kdy musime rozdélit periodu na velky pocet
stejnych asekd.

Pouzitim vztah@ (32) lze sc znalnou piesnosti odvoditi hodnoty koeficienti
Fourierovy fady, zname-li pfiblizné hodnoty ziskané snadno a rychle pomoci zndmych
metod (Runge, Zipperer) pfi mensim podtu usekd, na n&Z délime zakladni periodu.

Vzorce (32) a (37) dovoluji odvodit pfiblizné hodnoty koeficientdi Fourierovy fady
pro mnohem §irsi stupnici hodnot poétu tGsekill, na néZ je délena perioda, neZ to dovo-
lovaly dosud znamé metody. V diisledku toho umoZiuji tyto vzorce ur€iti priblizné
hodnoty koeficientt Fourierovy fady s libovolnym stupném pfibliZeni.

Cim ve&t§i je podet stejnych tsckil p"s, tim presngj¥i jsou hodnoty koeficientd
(ao), ( 4 ), <b" ) ziskané pomoci vzorcii (32) a (37). Polet usekdi roste rychle

p's s p's
s p 1s n, takZe pfesnost hodnot koeficientd Fourierovy fady ziskanych ze vzorci (32)
a (37) rovné&Z rychle vzrista.

NUMERICKE PRIKLADY

UkaZeme si nyni na dvou numerickych pfikladech, jak je tfeba postupovati pfi
pouZivani vzorct (32) a (37).

1. Budiz p = 2, n = 3. Podle vzorce (37) mzZeme psati

()= 316G G2
() =316 ()

Prop =2, n = 2 jest
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Odtud
a 1 a, a 1] a 2] a [21 +a2]
20 = — o\ 4 0 + 0 + 0
2°s 2 s s N s
a
(39) U:’ A _ ‘] (Io> N a, a1l N a, [x21 N ag [a3] N ao Lot + 2] N
275, s, s s s s
. ao [o2 +a3] N a, [z +ar] N a, [ay taz+as] .
S § N S5

Prop = 2, n = 3 miZeme psati podle vzorci (32) nebo (32a)

(40) (ai> — ’;}{i(al> JrA[Jl] + A[’-Yz] + A[dsl KR A[a1+dz] + A[!Ieras] +

235 s

wl

tazt )
+ A[a3+a1] +Ala1 s 13]] :

(b,-) — 515 [(bi) + Bl 4 Bl o pleal 4 plestee]l | pleatasl
§

+ B[a3+zx1] + B[u1+a1+a3]:|.

Pro h = 1 dostaneme ze vzorci (14)

R [2q] . [q]
(41) Alal — (i’) cos itr, — (i’) sin fot, 5

b, Tagql . a. [ag) L
Bl = ( ") ocosim, + [T} sin e, .
5 s

Ze vztahi (40) a (41) pak plyne
. 1 ; Nl b. [y . N\Ta2d
(42) (;’) =5 (a,> + (a‘> cos i, — ( ’) sin ity + (a,) cos i, —
35 L\ s s s
b\l .\l b\l g \[a taal
— ( ') sin io, -+ ( ') cos iy — ( ‘) sin iy + ( ‘> cos i(ay + oy) —
s K s _ s

b \leFazl a\[e2tas] b \l22+as]
_ ( ‘) sin ioty, + o) + ( ‘) cos i(ay + ot3) —( ‘> sini(a, + ;) +
s 5 s
AL b \[2stail
+ ( ') cos i(oty + o) — ( ‘) sin i(ay + o) +
s

N

a. [ay + a2 +a3) b. L2y +ay tas]
+ (;) cos i(ay 4 oy + ot3) — < ') sinioy, + a, + ac,)],
s
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b, 1 [/b; b\ a;\""! b\
(422) [ [ ) = - YY) cosiag 4+ ) sindag +( ') cosiw, +
235 23|\ s $ s s
(ai>[az] L (b,)[as] ) (a!)[au] L (bi
-+ simn-o, -+ COS oy + sin ioy +
K} Ky K

[ay +a2]

) cos i(or, + ay) +
Ky
a; fog a2} L bi [az+a3] . a
+ sin i(ey + o) + cos oy + a3) +

K} ki

(a2 ta3]
> sini(a, + o3) +
s
ACERE g\l tal
+ ( ') cos i(ay + o) + ( ‘) sin i(ay + o) +
s s

b\l Feztas] g \laretal
+ ( ’> cos i{oy + oy + o) + ( ‘> sin i(o; + o, + ccB):l.
s s

Budiz s = 12 podet stejnych asekd, na néZ byla perioda pivodné rozdélena. Pro
p=25=12: 1= 1,23, dostaneme z (38)

o n o us " i Fis
= —, Oy = —, = —, oy + o, =—,
T Y R T R :

T Sn Tn

czz+oc3=—,oc3+ocl:~g,oz1 +o:2+oz3::a§.

Dosadime-li tyto numerické hodnoty do vzorci (39), (42) a (42a), bude

@) aq 1 [{a L (4 {r/12] e [n/24] 4 (4 [x/48] e [n/8] .
96 8 12 12

12 12 12

N ay [r/16] N a, [5n/48] N a, {7n/48] ’
12 12 12

) i _ \[n/12] Fp \In/12] .

(44) RS T T A cos i~ — b: sini = +

96 8 12 12 12

2 12
a.\[7/24] x B \[m/24] - a.\[7/481 .
+ {7 cosi-— — [ * sini — + t coS i — —
12 24 12 24 12 48
pA\F481 o a.\[%/81 7 B \LT/8] -
e sini— [ ' cosi-— — | sin i — +
12 48 12 8 12 8
a. [n/16] P b [n/16] 7t a. [5mr/48] STC
+ ! cos | — — ! sini — +{ Ccosi-— —
12 16 12 16 12

48
bi {57/48] Sin ; 57[ N a; [7r/48] cos . 77'E bi [7r/48] 7
- S — os1 — —
12 48 48

. In
sini — |,
12 12 48]
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) b\ 1[/b; b\ n a; \l1# i
45 )= — ' ! cosi— + [ F sini — +
( (96) 8 [(12) + (12) 12 (12) 12
b \[/24] x 2. \L7/24] 7 B \[7/481 -
+( cosi— + [ sini — + (' cos i — -+
12 24 12 24 12 48

@ \I/481 n p.\L7/81 - g, \["/81 -
+< ‘ sini — + ! cosi— + ’ sin | — +
12 48 \12, 8 12 8

b \[%/16] 7 q.\L/16] 7 B \[57/48] 51
+ COS | — + ! sini — + ! cosi— +
12 16 12 16 12 48

a {57/48] 51 b. [7n/48] Tn a. [7=/48] Tr
+ (7 sini — + (! cosi—— 4+ ' sini — |.
12 48 12 48 12 48

Pomoci Zippererovy 3ablony nebo Rungeovych tabulek spoditime hodnoty

koeficientit { 7° ), ( %), b , pro libovolnou hodnotu i=1,2,..., pfi pevnd
12 12 12

zvoleném pocatku periody (0, 27) dané periodické funkce a potom politame —

rovnéZ Zippererovou metodou — hodnoty tychZ koeficienti, av§ak s intervalem

ji, i , z ; ﬁ, 1, S—R, Tn po ose usecek. Tyto koe-

12 24 48 8 16 48 48

ficienty byly v pfedchazejicich formulich oznadeny symboly

(46) a\[7121 (g, \[/24 4o\ (g M8 [ay\[MLe a,\>™/+81
12 “\12 12 “\12 “\12 “\12 '
a() [Tn/48] ai [r/12]" ai [m/24] ai [n/48] ai /81 a; [r/16]
12 \12 “\12 "\12 “\12 \12 ’
a; 15n/481 /g [71:/431. b \[r/121 b, [n/24] b, tr/481  /p. [=/8]
12 "\12 “\12 "\12 “\12 “\12 ’
b.\[7/161 bz [57/48] b \[77/48]
() () ()

Tyto hodnoty jsou velmi pfiblizné, nebot byly uréeny p¥i déleni periody na pomérné
maly podet Gsekd, totiz 12. V disledku toho byl viak pravé vypolet celkem snadny.
Dosazenim takto ziskanych hodnot (46) do vzorci (43), (44) a (45) dostaneme velmi

pfesné hodnoty koeficientli téhoZ fadu i, oznadenych <a°>,(ai),(bi), odpovi-

(0, 27) posunutym postupné o

96/ \96/ \96
dajicich déleni periody na velky pocet p"s = 96 usekd.
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2. Budi p = 2, n = 4. Z(37) dostavame

» a 1 [ /a 2\ a2 2\ N
(47) O =S () ) ) )+
2% 2 N s N s s
[y +az2l N [y +as] [t +aal [az +a3] [tz +aa]
a a a a a
4 (% 4 (%o 4 0) 4 (%o 4 (9o 4
N S5 S N N
’ao a3 taal ay oy taz +a3] [o +aa +aa) ao [oy +ozt+aal
+ + +
N S N

N a, [oz Fas+as] ( [ay +az+astasl .
s
Z (32) pak plyne

1 a. a [x1] [ee1] L a. [22]
(48) 1)+ ) cosioy — sindory + cos i, —
2 s s
oL 2.\ NZD) PANCH
- sinfo, +{ COS i3 —( ‘> sinjorg + [ cos iy —
s 5 .S s
/p \[241 a\fa el p\[#1Fazl
( '> sin iy + ( ‘> cos iy + ;) — < ’) sin i{o; + o5) +
s 5
[ar +aa] b o1 +as] a; Loy +a]
( ) cos i(ay + a3) — ( ‘) sin i(a, + o3) + ( ’) cos iy + o) —
s s
N\ Lo +aal a. Loz + a3 b. [z +a3]
- ( ‘) sin iy + o) + ( ‘) cos (o, + o3) — ( ‘> sin i(ot, + o3) +
s s s
2z taal b [o2 +a4] a. a3 taql
( > cos i, + o) — ( ) sin (o, + o) + ( ‘) cosi(oy + y) —
s s
[a3 +aa] a; [y +o2 + a3l
i .
- ( ) sin {0y + 0g) + ( > cos iy + oy + A3) —
5
b. [ay+az+aal [ +az taql
i e 7 i .
- (s) sini(oey + oy + o3) +( ) cos (o + oy + o) —
s
b. [y +az+aq] a. oy +a3 +aal
- (s') sini(e, + ay + o) + (s‘) cos (g + oy + ay) —
b~ [@1+a3tag] a. [az +aztaasl
- <S‘> sin i(oy + o3 + o) + (;) cos i(uy + a3 + o) —

b~ [az +as +aal a. [y +aztas+as]
- ( ‘> sin i(oy + oy + o) +< ‘> cos (o + oy + a3 + o) —
s s

b- [ay +axtaz+agl
- ( ‘) sin oy, + o + o3 + a4)] .
Y

2
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b. {ay} . a; Loy L b, {221 )
(49) + 7)) cosioy + sindorg 4 ('] cos i, +
s s s
[22] AL a. [23] b. [aa]
+ siniday 4+ °) cosiuy + [ ) sinius 4| ') cosiu, +
s s 5
a faad [y taz) a. Ly a2l
+ ( ‘) sin o, + < > cos i(ay + a,) +< ’) sin i(oy + o) +
Ay
[ay +a3] [ +a3] b. [21 +aal
( ! cos i{oy + az) + ( ') sini(oy + a3) —+—< > cos ity + o) +
s
b [22+a3] a; [22+a3]
< ’> cos i{oty + o3) + ( ) sin (o, + o) +
S5
a; (a2 +aql b [oz +aq]
i(o, + oy) + ( ) sin i(oy + o) + ( ‘) cos i(oy + o) +
5 s
[23 taa] b- fors +a2+as]
+ ( ’> sin oy + o) + ( ') cos iay + o, + o) +
s
[ay taz+as] b. lag +az+ag]
+ ( ) sin (o, + o, + o3) + < ’) cos i(o; + oy + 00g) +
s
[ag +o; +aq] [)‘ [at+astaql
( ) sini(oy + oy + o) + ( ’) cosi(oy + ay + o) +
s
Fory + o3 +aa] b, Lz + oy +aa)
( > sin i(ory + oty + o) + < ) cos i(oy + oy + o) +
5

[a2 +a3+aa] b [ag+az +a3tag]
+ ( ‘> sin oy + oy + o) + < ) cos i(oy + oy + o3 + ag)
N s

a. [ag +azt+as+as]
+ ( r> sini(oy + oy + oy + a4):|.

[ +aq]

)
‘) sin i{or, + o) +
“(2)

[a2 ‘*‘14]

s

BudiZs = 8. Z (38) mameprop = 2,5 = 8, 1 = 1,2,3,4

9‘1:’T£a‘3(2‘="71,~ “3:Ev“4=lad1+azf’i§1°‘1+°‘x*ézs
8 16 32 64 16 32
(Zl+a4t-9—ﬂ—,(x2+0(3=§£,OCZ+OC4=5E,O€3+O(4——§ZE
64 32 64 64
0‘1+9‘2+3‘37:ZE,051+°‘2+“4:13—H’ 9‘1+°‘3+°‘4=1—]Eq
32 64 64
a2+a3+a4=7—n,a,+oc2+oz3+oc4=ﬂ.
64 64
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Dosazenim t&chto numerickych hodnot do vzorct (47), (48) a (49) dostaneme
(50) / aO _ l_ 'aO + a() [n/8]+ ao [7[/16]+ a() [1[/32]+ (70 l'r(/'l‘)4]\+-
128) 16|\ 8 8 8 8 8
. a0>[3n/16]+ a0 [5n/32]+ a}“ [‘)n/()4]+ a0 [31:/32]+ (ay [5n/64|+ o [31!/64]+
g 8 8 8 8 8
. a6 [7n/32]+ a())[lﬁn,r’64]+ G 1n/«s4]+ ay [77t/64]+ '% [157/647 ;
8 8 8 8 8

a; 1 [/a; ‘g \P/8) e A i
(51) = ) () cosi— — (1) sini—
128 16 [\ 8 8 8 8 8
a; [=/16] n b, /161 g a, in/32] n b; /321 g
+ cosi— — sini— + cos i — — sin i— -+
8 16 8 16 8 32 8 32

b, [n/64] T a; [3n/16] 3n
sin i—- -+ cosi— —
8 64 8 16

[54/32] S pA\L57/32] 51
cosi— — | ' sin i — +
32 8 32

a; [9n/64} on [37/32] 3
+ cosSi— — cosi— —
8 64

8
AR 3p a
— sin i — +
8 32 8
a; -,

b; [3rn/64] L 37
sini-— +
64

o
\—/\-’4\/
3
[«
IS
@~
=
]\D
a
+
TN
b*oo_Q

X e &
~— L,
-
2
W
o
o =
=
@ |
SR
N
+ SN
TN
oo__Q
/\\\_/,__/'\
©
2
=
i
[}
(@)
w2
%
a
l
-+ TN TN
R Sl
w
Kl
=y
kS
f.’iu
=
5
+

b, [11n/64] 1 \L[7r/64] T
! sin i —— % cosSi— —
8 64 8 64

157 b \LL3m/64] 157
cos j— = [ ' sini—- |,
64 (8) 64 ]

) 1 /81 - a\8l g
(52) — bi cosi—- + [ ! sini— +
128 16 8 8 8
b. [n/16] a; [n/16] P b. [r/32] - a. [r/321 -
+ 1! cos i + sini— + [ ' cosi-— + [ sini— +
8 16 8 16 8 32 8 32
b. [m/64] 7 a. [n/64} 7 b, [3r/16] 3
+ cosi-—+ [ ' sini— + [ ' cosi— +
8 64 8 64 8 16

|
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[37/16] I b \[57/32] 51 [57/32]
sinj— + | * cos i — + ai smz—-+
16 8

[97/64] o7 a; [97/64] /7 [37/32]
LOQI&-F sz———l— cosz—-l—

8

32
64

\_/\_/H \_'/\_/
2
PN
N
o =
=)
W W
R
+
X e >
N

a, [57/64] 51 a; [57/64] . 51
+ cos7-— 4 sini— +
8 8 64
b [3n/64] 3 [3n/64] In b, [Tn/32] Tr
+ (7 cosi— + sini == + ("' cosi— +
8 64 8 64 8 32
a\L77/32] b \L13n/64] 137 . \[137/64] 1371
+ sinj-—— + ' cosi—— + [ sin j ——— +4-
8 8 64 8 64
b \[111/64] I [11n/64] 17 b \L77/64]
+ {7 cos i — + sini—— 4+ ' cosi-— +
8 8 64 8

a. [7rn/64] Tn b. [157/64] ISTC \[157n/64] 15
+ sini— + | cosi— + sini—— |,
8 64 8 64 8 64
Zippererovou metodou vypocitame hodnoty koeficientl
a, a, [n/8] aq [7/16] a, [7/32] a, [n/64] ay [3n/16] a, [57/32]
9 A I S I ) I B
a, [on/64] a, [3n/32] aq [57/64] a5 [3n/64] a, [7n/32]
8 3 8 b 8 b 8 3 8 2
[137/64] [11n/64] [77/64] aq [157/64]
7 5 B Y B
a. a\[n/81 [7/16] [n/32] [n/64] [37/16] 7, \[57/32] 2 \[9n/64]
0971 B 1 R R )
a. [3n/32] [5n/64) [3n/64] [7n/32] [13n/64] a. [11n/64]
) R B A ) B
( )[71:/64] ( >[15n/64]:|
b b\ [T/8] [/16] [7/32] [n/64] b, [37/16] /p \[57/32]
GG G G
b\[9#/641  /p N\ [37/32] [57/641 /p \[3n/64] bA\L77321 /p \[132/64]
(8) (8) (8) (8) (8) (8) ’
H\[LIR/64]  7p N\ [Tr/64] b \[157/64]
AN R R

i
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odpovidajict déleni periody na 8 stejnych usekil, priéemz poéatek periody je postupné
v bodech

n nw wm 7w 3 5t 9% 3n S5n 3n Tn 13w 1lan Tn 15x

87167327 647 167 327 647 32" 64" 647 32" 64 64 64 64

Tyto hodnoty lze poéitati celkem snadno, nebot pocet usckl s = 8 neni velky.
Dostaneme tak velmi pfibliZzné hodnoty koeficientdl a,, a;, b;. Jejich dosazenim do
vzorcl (50). (51) a (52) dostaneme velmi piesné hodnoty koeficienti aq, a;, b;, 0dpovi-
dajicich déleni periody na velky podet p"s = 128 uscki.

Pro uréovani koeficientd «,, a;, b; Fourierova rozvoje periodické funkce pomoci
vzorcil (32) a (37) je tedy moZno doporuéiti nasledujici metodu:

Zvolime s tj. pocet Usek{, na néZ rozdélime periodu dané funkce, a to tak, abychom
mohli snadno vypodisti velmi pfiblizné hodnoty koeficientd a,, a;, b; bud Zipperero-
vym schématem nebo s Rungeovymi tabulkami.

Zvolime &isla p a n tak, abychom dostali potfebné &islo p”s, a pak vyCislime vyrazy

. h.
pro (af >, ( Lff >, ( kjl' ) udané vzorci (37) a (32).
p's) \p's) \p's

Pro dané s a p vypoditame hodnoty o, udané vzorcem (38).

Pro dané s vypocitame hodnoty koeficientt a,, a;, b; odpovidajici déleni periody
na s usekl, pfi emZ periodu posouvame po ose usecek postupné o hodnoty vyply-
vajici ze vzorce (38) pro ;.

- I3 . o r r o a

Takto uréené hodnoty koeficientl ay, a;, b; a o, dosadime do vyrazd pro 0) s

s
(ai >, ( bi > podle vzored (37) a (32). Dostaneme tak velmi pfesné hodnoty koefici-
pns pns
entl ay, a;, b;, odpovidajicich déleni periody na p"s tisekil.

Tento postup lIze aplikovati pfi libovolném i = 1, 2, ... .
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PesmomMme

NPUBJIMXXEHHOE BbIYMCJIEHUE KODOOUILIMEHTOB PAOA
®YPLE TMEPUOJIMUECKON ®YHKIIUA

AHJIPEN PUITMAHY (André Ripianu)

TapMonuyeckuil aHanu3 nepuonnyueckux GyHxunii uMeet G0OJbITOE 3HAYCHNE IS
TeXHMKH, OCOOCHHO ONs TEXHMUKH KOoJieOaHWMil.

YCTaHOBUTE TOUHBIC 3HAYCHHS KOXPQPUUMEHTOB pasnoxeHus B paal Oypue Bo3-
MOXHO TONBKO TOI/A, KOTAd HCPUOSMYEcKyl0 (YHKLUHIO MOXHO NPENCTABUTHL
aHAJIMTUYECKH B BUJIe y = f(x).

B GonpmumHCTBE cilyyaeB TEXHMYECKON MPAKTHKH TaKoe NMpPEACTABICHHE HE BO3-
MoxHOo. IToaToMy ycraHoBiIeHHe KOYDOULHEHTOB NPOM3BOIUTCA NPHOIMKECHHO
HyTeM paszesierivs Tepuola Ha ONpe/esieHHOE YUCIO OJMHAKOBBIX 4acTel W mpH-
MEHEeHUECM HEKOTOPOTO M3 M3BECTHbIX MCTOIOB.

TNpu npumenenun Merona Llnnnepepa nepron Aenutes Ha 24 paBHBIX YacTeH.

TTorpemHocTh TOJYYCHHOTO 3HAa4YCHH XKo3dduiMenTa TeM 0oJibllle, YeM BBICLIE
HOPSAZOK rapMoHuyeckoif. OHa MoOXeT OBITh JIOHMXKEHA NYTEeM YBCJUUCHHUS YHCIA
yacTed, Ha xoTopele paszncieH nepuon. C BO3pacTalOWUM YUCIOM YacTell morpert-
HOCTEL OBICTPO yMEHBINAETCS.

B cratee BwIBencHB! cooTHowenus (32) u (37) nis yCTAHOBJIEHMS 3HAYEHUR
k03hduiHenToB paga Oypee NPH OeJIEHUH Tlepuoa Ha p's paBHBIX YacTel B 3aBHCH-
MOCTH OT 3HA4YCHMH KO3 (UIIMEHTOB, NOJIYYCHHBIX IIPU NIEJIEeHUH TICPHOJa Ha § pas-
HBIX YacTeH. OTU COOTHOILIEGHUS! MO3BOJSIIOT NPOW3BOANTDH BBLIYHCIECHHUS METOIOM
Hunnepepa ¢ MeHbIIeH MOTPENTHOCTBIO, YeM NIPH HEMOCPEACTBEHHOM IPUMEHEHUH
cxemsbl Hunnepepa. .

C 3Toil uenblo BBOISATCS 3HAUYEHUS KOIPOHINCHTOB, TIOJYYEHHEBIE IIPU MOMOLLHI
BBIYUCIHTENBHOI cxembl Lnnmepepa B ypasHerusix (32) u (37), ¥ ycTaHABIUBATOTCS
3naveHus ko3GduuneHToB psaga Pypre, COOTBETCTBYIOIIKE Yucay p's = 24p” paBHBIX
yacTel Nepuo/id.

Résumé

LE CALCUL APPROXIMATIF DEC COEFFICIENTS DE LA SERIE
DE FOURIER D’UNE FONCTION PERIODIQUE

ANDREI RIPIANU

L’analyse harmonique des fonctions périodiques présente pour la technique et
spécialement pour la technique des vibrations une importance trés grande.
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La détermination des valeurs exactes des coefficients qui interviennent dans le
développement en série de Fourier d’une fonction périodique est seulement alors
possible, lorsque la fonction périodique peut étre exprimée sous une forme analy-
tique par I'expression y = f(x).

Dans la majorité des cas qui apparaissent dans la technique, une telle expression de
la fonction périodique n’est pas possible.

C’est pourqoi la détermination des coefficients du développement en série de la
fonction se fait d’une maniére approximative, en fractionnant la période en un
nombre de s parties égales et en utilisant un des systemes de calcul existant.

Dans le cas de I'utilisation du schéme de calcul de Zipperer la période se fractionne
en § = 24 parties égales.

L’erreur qui affecte les valeurs obtenues des coefficients est d’autant plus grande
que P'ordre de ’lharmonique est plus grand.

Cette erreur peut étre diminuée par la majoration du nombre de parties dans les-
quelles on a divisé la période, I’érreur diminuant rapidement lorsque le nombre de
divisions croit.

Dans le présent ouvrage, on a déduit les relations (32) ¢t (37) qui rendent possible
la détermination des valeurs des coefficients de la série de Fourier dans le cas du frac-
tionnement de la période en p"s parties égales en fonction des valeurs des coefficients
obtenus dans le cas du fractionnement de la période en s parties égales.

Ces relations permettent d’utiliser le schéma de calcul de Zipperer pour la déter-
mination des valeurs des coefficients de la série de Fourier avec une erreur moindre
que dans le cas du calcul direct des coefficients par le schéma de Zipperer.

A ces fins, on introduit les valeurs de coefficients obtenus a 'aide du schéma de
calcul de Zipperer dans les formules (32) et (37) et Pon obtient les valeurs des coeffi-
cients de la séric de Fourier correspondant & un nombre de p"s = 24p" parties égales
dans lesquelles on a divisé la période.
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