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SVAZEK 7 (1962) APLIKACE MATEMATIKY CisLo 3

RESENI DRUHEHO PROBLEMU PRUZNOSTI V EXCENTRICKEM
MEZIKRUZI PRO NESTLACITELNE TELESO

Jarostav Fuka

(Doslo dne 27. Cervina 1961))

V tomto &lanku je pouZzito homografického zobrazeni k odvozeni explicit-
nich vzorch pro fe$eni druhého problému pruznosti v excentrickém mezi-
kruZi pro nestladitcIné prostiedi.

1. T budc vSude v této praci znamenat excentrické mezikruzi, ochraniené kruzni-
. i@ i _
cemicy iz = zo + 1pe’®, ¢y 1z =z, + 1?79 0L 0 £ 2n, Zo F 2,0 <y <
< 1o — |zy — z¢|. Budeme se zabyvat touto Glohou:

Problém 1. Nechf na ¢, je ddna po édstech dostatecné hladkd (viz [1] str. 109,
def. 2.11.3) komplexni funkce go(z) a na ¢, po &dstech dostatecné hladkd funkce
g.(2), pfi éemz plati

(1) ImU_qo@m i jq(f) dx] _o.

<o c

Jest urciti funkce @o(z), o(z) holomorfni v T a konstantu A tak, aby spliovaly
tyto podminky:

L. Funkce @o(z), ¢@o(z), ¥o(z) a Go(2) = @o(z) — z0i(z) — Yolz) jsou spojité
v T(tj. v uzdvéru T) s vyjimkou konecného poétu bodii t, (k = 1,2, ..., p) na hranici
T, v jejichZ okoli se funkce @o(z) a Gy(z) chovaji tak, Ze

+—a . 1 t—a
I e R e I
« T g R 3
2. Je-li z # t;, je na ¢; (i = 0,1)
A . z A
3 Go(z) = giz) + —lglz = {? — —. ,
4rn . 7 ¢

kde { je pevné zvoleny bod, leZici ve vnitiku cy.

Fysikalni interpretace problému I jest tato: jde o feSeni druhého problému pruz-
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nosti pro homegenni isotropni nestlagitelné téleso (tj. na hranici jsou dana posunuti).
V kazdém bodé leZicim v T plati

2E —
3 (u+iv) =9 —zo'(z) —P(z), 3(Y, — Xo) + iX, = 2¢"(z) + ¢'(2),
X, + Y, =4Req(2),
kde

o(2) = polz) - f— lg(z = 1), W(z) = o) + f lg(z — o).

X.. X,. Y, jsou komponenty tensoru napéti, u, v komponenty vektoru posunuti
a E modul pruZnosti.

V [2] je dokazana existence a jednoznacnost Fe§eni problému I. Piipomeiime, Ze
konstanta A je urcena jednoznacné, funkce (po(z) az na linearni funkci tvaru Cz + D,
kde C je realna, D komplexni konstanta, ¢/,(z) aZ na konstantu D, a Ze podminka (1)
fysikalné znamena, Ze se plocha télesa T deformaci nezméni, coZ je v souhlase s ne-
stlacitelnosti T.

Reseni problému I pievedeme na ¥eSeni nekonetného systému linearnich rovnic;
ten dostaneme v podstaté feSenim jistého problému v mezikruzi (koncentrickém),
ktery ur¢itym zptsobem souvisi s Tefenim problému I. Metoda je taZ jako v [3],
proto budeme postupovat rychleji.

2. V tomto odstavci uvedeme néktera pomocna tvrzeni.

Lemma 1. Budiez ¢(z), y(z) funkce holomorfni v télese S. Budiz 2iV(z) =

= 20(2) & 7(2) — (z9(2) + 7(2)). Potom plati

av aV - -
@) — i =g —zp =y
oy 0x

—

Probihd-li oblouk z4z v S, plati

(5) 2i(V(z) — V(z4)) = 2i Im J EZo' + 4 —@)dz.
707
R V o e
Dikaz: (4) se lehce spocitd. Z (4) pak plyne f? - i(gl/ = i(p — z¢' — ¥') a tedy
dx y
(oV av _
2i(V(z) — V(z)) = 2i J Cdx + Zdy = 2iIm j(i(p' + 7~ ¢)dz.
J Ox ay
Lemma 2. BudiZ S téleso, jeZ neobsahuje bod z = — ¢, S, téleso, které vznikne
B z+ b
z S transformaci w = a . ac — b # 0, redlné. Budiz V(z) = Im (Z¢ + %)
zZ +c
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funkce biharmonickd v S. Vi(w) = Im (wf + h) funkce biharmonickd v S,. Necht
funkcee f(w), h(w) jsou s funkcemi ¢(z), y(z) svdzdny vztahy

(6) ofz) = ;%a [h(w) + af(w)], x(z) = . 1 . [eh(w) + bf(w)] .
Potom plati
(w) — w@ﬁﬁ — @ =
@) ftv) dw dw
_w—alw-—ua V(s ~ __/ﬂ(p(z)/d_dx@
v I:b e V6 (q'(‘) Tdz dz )]
(®) V) = lf; ().

Dikaz: Vzorce (6), (7), (8) vzniknou ze vzorct (14), (15), (16) v [3] str. 52,
klademe-li *(z) = i(z), x*(z) = ix(z), f¥(w) = if(w) a h*(w) = ih(w).

Poznamka 1. Jak znamo, existuje homografické zobrazeni w, = (a,z + b,)/(c;z +
+ d,), pfevadgjici T v (koncentrické) mezikruzi Ty sc stfedem v pocatku, ohranidené
kruznicemi k§", k{ (k{" le7i ve vnittku ki), pfi ¢emZ obrazem kruznice ¢, je k.
Transformaci w, = ¢ e” “E@edi=bien - dostaneme tedy homografické zobrazeni
w = (az + b)/(z + ¢), ac — b * 0, realné, jeZ prevadi Tv mezikruzi T, : 0 < Ry <
< |w| < R, tak, Z¢ vngjick kruZnice ¢, picjde ve vn&jiek kruZnice ko : w = Roe™®,

0 <O =< 2n (a tedy vnitfek kruZnice ¢, ve vnitfek kruZnice k, : w, = R e/*" 9,
0 < @ < 2zn). Pfi tom plati

(9) |w| < lal

pro wz Ty, nebol bod w = a leZi ve vngjsku k,, ponévadZ je obrazem bodu z = co.
ktery leZi ve vnéjsku c,. Naopak bod z = —(b/a) je vzorem bodu w = 0 a leZi tedy

ve vniliku ¢;.

3. Tvrzeni 1. Necht je v excentrickém mezikruzi T ddn problém I. BudiZ w =
= (az + p)(z + C), ac — b % 0, rediné, homografické zobrazeni z pozndmky 1,
prevddéjici T v mezikru?i Ty, ohraniené kruZnicemi kg, k,, pfi em? kg je obrazem
¢o. Potom Feseni problému I je ekvivalentn! s FeSenim problému I: Jest urciti funkee
(7)0(:), 1/70(2) holomorfni v T a komplexni konstanty A, o tak, aby platilo

1. Funkce 9o(2), @o(2), ¥o(z) a Go(2) = @o(2) — zo(z) — ¥o(z) jsou spojité
v T's vijimkou konecného poctu bodii t, (k = 1,2,..., p) na hranici T, v jejichZ
okoli se funkce ¢o(z) a Go(z) chovaji tak, Ze plati (2).

2. Je-li z & 1, je

. - A , Az [(dw o (dw
(10) G(‘)(Z) = é/i(z) = g.‘(z) +-=lg Ry — - b + O_(_' W na c',(i = 0, l).
4z dn w\ dz d
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3. Funkee 3o(z) (dyo(z)/dz = io(2)) je holomorfni v T.

Dikaz: Necht ¢gz), ¥o(z) jsou FeSenim problému 1. Zvolme bod z* v 1. BudiZ
%o(z) funkee primitivni k funkei Y1), 4. Yo(z) = dyo(z)/dz. Snadno zjistime, Ze
funkce z*(w) = yo(z) bude tvaru

xH(w) = J - Yo(z)dz = ya(w) -+ algw,

kde x5(w) je holomorfni v T; a o« je komplexni &islo. Definujeme-li tedy funkce
@o(z), o(z) vztahy

z+c . i
s Wolz) = do(z) — -~ 1g
4n

z+c¢ adw

~ A
(1) @o(z) = @o(z) + ~ g :
4n a w dz

kde @o(2), Yo(z), A jsou Fefenim problému I, jsou funkce @yz), Yo(2), 7o(z) [dxo(z)/

Jdz =ro(z)] zfejm& holomorfni v T (nebot bod z = — ¢ lezi podle poznamky 1 vné
¢o). Zvolime-li v definici problému I { = — b/a, spodteme snadno, Ze funkce ¢o2),

¥o(z), 7o(z) fesi problém 1. Naopak spliuji-li @o(z), ¥o(z), xo(z), 4 a o podminky
1.—3. problému 1, jsou funkce ®0(2), ¥o(z), definované vztahy (11), a konstanta A4
ziejmé fesenim problému I, v némzZ klademe { = — b/a.

V dal§im se tedy omezime na vySetiovani problému I.

Poznamka 2. Oznadme (12) 2V§(z) = 2iVy(z) = 2@y + 10 — (209 — ¥o). Potom
na kazdé kruznici soustiedné s ¢, a s polomérem g, jez lezi v T, plati vzhledem k (5)

2V5(z) = 95 + 2i Imf (Zoo(z) + Yo(z) — @o(2)) dz,
Zo

nebot podle podminky 3. z definice problému I je yo(z) holomorfni v T. UZijeme-li
vzhledem k (2) véty o zAméné limity a integralu, dostaneme pro ¢ — ry

(12,) 2Vel(z) = po + 2i Imf (Zpy + o — Po) dz
zo*

na c¢,, kde y, je ryze imaginarni konstanta. Podobné na ¢,

'z

(124) 2V3(z) = 9, + 2i Imf (Zoo + Yo — §o)dz,

kde y, je ryze imaginarni konstanta. Body z§, z{ miiZzeme zfejmé zvolit tak, Ze w(z§) =
= Rg, w(z}) = R,

Tvrzeni 2. Necht funkce ¢o(z), Wo(z), 10(z) @ konstanty A, a jsou feSenim problému
1. Necht body zj, z} a funkce 2V §(z) jsou zvoleny podle pozndmky 2 a ,(z) je zvo-
lena tak, aby ve (12,) bylo y, = 0. Definujme v Ty funkce fo(w), ho(w) pomoci vztahii
(13) fo(w) = (z + ) (= Tpo(z) + 70(2)) s ho(w) = (z + ¢) (bpo(2) — dxo(2))
az + b

z+ ¢

Potom plati
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1. Funkee fo(w), fo(w), dho(w)/dw a I'o(w) = fo(w) — w [dfo(w)/dw] — [dhe(w)/dw]
isou spojité v Ty s v¥jimkou konedného poéru bodii v, (k =1,2,..., p) na hranici
T, v jejichz okoli plait

(14) ri = L g0
w— 1,
2. Je-li w # 7y, je
(15) Io(w) = “—_—f [W —d 2V 5(w) — GE’;(W):I na kg, ky,
w—a Lb—ac ’
kde
(16,4 2V 5(w) = 2i [mf ( (Pio(z) + o(z) — q)o(z)> —dw na ke,
Ro

(16,)  2v3(w) = 3, + 2iIm f

d
( vl ) + ¥o(z) — @ofz )) —~dw nak,,
Jr, dz
Go(w) = Gofz), kde w je bod na ki z jeho vzor na ¢, Go(z) = g(z) na c;
(i =0, 1), g {z) je ddna vztahem (1()).

Dikaz: Pongvadz jsme volili o = 0, je p; ve (12,) zfejmé jednoznaéng uréena.
Funkce fo(w), ho(w) jsou zvoleny tak, aby platilo (6), takZe podle (7) plati uvnité T
(15). Pongvadz funkce Go(z) je spojita v T's vyjimkou bodé #, v nich? plati (2),
dostaneme stejnou Gvahou, jiZ jsme dokazali (12,) a (12;), Ze 2V ¥(z) je spojita v T
a tedy z podminek 1. —3. problému I plynou body 1. a 2.

Tvrzeni 3. Necht fo(w), ho(w) ]sou Junkee (13), JO(W) = dho(w)/dw. Nechr
So(w) = Z aw,  go(w) = Z byw*

—w

a necht

Z Ae™®  resp. z Be™®

jsou Fourierovy rozvoje pravé strany vztahu (15) na ko resp. k. Potom plaii
a) Koeficienty a,, b, vyhovuji systému
(17) A = ;R — (2 — k) a@r_ R3™" — b_ Ry,
B, = aiRy — (2 — k) dy (R} ™™ — b_,R{*

b) Jsou splnény tyto dalsi vztahy

(18,) ReRyd, =0,
(18,) Re R, B, =0,
(19) AR, ~ BR, =0,
_ B 2
(20) Ao—Bo=—2Lﬁi£
R} + R}
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(214) wo, = ARy + 2ig,

(21)) w, = ARy + 2ig,

kde w, resp. w, je absolutni ¢len Fourierova rozvoje funkce

(22) 2Wo(w) = Wfo(w) + ho(w) — (wfo(w) + ho(w))

na kg resp. ky, ¢ je imagindrni édst absolutniho ¢lenu Laurentova rozvoje funkcee
ho(w) v Ty

Ditkaz: Ze spinéni podminky (14) plyne, Ze I'o(w) je integrovatelnd na k,, i = 0, 1.

Pongvadi I'o(w) je spojita uvnité Ty, plyne odtud podle véty o zaméng limity a in-
tegralu

m L[ < L

lim — | Io(e. @) e *®dO = — | I'y(R,, 0)e ™ do,
e=Ro 270 J 2n ),

1 ! " - ik® ! 2r ; N

lim — FO(Q,@)e de = .- Io(R,, ©) e ™ dO |
Ry 2T J 21 ),

kde w = ge'®. PonévadZ se viak I o(R,, @) resp. I',(R, ©) li§i od pravych stran
vztahu (15) jen v koneéném poétu bodd, plati

2n
(23,) Ay = ;IAJ I'o(Ry, @) e™ ™ dO = lim — O(g, 0)e * do .,

[ e~Ro 2

¥ 0 R,

(23,) B, = ;j Io(Ry, ©) e dO = lim —j olo, @) e "0 do .
0
[3]

Ze vztahii (23,) a (23,) pak stejnym zpiisobem jako v |
(17). Tim je a) dokéazano.

PonévadZ funkce fy w) ho(w) jsou jednozna¢né v Ty, je v T, jednoznacna i funkce
(22). Podie (5) je tedy

(24) Im K dfo() + go(w) — fo(w)> dw =0,

ko

str. 39 a 40 dostaneme vztahy

kde k, je kruznice se stfedem v pocatku o poloméru g, R
nim piechodem jako pii dikazu bodu a) dostaneme

2n -
Re (Ro4;) = Re EJ Rol'(Ro, @) e dO
T

0

L < @ < Ry. Stejnym limit-

;
I

{

= Re[ j(wf,)(w) + go(w) — folw)) dw

ko

- Lm J(Wfé(w) & gufw) — o) dw = 0.

coZ jest (18,). Stejné dokazeme i (18,)
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Vypi§me nyni vztahy (17) pro k =0, 1, 2:

(25,) ay — 2a,R5 — by = A4, ; a, — 2a,R} — by = B, ,
(25,) Ro(a, —a,) — b_,Ry' = A,: Ry(ay —a,)—b_RT' =B,
(25,) a,RE — b 4Ry = Ay ; a,R: — b_,R7*=B,.

PonévadZ hy(w) jest holomorfni, musi nutn& byt b_, = 0. Aby pak bylo mozZno vy-
pocist a; — d,, musi byt
Red, = Re B, =0,
coz jest podle (18,) a (18,) spingno. Odtud a porovndnim vztahii (25,) pak dosta-
vame (19). Déle z (25,) vypocteme
(26) Ay — By = — 2a,(R} — R}).
Z rovnic (25,) vypocteme
ARl — B,R}
’ R — R

coz dosazeno do (26) dava (20). Dokazme koneéné (21,),(21,). Z Laurentova rozvoje
funkee fo(w) v T, plyne

w, = waw + ig — wa, W — i = f_)z(al — ay) + 2ie,
kde w, je absolutni &len Fourierova rozvoje funkee (22) na kruZnici k, se stfedem
v pocatku, Ry < ¢ < R,. Limitnim pfechodem pro ¢ — R, resp. o — R, dostavame
odtud (21,) resp. (21,).

Tvrzeni 4. Konstanty A, Im o, y, spliuji systém

- , 5
(27) 2i Im [A <£R_0 _ __]_g,R‘ . ! lg a Ro):l _

dn\Ry —a Ry —a a a— R,

— J* — L aa i Im lzi + d _ _2y1 —_ P.‘
R? R/ Db - ac adn b — ac

ad [ER(?; —-RY) lga - R(,} _ad []g]eg i RU:I N

4n RT% + R? a— R, 4n R? a— R,
2 | RZ L= 2 2 - B
+ aa 2i Im j ls Ro _ + _aa 2(_R° R{) iim P ﬁ 4+l +
4n\R, -d R, —a b —ac RE + R} adn
aa
+ - 2’)’1 = Q = Q\'+ ist
b — ac

2i Im aad ([ lg RS - lng ) + ad lg ,_é + R———S — Ri - lgi——&’ +
4n \Ry—a R,y —a 4n Ry ad a— R/

. b A . 2 _ R? j
+ ilm fiﬁ-a RJ—fVRI—i——aa 2y, = R,
adn b — ac b — ac

pri CemZ pravé strany P, Q, R nezdvisi na A, Im o, y,. Systém (27) md jediné Feieni.
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Dikaz: Podle tvrzeni 3 jsou splnény vztahy (18,) az (21,)- To jsou vlastng vztahy
mezi konstantami A, «, y,, & které nynf stanovime.

K tomu cili spoétéme I'y(w) na k; (i = 0, 1). Ponévadz 70(2) je jednoznagna v T,
jeifunkce (12)jednozna¢na a tedy podle (12,), (16,) plati

~ . ~ . d
Im J‘(Eq){, + Yo — @o) Eaw =0,
dw
ki
tj. vzhledem k (10), oznadime-li

. dz
(28) Im f — gy(z) —=dw = 2zp,,

dw

ki

A
p1+RC(§—“+OC>_’O
adn

Nebot pomoci residuové véty zjistime

A dz
29 —ZlgR}FZdw =0,
( ) _[ 47 Ydw

ky
Z b b
Im iidw = — Im 2ni _bA = 2nRe(:fi ,
4w adn adn
ky
a konec¢né
(30) ImJL % dw = Im 2nio = 2z Re o .
w

Ky
Z (29), (30) a (10) plyne (28).
Uzivajice dw/dz = (w — a)*/(ac — b), snadno vypo&teme na k; (i = 0, 1)

» v A ( A 1 1
(31) A lg Ri* dz dw = — A (b - ac)lg RP* [ —— — ,
ri 4n dw 4n \w—a Ri-—
w
(32) Az _2 dw = — lzi—ka lgl‘l-—ib_aclg .
4w w a 4n Ri 4n a {— Ri

a
Pomoci (31) a (32) a za podstatného pouZiti (28) dostaneme z (16,) a (16,)

(33) A ZVﬁ(w) _r-a 2[70(w) A lgRa(1 — -Ml;i) +
b — ac b — ac 4r Ry — a
o

+ (w —a)2ilm 2114— Ig

na 0

1

A w—a ) —
+ - 1gR? LA BN ko
4n w— a RO—(_I
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— 4 2Vi(w) — A lgRY(1 — WA
ac 4n R, —a .

(33)) w—a 2V:)”'(w) W
b — ac b —
L
. A a A 2w —a w— a w— a
+ (w — a) 2itm | —— g + — lg R} — - + 27,
4na | _ Ry 4n W — a Ry —a b — ac
na ky.

a
Podle (9) je funkee 1g (1 — w/a) jednoznaéna v Ty, funkce V(w) nezavisina A, o, y,.

Déle snadno zjistime
(39) ) Ep ey ) B A
W — a w— a w — g 4
_Al (= ow+ b)(w— a) + x (AW ~a) (»‘v__a_) na k; (i =0, 1),
4 w b — ac w b — ac

kde G (w) nezavisi na A, c.
Z (33), (33y) a (34) konetné zjistime

- A 2 w—a A , W —a
35 Fo(w) = I'g(w) — —IgRG(1 — — — g R§ - —
(35) o) = Fol) 4ng0< Ro—a> 4n " "Ry —a
A (—ew bY(w — a) N o(w = a)(w — a) N
4w b — ac w b — ac
I R
+ (w— a)2iIm fi—lg % m ko,
4na o
a
- A i w—a A w—a
35,) To(w) = I'yw) — = 1gR3{1 — )—&1 R? -
(35, O() 1() 4ng]< Ry — a, 4ng1R1—5

AT_(ﬁ cw + b) (w - t;) n x
b — ac

4w
1 - =
a + A 2y, na ki,

+ (w — a)2iIm A Ig
4na - Bl b — ac

d

kde I'o(w), I';(w) nezavisi na 4, o, ;. Z (35,) a (35,) pak dostavame po jednoduchych

apravach, v nichz uZivime vztaht b — ac = b — ac a (28)
- A ! A

(360) Ao = Ay — Pigr2(1+ - ) Tigra 9y g1 Ry
4n Ry — a 4n o—a 4rn a

R _
+ i RVQ — g ]g — 5(,) — a — i Im _[2 J[_‘A + o ,
a? a a b — ac a dn
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= A 1 A 2 A,/ R,
(36,) B, = By — f lg R%(l + Ei‘-»—> + o lg R} = T4 (l - ——‘—) +

L —a

n
A TR} R, b4
N A l—alg 1"‘) Y im —?—Aw-a anfa—Zyl,
anla®  a a h — ac adn b — ac
- R b A
(37,) Ay = A, + —"— 1+at:\ilm -S|+
b — ac R§ 1 a 4n
A R} 1 R
+ 2ilm | Ry~ | lg G Y ,
n Ry —a a a

4 0
. R a
(37,) B, = B, + [1 + ‘;{ﬂ i 1m

b — ac

=

~ R} A a i
(380) A, = 4, ad R4 @ ifm]—— + R
dna 24 4r b — ac adn
5 aA Ry A a 3
(381) 32:32+'C'I*A—'] L iIm 7—*+O€.
dna  2a*4n b — ac a 4n

Zde A, B, (i = 0, 1, 2) nezaviseji na A, a, y,. Dale podle (8) plati uvnité T,

2Wo(w) = ‘?T: Z‘ 2W(z)=w —a ?:)-;70 2Ve(z),

kde 2Wo(w) je funkee (22), 2V§(z) = 2iVy(z) = Z04(2) + 20(z) = (z00(2) + 70(2))-
Limitnim pfechodem zjistime platnost tohoto vztahu i na hranici 7, T, a tedy uZitim
(33,) a (33,) lehce vypotteme

. i 2 4 oG i
(390) Wy = wy + 2iIm| — ]g Ra a + M + Ra 4._ +
4n Ry —a na
|
+ (R§ + ad) S lg(1 - Ro ,
4na a
- s -
(391) wy = w, + 2iIm Av I R% a+ M + R% ,i +
4n 4dna
A R
+ (R%'F a&) -— g il + au 2y,
4na b — ae
kde Wo resp. w, oznacuji levou stranu (21,) resp. (21,), wo resp. w, nezavisi na A, «,

p-
71> & Dosazenim vztahi (36,) az (39,) do (18,) az (21,) a odectenim (21;) od (21,)
dostaneme po pravach systém (27). Vztahy (18,) a (181) zaruduji, Ze v rovnicich (19),
(21,) a (21,) vystupuji jen ryze imaginarni veli¢iny a tedy Ze P a R jsou ryze imagi-
narni ¢isla. Mame tedy po oddéleni realné a imaginarni ¢asti Ctyfi redlné rovnice
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pro ¢tyfi redlné neznamé A,, A,, «,, y,, kde Ajdn = A 4+ i4, o = o, + i, y, =
= iy,. Ozna¢me dale

b . .
Z=p +if,, a=a,+ ia,,
a

2 , R2 . 2 p2 2
3 ik, = IlgR;  lgR3 ?llqa R, 1 _ 2(Rg __&)_1 R5

El 3 = g =,
Roy—a R, —a aDa;R1 ’ Ry + R? R}
2(RZ — R? R2 R R: — R? i
Ay = —(—;’—T‘) +lg=2, As=lg2 421 Ri L hy = 1— - L>,
R} + R] R? R? ad b —ac\R} R}

ag  2R; - R})

Ay =
" b—ac R:+R?

Potom determinant matice soustavy (27) jest

(40)
1
212 - ﬂl’/lf’ ’ - 2)”1 + ﬁxlb B ).() 5 —_—
b—ac
ax;LS s - ay/13 s 0, 0
s = - aa
ady — 2aai; + A4f,, ady + 2adak; — A0, — Ay, b
i b—ac
R - R? R2_R? 2 p2 _
dayis — 2aaiy + 2R 0q 504 2aua, —ReZRip o RozRi - ad |
—dc b—ac b—ac b—ac
Pfi¢tenim tictiho sloupce vyndsobeného fi, resp. — i, k prvnimu resp. druhému
sloupci a dal$imi zfejmymi Upravami dostavame
_ 245(aa)’
(b — ac)? b

kde
D, = Ay — A5,

1 1 Ry — R} 2_ R}
’18 = ad il 2 _(;__;’ 19 = ai klvq _ ,1_) _ RO Rl )
R Rj Ry + Ry Ry R a

1
Ukazme, Ze plati

(41) 1, <0.
Oznatime-li totiZ f(x) = 2 x= 1 lg x, jest 1y = ! f Rg . Nyni viak f(1) = 0,
x 41 R?7\R?
1y "
fi(x) = — ——— <0 pro x = 1. Odtud plyne f(x) <0 pro x > 1, z &eho?

x(x + 1)

plyne (41). Dale plati vzhledem k (9)
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2 1 R2 _R: - R?
(42) D; = (R} — R)) [—__— - ] [lg Eg + aa J’R_iRZ 1] >0

R(z, + Ry ad 1 ot
Tedy D % 0 a systém (27) ma jediné FeSeni.

Poznamka 3. Z (39,) a (21,) resp. (39,) a (214) je urfena konstanta e. Re a
vypodteme z (28). Do vztahl (36,) aZ (38,) dosadime A4, «, y, a z (25,) urdime a,,
b_,.Ima, urtime z (25,) a a, — by z (25,). Budiz konetn& k =+ 0, 1, 2. NapiSeme-li
rovnice (17) pro ka2 — k, dostaneme pro neznamé ay, @y —y, by, by—, systém

(43) aRy — (2 — kya, Ry — b_\Ry* = A,
aR — (2 —ka, R - b R* =B,
dy-xRo ™" — kayRG — by pR™? = A5,
@ WRIF — kaRY — by Ry ? = B, .

Rozvineme-li determinant matice soustavy (43) podle prvnich dvou fadki, zjistime,
ze je roven dy (viz vzorece (7,) v [3]) a je tedy riizny od nuly, jak bylo v [3] dokéazano.
Systém (43) ma tedy pro kazdé k = 0, 1, 2 jediné FeSeni pro kaZdou pravou stranu.
Na pravych stranach systému (43) se vyskytuje vzhledem k (35,), (35,) konstanta A,
ta je viak jiZz urena ze systému (27).

Kone&né stejn jako v [3] str. 47 se ukéle, 7e vztahy (17) az (21,) mZeme dostat
formalnim porovnanim koeficientdi Fourierovych tozvoji obou stran vztahu (14)
nak;, i =0,1.

Z tvrzeni 2, 3, 4 a poznamky 3 plyne

Véta. Funkce c?)o(z), xpo(z), jez jsou Fefenim problému I, jsou urdeny funkcemi
Fo(w), ho(w) (dho(w)/dw = go(w)) pomoci vztahit (6), kde Jo(z) = dyo(2)/dz. Koe-
ficienty Laurentovjch rozvojii funkei fo(w), go(w) dostaneme Fesenim systému (17),
ktery se sestavi tak, Ze se funkce I'y(w) a pravd strana (14) rozvinou ve Fourierovu
Fadu a porovnaji se koeficienty téchto rozvojii. Nezndmé konstanty A, Im o, y, se urdi
pFedem ze systému (27), Re « z (28), & z (39,) resp. (39;) a (21,) resp. (21,).

4. Podivejme se nyni, jak dalece funkce fo(w), ho(w) urcuji funkee @oz), Yo(z).
Dosazenim

fo(w) = ayw + aq, h[,(w) = bow + n + e
do (6) zjistime

(44) Polz) = : — [abo + agay + 0 + e + o] +
h — ac
N @,"Ti—‘al) b N (n + ie + agd) c
b — ac b — ac ’
~ doo(z
(45) Yofz) = ¢ (f;of ) + ap + aay .

Avsak
Im (aby + aday + n + ie + agd) = adlma, + ¢ + Im [d(ay — by)],
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takZe imaginirni Cast koeficientu u z funkce ¢@4(z) je jednoznagn& uréena, nebot
Imay, &, ag — by jsme vypodetli. Z (45) pak plyne, Ze o(z) je uréena jednoznacnd
az na konstantu.

SloZky tensoru napéti X, Y, jsou tedy vzhledem k

4n dz
uréeny a’ na touz konstantu (nebot jejich rozdil je pIné urden), majici fysikaini
vyznam hydrostatického tlaku. Za ptedpokladu, Ze krajové podminky go(z), g,(z)
maji dv& spojité derivace, jej lze podle [2] urcit fysikalng pfirozenym zplisobem ze
vztahu

(46) Im f z¢/(z)dz = 0,

X, + Y, =4Re¢(z) =4Reyz) — 4 Re (‘4 91’)

coucy

kde
~ A

o(z) = @o(z) — — g w.
47

Podle (44) pak sta¢i pomoci vztahu (46) urgit konstantu Re (ab, + ada; + n +
+ ic + apa), coz bude tkolem tohoto odstavee.

Snadno zjistime, Ze
Im ﬁ dw dz =
47 w\dz

couct

EEL

takZe ze (46) plyne

Im J\ zpy(z)dz =0,
coucy

odkud integraci per partes

(47) Im j @o(z)dz = 0.

Avsak podle (6) @o(z) = [ho(w) + szi—w)]/(w —*fz_)_a tedy
o [ e [ E s,

w—a (W - a)2

couey kouky
Dale snadno vypoéteme pomoci residuové véty (1‘ =0, 1)

w ) 2 2
(49) J,VL_ d =J Ri dv oz R
(

w — a) (w = a)? (R} — aw) (w — a)® (R} — ati)i ’

dw [ w dw . R?

) j(w —a) (v )

R~ ) (r— ) i e
R — aw) (w — a) (Ri aa)
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Snadno zjistime, Ze funkce x/(ad@ — x)* je rostouci pro 0 < x < aa, takze islo

2 2
(51) R Ro — Ri

 (a@ — R2?  (ad@ — R2)?
je kladné, nebot podle (9) 0 < R; < R, < ad. Je tedy podle (49) a (50)

(" dw 1 dw _
.’ —— G ap AR J‘__Mt—zz—.?mR,
v (w - ) w—da (w - a)
kouk; rok,
odkud
o+ ie + bow + ”(ao -+ al‘;) dw _
w—a (w ~ a)?
kouwky
= — 27niR ('7 + ie + aay + 21[)0 + aﬁ(ll) ,
a tedy
(52) Im n_t e+ [’<)“‘L+ f—f(f‘o +a;w)  dw .
W — a (w—a)
kouki

= — 2nRe (n + ie + aa, + aby + ada,).
Aviak podle (47) a (48)

—+

0 - Im j‘;’;(;) ds = Im [ n+ie + bow + alay + agw)  dw

. w—a (w — a)?
coucy kouky

+ Im J‘ ho(w) — (n + ic + bow) + alfo(w) — ag — ayw) dw

w — a{w — a)2

kouk,

pFi ¢emz integrand ve druhém integralu je, jak vime, jednoznaéné urcen. Odtud
a 7 (52) konegngé mame (podle (51) je R > 0)

(53) Re(n + iz + day + aby + ada,) =
_ Im J‘ ho(w) — (1 + iz + IE_M_) + a(folw) — ag — a,w) dw .
(w—a)(w — a)?

kouk

¢imzZ je hledana konstanta urcena.
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Pesrwome

PEIIEHUE BTOPOW 3AJAUU VIOPYIOCTU B DKCUEHTPUYECKOM
KOJILIIE A1 HEC)KMMAEMOT O TEJIA

APOCJAB ®PVKA (Jarosiav Fuka)

B cTathe BeIBEeleHBI TPH TIOMOIITH TOMOTPAGHUUYECKOro oToOpaXkeHust sBusic Gop-
MyJbl AN pellcHus BTOPOH 3a1aul yNpyroCTH B OKCHEHTPUUYECKOM KOJIbIE (T. €.
Ha I'paHuNE KoJibUa 3a/aHbl CMEUICHHUS) Ul OJHOPOAHOIO H3O0TPOINHOIO HECHKH-
maemoro rena. [Ipn 3TOM KOMIIOHEHTBI TEH30pa HanpsokeHus X, Y, onpeseeHn
BMIOTL 10 OJHOH M TOW K€ NMOCTOSHHOH, KoTopas ¢ (PU3HUECKOH TOYKHM 3peHus
O3HAYACT TMAPOCTATHUCCKOE JIABJICHUE. T4 NOCTOSHHAS, COracHo [2], onpeaescHa
SIBHO (DU3MUECKH CCTECTBECHHBIM O0pA3OM, a4 MMEHHO TaK, Y4TO HANPSIKEHHOCTD,
ONpeNeeHHasi peuieHueM BTOPOH 3amauu ans 0 = ; SIBJASITCSl TpeiesioM Hanps-
KCHHOCTCH AJ1sl ¢ — f MpH OJIHOM 1 TOM 3KC KPACBOM YCJIOBHM.

Zusammenfassung

LOSUNG DES ZWEITEN ELASTIZITATSPROBLEMS
IN EINEM EXZENTRISCHEN KREISRING
FUR EINEN UNZUSAMMENDRUCKBAREN KORPER

JAROSLAV FUKA

In diesem Artikel werden mit Hilfe homographischer Abbildungen explizite For-
meln zur Losung des zweiten Elastizitdtsproblems in einem exzentrischen Kreisring
(d. h. am Rande des Kreisringes sind die Verschiebungen vorgeschricben) fiir einen
homogenen isotropen unzusammendriickbaren Kérper abgeleitet. Die Komponenten
des Tensors X, Y, sind bis auf diseselbe Konstante bestimmt, welche physikalisch
den hydrostatistischen Druck bedeutet. Nach [2] ist diese Konstante auf physikalisch
natlirliche Art derart bestimmt, sodass die durch die Losung des zweiten Problems
fir o = % gegebene Spannung ein Grenzwert der Spannung flir ¢ — ; bei densel-
ben Randbedingungen ist.
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