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SVAZEK 7 (1962) APLIKACE MATEMATIKY &isLo 6

UBER DIE EXISTENZ DER ADMITTANZ
BZW. IMPEDANZ PARAMETRISCHER ZWEIPOLE

VAcLAv DoOLEZAL

(Eingegangen am 11. September 1961.)

In diesem Artikel werden die hinreichenden Bedingungen fiir die Existenz
der Admittanz bzw. Impedanz des parametrischen Zweipols serio-paralleller
Struktur abgeleitet. Daneben wird auf einige fiir Vierpole giiltige Folgerungen
hingewiesen.

Im Weiteren wird vorausgesetzt, dass der Leser mit den Begriffen und Resultaten
der Arbeit [1] vertraut ist. In [1] wurde der Admittanzbegriff folgendermassen defi-
niert: Der parametrische Zweipol 3 besitzt dic Admittanz heisst, dass es einen Ope-
rator A € U gibt, dass zwischen der auf 3 herrschenden Spannung ¢ und dem 3
durchfliessenden Strom i die Beziechung i = Ae besteht. In dhnlicher Weise wurde
auch der Impedanzbegriff definiert.

Es ist klar, dass die Frage, unter welchen Umstédnden die Admittanz bzw. Impedanz
irgendeines gegebenen parametrischen Zweipols iiberhaupt existiert, fiir die Anwen-
dungen von grosser Bedeutung ist. Um diese Frage fiir serio-parallele Zweipolstruk-
tur beantworten zu koénnen, seien zuerst einige Hilfsiiberlegungen durchgefiihrt.

Es sei n = 1 eine ganze Zahl; es sei P, < U das System aller Operatoren, welche
die folgenden Bedingungen erfiillen: Wenn 4 € U,

(l) Ax = liW(\‘]”‘), xeD,, k=0, W(t, I)EFf

ist'), so gibt es eine ganze Zahl g = 1 derart, dass [k — g| £ n und

DI\ * pa-—1 *
) ¢ =0 fir i=0.1,. .q-2("""Y20
ot

ot
fiir 1 = 0 ist. (Vergl. [1].)

1) Es sei bemerkt, dass die Zahl k sowie die Funktion W(t, t) durch A4 nicht eindeutig bestimmt
sind. (Es gilt ndmlich z. B. Ax = [Wx]® - [(Uy x W) x]* D) vergl. mit [1].) Wenn aber die

mit [2], Lemma 5a.)
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Aus der eben ausgesprochenen Definition folgt unmittelbar, dass folgende Behaup-
tung besteht: Notwendig und hinreichend fiir A e %*, |(A)l £ n ist die Giiltigkeit
von A e, oder von A eP,. (Insbesondere gilt also P, = A*)

Fiir's Weitere wird folgendes Lemma brauchbar:

Lemma 1. Es sei Ac U, n = 1 eine ganze Zahl; notwendig und hinreichend fiir
A €Y, ist das Erfiillensein der Gleichung
(3) Ax = a,x™ + a,_x"D 4 4 agx + [Wx], xeD,,

ag, ay, ..., a,¢Fy, W(t, )€ F2 und einer der Folgenden Bedingungen %, i =0, +1,
+2,..., +n:

#B,i=0,1,..,mn a=0 fir k=i+1,i+2,..,n a,>0 fir t=0.
B_p,l=12..,n a;=0 fir i=0,1,...,n und

ai'“ ¥ 1= 17\ %
WN Z0 fir i=0,10—2 (22" S0 fur t2o0.
01' atl—l

Beweis: Es sei also 4 € P, und es gelte (1); laut Satz 17b) in [1] kann man schrei-
ben

k—1 B'W H (k—i—1) akW
4 Ax = -] x x|,
( ) iZO {( ot ) } ‘: ot ]

Aus (4) ist ersichtlich, dass Ax sich in der Form (3) darstellen ldsst. Betrachten wir
zuerst den Fall, wenn 0 £ k — g = m < n ist. Laut (4) gilt dann

(m) (m-1) W
(%) Ax = a,x"™ + a, _x + o4 agx + PRl
/Z

wo a,, = (07 'W/ar*"1)* > 0 im Intervall (0, o) ist; folglich ist die Bedingung %,
erfiillt, w. z. b. w. Wenn —n £ k — g = m < 0 ist, dann verschwinden in (4) offen-
bar alle Glieder der Summe, und fiir W = 0*W/or* gilt (0'W/a1)* = Ofiiri = 0,1, ...
v q — k= 2,(0F T Wjor TR * > Ofiir 1 = 0, sodass 4, erfiillt ist.

Umgekehrt, es gelte jetzt die Gleichung (3) und die Bedingung #,,, —n < m < n.
Betrachten wir zuerst den Fall m = 0. Dann gilt
(6) Ax = a,x™ + a,_ x4+ L+ agx + [Wx]

mit @, > O flir ¢+ = 0. Fiihrt man mit (6) dic Umformung durch, welche bei dem
Beweise des Satzes 28 in [1] beniitzt wurde, so kann man schreiben

(7) Ax = [Wx]e D),

wo

()  W(, 1) =U(t, 1) a,ft) + Uy(t, 1) bp—y(7) + ... + Upiy(t, 7) bo(7) +
+ (Unsy x W)(1,7).
Aus (8) folgt unmittelbar, dass W* = q,(r) > Ofiirt = 0. Esgiltalsog = 1,k — q =

m = n und somit auch die Behauptung der Lemmas. Wenn schliesslich —n =

< m < 0ist, so ist die Behauptung des Lemmas trivial.
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Jetzt kann schon der folgende Satz ausgesprochen werden:

Satz 1. Es sei n = 1 eine ganze Zahl; wenn A, BeY,, so gilt a) A+ BeY,,
b) A" e,.

Beweis: a) Es sei also 4, BeY,; laut Lemma 1 kann 4 sowie B in der Form der
Gl. (3) dargestellt werden; dabei gelte fiir 4, B die Bedingung #,, bzw. #,, —n <
< a, b < n. Hieraus folgt, dass A4 + B ebenfalls in der Form (3) darstellbar ist.
Ausserdem ist ersichtlich, dass fiir 4 + B cine der Bedingungen 4,, 4, erfiillt ist,
sodass A + Be®, ist, w. z. b. w.

b) Es sei A€, Ax = [Wx]|?, wobei die ganze Zahl ¢ = 1 die in der Definition
ausgesprochene Eigenschaft habe. Da A e A* ist, so existiert A™! und man kann laut
Gl. (27) in [1] schreiben

9) Ax = {a(x + [Wx])eo,
wo a = (87 'W/or')* > 0 im <0, o0) ist. Fiir A" gilt dann laut GL (32) in [1]

(10) A tx = Lxaw g [(H l) x@-"l] ,
a a.

wo H(t, 1) die Losung der Gl. H + W+ H x W= 0 darstellt. Wenn jetzt ¢ — k =
= 0 ist, so folgt mit Hilfe des Satzes 17a, dass A~ 'x die Form (3) besitzt, wobet

B, erfiillt ist. Laut Lemma 1 gilt also A~ € ¥,. Wenn ¢ — k < 0 ist, so kann man
schreiben
1 1
(11) A7'x =~[U_x] + [(H --—) [Uk,qx]:l = [0x],
a a,
wo

(12) O(t,7) = a () Up_(t,7) + (Ha[') x Uy_,) (1, 7)
gesetzt vurde. Aus (12) folgt jedoch, dass (0'Qfat')* = Ofiri =0,1,..,k — q — 2,
(* 17 'Qfok a1y = a7 (1) > O fiir t = O ist. Somit gilt A" € P, und der Satz ist
bewiesen.

Widmen wir jetzt die Aufmerksamkeit der physikalischen Anwendung der eben
abgeleiteten Resultate zu! Fiir parametrische Zweipole gilt folgender Satz:

Satz 2. Es sei 3 ein parametrischer Zweipol, der durch die Reihen- und Neben-
einanderschaltungen der Elemente R(1), L,(t), C(t), (Widerstinde, Induktivitdten,
Kapazititen) gebildet ist. Wenn alle Funktivnen R(1), L(t), C,(t) im Intervall
<0, o) reell und positiv sind, und simtliche Ableitungen besiizen, dann ist 3
reguldr, d. h. 3 besitzt die Admittanz A sowie die Impedanz Z. Ausserdem gilt
A, ZeY,.

Beweis: Vor allem ist klar, dass die Impedanzen der Llemente R,, L,, welche R,
bzw. DL, = L,D + L) sind, bei der Erfiillung der Voraussetzungen dem Systcme €T,
gehoren, (Vergl. mit Lemma 1!) Analog, die Admittanz DC, = C;D + Cj der Kapa-
zitit C, gehort cbenfalls zu ;. Laut Satz 1b) folgt also, dass die Admittanz sowie die
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Impedanz jedes Elementes R,, L,, C, zu P, gehort. Betrachten wir jetzt irgendzwei
Zweipole 3,, 3,, deren Admittanzen A, bzw. 4, zu P, gehdren. Da die Nebenein-
anderschaltung von 3y, 3, ein Zweipol 3, ist, der die Admittanz 4, + A, besitzt,
so folgt laut Satz 1a), dass die Admittanz von 3p ebenfalls zu ), gehort, insbesondere,
dass 3p ein reguldrer Zweipol ist. Ferner, da laut Satz 1b) A7 ", A7 e, ist, d. h.
dass die Impedanz von 3; und 3, existiert, so ist auch die Reihenschaltung 3, von
31, 3, ein Zweipol, dessen Impedanz A7 ' + 4, ! laut Satz la) zu ), gehort. Hieraus
folgt, dass durch Reihen- und Nebeneinanderschaltungen von Einzelzweipolen,
deren Admittanzen (Impedanzen) zu P, gehoren, solche Zweipole entstehen, deren
Admittanzen (Impedanzen) ebenfalls zu 9, gehodren. Da jedoch auch die Elemente
R,, L,, C, diese Eigenschaft besitzen, ist damit unsere Behauptung bewiesen.

Beachten wir jetzt ndher dic physikalische Bedeutung des eben bewiesenen Satzes!
Die ,,Regularitit irgendeines Zweipols 3 ist offenbar gleichbedeutend damit, dass 3
in offenem sowie in kurzgeschlossenem Zustande fiir t > 0 keiner freien Schwingun-
gen fiahig ist, vorausgesetzt, dass 3 fiir t < 0 ,,tot** war. Tatséchlich, falls 3 die Ad-
mittanz A sowie die Impedanz Z besitzt, dann aus der Gleichung e = Zi folgt ¢ = 0,
wenn i = 0 ist, d. h. dass auf 3 keine Spannung herrscht, wenn 3 offengelassen ist
(i = 0); analog, aus i = Ae folgt i = 0 fiir e = 0, d. h. dass durch 3 kein Strom
fliesst, wenn 3 kurzgeschlossen ist (e = 0). Von diesem Standpunkt aus geschen
besagt Satz 2, dass die Positivitdt der Elemente irgendeines Zweipols 3 serio-paralleler
Struktur die eben besprochene ,,Stabilitidt* garantiert.

Betrachten wir jetzt einige wichtige Folgerungen des Satzes 2! Vor allem seien
einige Bezeichnungen eingefiihrt.

Iy 31 32 7

€

T-Glied [1-Glied
Abb. 1,

Es sei M ein parametrischer Vierpol, d. h. ein aus den verdnderlichen R, L, C Ele-
menten gebildetes System, welches durch zwei Klemmenpaare K,, K, nach aussen
einschaltbar ist; ,,M besitzt die Admittanzmatrix‘‘ soll heissen, dass es eine Quadrat-
matrix A zweiter Ordnung, deren Elemente zu % gehoren, derart gibt, dass zwischen
dem Vektor e, dessen Elemente e, ¢, die auf den Klemmenpaaren K,, K, herrschen-
den Spannungen darstellen, und dem Vektor i, dessen Elemente i,, i, die durch
K,, K, fliessende Stréme bezeichnen, die Bezichung i = Ae besteht. Analog, ,, 0
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besitzt die Impedanzmatrix* heisst, dass es eine Operatorenmatrix Z derart gibt,
dass e = Zi gilt.

Der Vierpol 9t soll reguldr heissen, wenn er die Admittanzmatrix sowie die Im-
pedanzmatrix besitzt. Es ist klar, dass in diesem Falle AZ = ZA4 =1 gilt, wo [ die
Einheitsmatrix bezeichnet.

Der Kiirze wegen sei noch jeder Zweipol, der die Voraussetzungen des Satzes 2
erfiillt, als #-Zweipol bezeichnet.
Wie bekannt, dic praktisch wichtigsten Vierpolarten sind T-Glieder und IT-Glieder,

welche aus drei Zweipolen 3, 3,, 3; in der Weise gebildet sind, wie aus es Abb. 1
erkennbar ist.

Fiir T- und IT-Glieder kann man folgenden Satz aussprechen:
Satz 3. Es seien 3y, 33, 33 P-Zweipole, welche die Admittanzen (Impedanzen)
Ay, Ay, A3, (Zy, Zy, Z3) besitzen; dann gilt:

a) Das aus 3y, 3,, 33 gebildete T-Glied ist reguldr, wobei fiir die Admittanzmatrix
A und die Impedanzmatrix 7,

(13) 4 - [AI(A, + Ay 4+ A) T (A + Ay A4 + Ay + AT AZ}
—Ax(Ay + Ay + A)TV AL AfAy + Ay + A)TH(AL + Ay)

7z :[Zl + 23;23]
Zy3Z 5+ Zy
gilt.
b) Das aus 3,, 3,. 3; gebildete I1-Glied ist regulir, wobei
(14) A= [/“ A Aﬂ,

Ay A, + A,

7 - [zl(z1 + Z, + Zy) N2y + 23); —Zy(2y + 2, + Z3) ' 7,
—ZNZy + Zy + Z3) V252020 4+ Zy + Zy)T (2 + Z3)
gilt.

Beweis: a) An Hand von Abb. 1 kann man fiir das 7-Glied folgendes Gleichungs-
system aufstellen:

(15) ey = Zyiy + Za(iy + iy); ey = Zyiy + Zs(iy + iy) .

Aus (15) ist ersichtlich, dass das T-Glied die Impedanzmatrix besitzt, fiir welche (13)
gilt. Da Z; ! existiert, so folgt aus der ersten Gleichung (15):

(16) iy =2Z3'e, — Z;(Zy + Z3) i, .

Durch Einsetzen in die zweite Gleichung (15) ergibt sich Z;i, + (Z, + Z;) Z3 ‘e, —
—(Zy + Z5) 2392, + Z3) iy = e, d. .

(17) (Zy + 2y + Z,Z25°2,) iy = (Z, + Z3) Z3'ey — ey .
Aber es gilt H=Z, 4+ Z, + Z,Z7'Z, = Z,(Z;' + Z;' + Z3") Z,; da Z,, Z,,
Zye %Py, so gilt H e A*, so dass H™! existiert. Multipliziert man also (17) mit H™*
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und schreibt man 4; anstatt Z; !, so bekommt man nach einigen Zwischenrechnungen
(18) iy = Ay (Ay + Ay + A3) 7 (Ay + Aj) ey — Af(A + Ay + A3)7 ' Age, .
Durch Einsetzen in (16) folgt i, = Me; + Ne,, wo
M= Ay — A2, + Z3) A(4, + A, + A3)7 (A, + A43),
N = Ay(Zy + Z3) A(Ay + A, + A3) A, st
Fiir M kann man schreiben (es gilt A,Z;, = Z;4; = I)
M = Ay — (A; + A35) (A + A, + A3)7 ' (A, + 43) =
= Ay — (A, + Ay + A3) — Ay) (A + Ay + Ay) 1 (A, + 43) =
= Ay — Ay — Ay + Ax(Ay + Ay + A3) 7 (A, + A3) =
= — Ay + Ay(Ay + Ay + A3)7 (A + 42 + A3) — A)) =
= — A, + Ay — Ay(A; + 4, + A3)7 A,
Fiir N bekommt man dhnlicherweise
N o= (A + A) (A + Ay + A45)7 Ay =
=((Ay + Ay + A) = ) (Ay + Ay + A) 7 (A + Ay + 43) — 4, — Ay) =
=(A; 4+ Ay + A3) — Ay — Ay — Ay + AA; + Ay + A3)7H (A + A3).
Es existiert also die Admittanzmatrix 4 und gilt (13), womit die Behauptung a) bewie-
sen ist. Der Beweis von b) sei als eine einfache Ubung dem Leser iiberlassen.

Zum Schluss sei noch bemerkt, dass dhnlich wie im Falle des regulidren Zweipols,
auch beim reguldren Vierpol im offenen sowie im kurzgeschlossenen Zustand keine
freic Schwingungen auftreten kdnuen.
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Vytah

O EXISTENCI ADMITANCE RESP. IMPEDANCE
PARAMETRICKYCH DVOJPOLU

VACLAV DOLEZAL
Prace je vénovana otizkam existence admitance resp. impedance parametrickych
dvojpoli. Hlavnim vysledkem je véta: KaZdy dvojpdl, utvofeny vyhradné sériovymi
a paralelnimi spojenimi prvkd R, L, C, které jsou hladkymi a kladnymi funkcemi

dasu t = 0, mé jak admitanci tak impedanci.

455



Zavérem je véta aplikovana na parametrické tyfp6ly typu Ta I1-8lanku; je ukazano,
Ze kazdy T resp. I1-Clanek, utvofeny z parametrickych dvojpolit uvazovaného typu
ma admitanéni a impedanéni matici.

Pesrwome

O CYWECTBOBAHUU AIMUTAHCA WJIN XE UMIOEOAHCA
IMAPAMETPMYECKHWUX AOBYXITOJIOCHUKOB

BALLJIAB JOJIEXKAJI (Véaclav Dolezal)

PaboTa TOCBAlICHA BONIPOCAM CYICCTBOBAHMSI &JIMUTAHCA WIIM K€ MMIIC/AHCa
napamMeTprU4eckux JBYXMOMIOCHUKOB. | TaBHLIM PE3yJILbTATOM SIBJISICTCS CJICHYHOIIAS
TeopeMa: Kax/iblii IByXMOTFOCHUK, 00PA30BAHHBIA HCKITHOYNTEILHO TIOCIE0BATEIb-
HBIMM M NapajuieIbHBIMKH COeAUHERUAMU 3JIeMeHTOB R, L, C, KOTOpBIC ABISIOTCS
A KUMU M TTOJIOKUTENBHBEIMU DYHKIMSIMU BpeMeHH | = 0, UMecT Kak aJMHTatC,
TaK U WMIIEaHC.

B zakirouenue Teopema INPUMEHSICTCS Ha Ciydail mapaMeTpUUYECKUX YEThIPeX-
nonrocHukos tuna T v [1-3BeHa; nokasaHo, 91o kaxmoe T- wiu xe [1-3BeH0, 00pa3o-
BaHHOE H3 MNapaMeTPHYeCKMX OBYXIOJFOCHHKOB paccMaTpUBAEMOIO THNA, UMEET
a7MUTAHCHYIO U MMIEJAHCHYIO MaTpuIly.
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