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SVAZEK 8 (1953) APLIKACE MATEMATIKY CisLo 2

RETEZOVA REAKCE S RYCHLYMI NEUTRONY
V OBOHACENEM URANU

Ivo MAREK
(Doslo dne 2. kvétna 1962.)

Jsou odvozeny nékteré vlastnosti hustoty sekundarnich neutrond, mate-
rialniho parametru a reaktivity prostfedi, jeZ tvofi smés isotopii U2 a
U235, Zejména se ukazuje, Ye materidlni parametr a reaktivita uvajovaného
prostiedi jsou rostoucimi funkcemi obohaceni smési isotopem U??*, Tento
vysledek plyne z dokazova né véty o monotonii dominantniho vlastniho Cisla
linearniho operdtoru klad ného ve smyslu M. G. KREINA v zdvislosti na redal-
ném parametru.

1. UvoDp

V praci [2] se jeji autofi zabyvaji moZnosti udrZeni fetézové reakce v homogennim
prosttedi vypln&ném smési U238 a U?3>. Rovnice vyjadfujici rovnovazny stav hustoty
vznikajicich neutronil byla sestavena na zakladé& nékterych zjednodus$eni fysikalniho
charakteru. Ukazuje se, Ze tato zjednoduSeni jsou pfipustnd a obdrZené vysledky
jsou ve shod& jednak s naSimi predstavami o FeSeném problému, jednak s vysledky
ziskanymi jinym zptisobem. Autofi prace [ 2] fesi problém pfibliZng, p¥i éemZ existenci
FeSeni ofekavaji intuitivné na zakladé fysikalniho nazoru. UkaZeme, Zc provedeme-li
jesté dalsi zjednoduseni matematického charakteru, nenarusime tim podstatu fysikalni
problematiky a podafi se nAm navic exaktné dokazati existenci FeSeni poloZeného
problému. Kromé toho se nam podati dokazati nékteré vlastnosti feSeni, jeZ maji fysi-
kalni vyznam.

Jaderné reakce, jako na piiklad radia¢ni zachyceni, pruZny a nepruzny rozptyl na
Jadrech, §t&peni, maji za nasledek bud pfibyvani nebo Ubytek neutroni. Aby se v da-
ném prostfedi mohla udrZeti fetézova reakce, je zfejmé nutné, aby podet vznikajicich
neutront nebyl mensi neZ ¢ini jejich ubytek. Budeme se zabyvati zavislosti hustoty
vznikajicich neutronit na energii a proto nas budou zajimati jaderné reakce, jeZ mohou
tuto zavislost jakymkoliv zplisobem ovlivnit.

Integralni rovnice popisujici difuzi neutronii ve vySetfovaném prostiedi ma tvar [2]

- _ Ny ~ E PP l?'_?/l ﬁ')d'd ¢
(L.Y) ¥(r. 1, E) LJQ@(E,E)D(r,r,E).//(r,r ) ,1:’ rdE",
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kde
Ry = &(F|F=(x,pz), r=(*+)2+ 22 <+w), Q= <Eq, E,) ¥(r 1, E)

je hustota vznikajicich neutroni energie E, V(E) je rychlost neutronii. Jadro ©(E, E')
uréuje stiedni podet neutrontt s energif E, vzniklych pfi sraZce') neutronu s vychozi
energii E' s jadrem prostfedi:
12) o &) = () " E sy + PE) g,y + 2B g,y

o(E') o(E') o(E)

Symbolem ¢, jsou zna&eny alinné priifezy; | = ¢ pro radia¢ni zachyceni, I = e pro
pruzny rozptyl, | = i pro nepruiny rozptyl a I = f pro $té€peni. Pro totalni G¢inny
prifez ¢ plati podle definice 6 = o, + 6, + 0, + 0.

Symbol v oznaduje stfedni pocet neutrond vzniklych pfi jednom $t€peni. Symboly
S, T, U oznaluji spektra pro §t€peni, pro pruzny a nepruzny rozptyl. Dale

D(r,r, E) = —=—— X(E).exp {~ X(E) [r ~ 7

1
i

pii éemZ Z(E) znadi totalni makroskopicky acinny prifez.

Pro monoenergetické neutrony, tj. pro neutrony majici stejnou rychlost, se definuje
stfedni pocet neutronil na jednu sraZku vyrazem t = vo, + 0, + 0.

V [2] je tato definice zobecn&na pro neutrony riiznych energii v oblasti {Eg, E , .
Stfednim poctem neutronil na jednu srazku se mini dominantni vlastni ¢islo integral-
niho operatoru definovaného pomoci jadra O(E, E'), tedy

(13) o -

Eo

* o(E, B y(E) dE .

V [2] autofi predpokladaji, Ze interval energii (E,, E,,) je roven (0, + o), aviak
vySetfuji pouze neutrony, jejichZ energie je kladna a kone¢nd. Jest proto opravnénym
predpoklad, aby E, > 0, E_ <+ 0.

Podobné jako v [2] budeme pfedpokladat, Ze y v rovnici (1.1) zavisi pouze na jediné
prostorové soufadnici x. Pfi feSeni rovnice (1.1) budeme rozli§ovati dva pfipady.

a) Hustota vznikajicich neutrontl y nezavisi na Casu t (stacionarni pkipad).

b) Hustota vznikajicich neutron@ y nezavisi na prostorovych soufadnicich.

V piipad¢ a) predpokladame, 7e fefeni rovnice (1.1) ma tvar

(1.4a) Y(x, E) = e Y(E).
V piipadé b)
(1.4b) (s, E) = " Y(E),

kde B a y jsou redlné parametry. Veliina B se nazyva materialnim parametrem sou-
stavy a y reaktivitou prostiedi.

1y pod pojem srazky je zahrnuto radiaéni zachyceni + $t€peni + rozptyl pruzny i nepruzny.
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Pro uréeni f obdrzime po dosazeni (1.4a) do (1.1) rovnici
Exm
O(E, E')

—— arclg B/X(E)
(1.5a) W(E, B) = Ln B/2(E)

) ¥(E', By dE’ .
Podobné pro uréeni lz obdrZime rovnici
- Ew . S(E’
e - [ew e
o Z(E") + yIV(E)
Funkce S, T, U byly ziskany empiricky. Naméfené zavislosti byly vyjadfeny analytic-
ky takto ([6], str. 81):

T(E, E') = {g“(E)' E.K(E).exp (2/[a(E' ~ E)]} pro E'2E,

W(E', y)dE" .

pro E < E,
piicemZ a = 13,2 MeV ([6], str. 69) a o, je Gcinny priifez pro vznik sloZeného jadra.
Zavislost o, byla pievzata z [1], str. 348. Normovaci &initel K(E') volime tak, aby
(5. T(E,EYdE =1 pro E'> E;, kde E, > E,. Energic E, je nejmensi moZna

“energie, pii niZ miZe dojit k nepruZnému rozptylu.

Pro $tépné spektrum S je

S(E) = | / <:e) .exp {—E} . sinh \/(2E) .

Predpoklada se, Ze pfi pruzném rozptylu na velmi téZkych jadrech se energie neutront
neméni, tj.

U(E, E") = 6(E — E),
kde 8 = §(E — E’) je Diracova é-funkee.

Definice stfedniho poctu neutront na jednu sraZku ma smysl pouze tehdy, jestliZe
operator urCeny jadrem ma kladné dominantni vlastni islo. Jeho existenci Ize na za-
kladg fysikalnich piedstav oCekavati. Da se ukazati, Ze za pfedpokladd, jimZ jadro ©
vyhovuje, kladné dominantni vlastni &islo existuje a pfisludi kladné vlastni funkci
. jadra @. Dikaz existence tohoto vlastniho ¢isla bude na§im prvnim tkolem.

Rovnice (1.5a), (1.5b) zavisi na redlnych parametrech B a y. Neda se ofekavati, Ze
by pro kazdou hodnotu B (resp. y) z ptipustného intervalu méla rovnice (1.5a) (resp.
1.5b) nenulové fedeni yi(E, B) (resp. @(E, 7). Vedeni fysikalnimi pfedstavami odeka-
vame, Ze bude existovati pravé jedno B, (resp. y,), tak, Ze rovnice (1.5a) (resp. (1.5b))
mé nenulové FeSeni (E, By) (resp. Y(E, 7,))- Druhym (resp. tietim) nagim tkolem
bude dokazati, Ze rovnice (1.5a) (resp. (1.5b)) tyto ofekavané vlastnosti maji.

2. OZNACENI A DEFINICE. FORMULACE ULOHY

Bud & = €({E,, E,,»), 0 < E, < E_ <+, Banachiiv prostor realnych funkei
spojitych na 2 = (E,, E_ ) s normou

x| = Max [x(E)| .
Eef
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Funkci identicky rovnou nule v 2 oznalime symbolem 0. MnoZina ¢ funkci
x € 4 se nazyva kuZelem v prostoru Z, jestliZe plati [3]

(@) Je-li xed, yet ==x+ yeH.

(B) Pro xe A, A2 0= AxcA.

(y) Je-i xe A, x+0=> — x€eA.

(8) MnoZina X" je uzaviena v 7.

<

KuZel # se nazyva télesnym, ma-li vnitfni prvky.

DokéaZeme, Ze mnoZina nezapornych spojitych funkci na Q tvofi télesny kuZel v pro-
storu G({E,, E,»). Bud tedy 2 mnoZina nezapornych spojitych funkci na Q. Bud
funkce u kladna v @Q, tedy u(E) > 0 pro vSechna E € Q. PoloZme & = min u(E).
Podle pfedpokladu je § > 0. Je bezprostfedné patrné, Ze funkce x = u + v, kde
ved, Hu]! < & patfi rovnéZ do &, takZe s funkci u leZi v &~ celé jeji 5-okoli.

Bud [2] = (2 — &) Banachiiv prostor linearnich ohraniCenych operatori zobra-
zujicich prostor & do sebe s obvyklou normou

|, Ae[a].

J4] = sup [ 4x
IIx]=1

Operator A e [#7] sc nazyva o -kladnym, jestliZe pro x e A" té% Ax = y € A . Ope-
rator 4 e [Z] se nazyva silng K-kladnym, jestliZe pro x ¢ K, x + 0 existuje pfirozené
gislo p = p(x) tak, Ze prvek T”x je vnitinim prvkem kuZele K [3].

Jsou-li x € ¥, y e & takové funkce, Ze y — x = z je nezaporna funkce, piseme
x <y, nebo y> x; je-li z kladna funkce na Q, piSeme z > > 0, nebo y > > x.

Bud & interval realnych ¢isel (By, foP>» —0 = By < B, = + 00, Bud na & defino-
vana operator-funkce 4 = A(f), presn&ji, necht kazdému f ¢ & je ptifazen operator
A(P) € [2]- Rikame, Ze operator-funkce A = A(f) je spojita v bodé f, e &, jestliZe ke
kazdému ¢ > 0 Ize najit 5 > 0 tak, Ze je-li |8 — B,| < 4, potom plati

14(8) = A(Bo)]| < &
Je-li A = A(P) spojitd v kazdém bod& f# e &. ¥ikame. e operator-funkce A4 je spo-
jita v &,

Bud 7 = 4({E,, E.,>) komplexni rozsiteni prostoru 2" [3]. Do prostoru Z patii

~

komplexni funkee z = x + iy spojité na Q. Norma v & je definovana formuli

|z]# = Max |xcos & + ysin 9.
0=9<2n

Operator 4 € [4] roz§ifime na 4 predpisem

Az = Ax + idy, z=x+iy.
Ziejmé A zobrazuje 4 do sebe. Nech symbol I oznaduje identicky operator. Komplex-
ni Cislo 1 se nazyva regularnim bodem operatoru A, je-li R(4, A) = (A — A)7!
ohraniCeny linedrni operator definovany na celém prostoru 2. MnoZina komplexnich
disel, jeZ nejsou regularnimi body linedrniho operatoru A, se nazyva spektrem ope-
ratoru A a oznacuje se symbolem o(4).
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Bud 4 e[2]. Cislo R = sup 7], A € a(A) se nazyva spektralnim polomérem ope-
ratoru A. Je zniamo, [7], str. 263, Zc
R, = lim || 47]|"
n=r a0
Operator A = C + D se nazyva operatorem Radona-Nikolského, je-li D e [%], C je
linearni kompaktni operator zobrazujici ' do sebe a pro spektralni poloméry R, a R,
plati R, > Ry,

Vlastni &islo p, operatoru 4 €[], se nazyva dominantnim, jestliZe nerovnost

Pl < |mol
plati pro viechna 1 € o(A), 1 * p,.

Pfi feSeni mnoha fysikalnich dloh ma velky vyznam ta okolnost, Z¢ jadra uvafova-
nych integralnich rovnic, v nafem piipadé rovnic (1.1), (1.5a), (1.5b), jsou kladna.
Ukazuje se, Ze nékteré fysikalni vlastnosti feSeni téchto rovnic jsou disledkem
A -kladnosti vySetfovanych operatori.

Zformulujeme nyni ulohy, jejichZ feSenim se budeme zabyvati. PHi feSeni ukaZeme
vyznam # -kladnosti vySctfovanych operatort a fysikalni interpretaci nékterych vlast-
nosti feseni.

Uloha 1. Dokdzati, Ze existuje kladné dominantni vlastni ¢islo rovnice (1.3) a jemu
pFislusi vlastni funkce s, jeZ je kladnd v Q.

Uloha 2. Dokdzati existenci a jednoznacénost hodnoty By, 0 < B, < + 0, takové,
aby integrdlni rovnice (1.5a) méla kladné FeSeni J(E, B,) pro E € Q.

Uloha 3. Dokdzati existenci a jednoznacnost hodnoty y4, 0 £y, <+ 0, takové,
aby integrdlni rovnice (1.5b) méla kladné feseni y(E, y,) pro E € Q.

Misto Feseni tloh 2 a 3 podame FeSeni tloh pon&kud obecnéjich.

Uloha 2'. Pro kaZdé B z intervalu G, = (0, B>, kde B, je vhodné kladné &isio,
dokdzati existenci jednoduchého kladného vlastntho &isla %(B) integrdlni rovnice

3(B) ¥(E, B) =J “o(E, E) ﬁ%%%’l W(E', B)dE'

a existenci jemu prislusné kladné vlastni funkce . Dokdzati, ze funkce v = 1(B) je
spojitd a klesajici v ®, tj. Ze pro B' > B, B € &, B' € G plati 1(B") < 7(B).
Uloha 3'. Pro kaZdé y z intervalu &, = <0,y,>, kde v., je vhodné kladné cislo,
dokdzati, Ze existuje jednoduché kladné vlastni ¢islo T(y) integrdlni rovnice
E,

26 UE. ) = j QI p—

)y E, y)dE’
) + i)

a Ze mu pFislusi vlastni funkce 1,7/ kladnd v Q. Dokdzati, Ze funkce T = %(y) je spojitd
a klesajici v &, tj., Ze proy’ > y,7€ G,y € &, plati 7(y') < (7).
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Je patrné, Ze na zakladg€ feSeni uloh 2’ a 3’ nutnou a postacujici podminkou, aby
rovnice (1.5a) (resp. (1.5b)) méla kladné feseni  (resp. ) v Q jest:
Integralni rovnice
Eo
CU(E) - j O(E, E) y(E) dE
Eo

ma kladné FeSeni i v Q a jemu pfislusi viastni ¢islo © = 1.

3. OPERATORY REPRODUKUIJICI KUZEL
NeZ piistoupime k feSeni poloZenych uloh, uvedeme nékolik vét o #-kladnych
operatorech, pomoci nichZ budeme schopni feSenf tloh 1, 2" a 3’ podati.
Véta A. Necht jsou splnény pFedpoklady:
1. Operdtor A se da vyjddfiti ve tvaru
A=C+ D,
kde D ¢ [Z] a C je kompakini linedrni operdtor zobrazujici 4 do sebe.

2. Existuje vektor u € A

Jull =1,
prirozené ¢islo p a ¢ > 0 tak, Ze

APu > cu
pri cem:

ﬁ/c > Ry .

Potom md operdtor A kladné vlastni ¢islo pg, jemu prislusi vlastni vektor x4 ¢ A
a plati

|2 € 1o pro ieo(A).
Véta B. Bud A" télesny kuZel v . Je-li A silné A -kladny operdtor Radona-
Nikolského, potom md operdtor A v X" prdvé jeden vlastni vektor x,:
Axg = poXo, %] =1, x4 >>0.
Odpovidajici vlastnimu vektoru xo vlastni hodnota p, je jednoduché kladné domi-

nantnt vlastni ¢islo operdtoru A.

Véty A a B jsou zobecnénimi v&t 6.2 a 6.3 v [3], ve kterych se pfedpoklada, Ze ope-
rator A je kompaktni.

Abychom dokézali vétu A, uvazme, Ze 7 podminky %/c > R, vyplyva, %e R, >
> R,,. Existuje tudiZ p, € 6(4), pro néz ]/10| > Rp. Bod py je vlastnim &islem ope-

ratoru A4, nebot vn& kruhu |3| < R, neleZi #adné jiné singularity resolventy R(4, 4)
nez poly.
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Dalgi ¢ast diikazu lze provadéti jako v [3]; podobng diikaz véty B Ize provadéti jako
dikaz véty 6.3 v [3].
Véta C. Necht jsou splnény ndsledujici pfedpoklady:

1. A(B) = C(B) + D(B) je pro kazdé fe® silné A -kladny operdtor Radona-
Nikolského, kde A~ je télesny kuZel v 4.

2. Operdtor-funkce A = A(p) je spojitd v &.
3. Bud po(B) dominantni vlastni islo operdtoru A(P).
Potom je py = po(B) spojitou funkei v &.
Dikaz. Podle véty B existuje pro kazdé B € G p,(B) a vektor xo(B) takovy, Ze
A(B) xo(B) = #o(B) xo(B) -
Bud C, kruh se stfedem v bod¢ to(f) o polomsru 5 takovém, Ze
C, 0 a(A(B)) = {“O(ﬁ)} >
pfi ¢em# C, znadi uzdvér mnoZiny C,. Podle véty 4.1 v [4] existuje &(n) > 0 takové,
ze kazdy operator A(B) + V, | V| < &(n), mé tu vlastnost, #e v kruhu C, leZi pravé

jeden jednoduchy pol resolventy R(A, A(B) + V). Ze spojitosti operator-funkce
A = A(B) vyplyva, Ze pro libovolné & > 01ze najiti takové { > 0,Zepro |8 — B |< {je

[4(8) = ABo)]| < &

Lze tudiz vyraz |ue(B) — po(Bo)| u€initi libovolné malym pro dostaten¢ malé

|8 = Bol-
Véta D. Predpoklddejme, Ze

1. A je télesny kuZel.
2. Pro kazdé pe@® je A(B) = C(B) + D(B) silné A -kladny operdtor Radona-
Nikolského.
3. Operdtor-funkce A = A(B) je spojitd v &.
4. Pro spektrdlni poloméry Rp), R 45y plati nerovnosti
Rup Z R > Ry, Pe@,
pfi emZ R nezdvisi na f3.
5. Pro kaZdy vektor x € int A (int A" znad&ivnitrek A') plati
[A(B) = A(BY] x > o(p, ) x .
kde a(f3, By > 0 pro B < f8.
Potom pro dominantni vlastni ¢isla po(B), pe(B’) operdtorii A(B), A(B') plati
1o(B') < wo(B) -
Dikaz. Z véty B plyne existence dominantni viastni hodnoty #o(B’) a vlastniho
vektoru x,(f') > > 0 takového, Ze

AB) xo(B) = 1o(B') xo(B') -
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Podle pfedpokladu 5 budeme mit

AB) xolB) = A(B") xo() + [A(B) — A(B)] xo(B) >

> (uo(B) + B, B) xolB') -
Z piedpokladu 4 plyne, Ze

Bo(B)Z R > Rppy Pro fe®, f'e@.

Jsou potom splnény ptedpoklady véty A pro operator A(f). Podle této véty existuje

vlastni vektor x,(f) € &', [x1(B)] = 1 a jemu pislusi kladné vlastni &islo p,(f) a pro
né plati nerovnosti

1(B) = Ho(B") + a(B, B) > (B, m(B) 2 Ho(B) -
Z jednoznaénosti xo(f) podle véty C vyplyva, Ze

x1(B) = Xo(ﬁ) , ﬂt(ﬁ) = /Jo(/;) s
a tedy po(B) > no(B’) pro B > B, a to jsme chtéli dokazati.

4, RESENI ULOH FORMULOVANYCH VE DRUHEM ODSTAVCI

Jadro O(E, E') urtuje spojity linearni operator A zobrazujici prostor & = ¥({Eo,
E,>) do sebe. Integralni rovnici (1.3) Ize zapsati ve tvaru

(4_1) X = AX,
kde A = C + D, pfi temZ operatory C a D jsou definovany takto:

(42) Cx =y = y(E) = rw {S(E) w(E) ofE) | odE) T(E, E')} x(E') dE',

Eo G'( l (b’)
— o - TLE)
4.3 Dx = = y(E') =
(43) w2 () = S ).
Uréime ¢isla E,, E,; Eq < E; < E, < E_ tak, aby nerovnost
(84 s e Lo

Eq
+ C,o‘,,(E)Ef K(E') .exp {2 /[a(E' — E)]} 2222 ”(E) dE' > sup B =
E - o(E") ren o(E)

platila pro viechny body E € (E,, E,>, pfi éem? E_ = E, + «, kde « je vhodné
zvolené kladné &islo a {, = 1 pro E = E_, jinak {, = 0. Existence &isel E,, E,, vyplyva
odtud, e nerovnost (4.4) plati pro E = E, s libovolnym E, [5] a funkce stojici na
levé strané nerovnosti (4.4) je spojita v Q.

Sestrojme funkci u € €({Eo, E») pomoci vztaht

(4.5) u(E) = {‘ pro E e (Eo, B,
0 pro EelE, ELY,
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a dopliime ji linearné na mnoZing (E,, E,>. Pro E € Q plati potom nerovnost

(4.6) f’;((f)) u(E) + S(E) j :»(L) Z{%} u(E')dE" +

o (E) EJ‘. K(E") (( )) exp {2/ [a(E" — E)]} w(E') dE" > s.u(E).

Nerovnost (4.6) plati totiZ pro E € (E,, E,> vzhledem ke konstrukci funkce u a vzhle-
dem k platnosti (4.4). Pro E > E,, plati (4.6) trivialng, nebof u(E) = 0, zatimco

S(E) f e %f((f)) u(E') dE" +

¢ o)E).E. f K(E) ZE) exp 2/ [alE ~ BY]} w(E) dE' > 0.

o(E')

Protoze zfejmé |jul] = 1, dokazali jsme existenci vektoru u € 4", |u| = 1 takového,
Ze plati
(4.7) Au>cu, ¢>Rp=s,.

Abychom mohli pouZivati tvrzeni odstavce druhého, uvedme nékteré jednoduché
vlastnosti kuZele nezapornych funkci v 4({E,, E,,>) a n&které vlastnosti operator
Ca D adefinovanych v (4.2) a v (4.3).

Lemma 4.1. Je-li v e X", potom
(4.8) d, = inf |lv + x| = [|v]| .

xedt

Lemma 4.2. Operdtor A = C + D definovany pomoci formuli (4.2) a (4.3) je silné
A -kladny, pFi ¢emz C je kompaktni operdtor.

Dikaz. Jadro O(E, E’) ma v Q x Q kladné minimum, takZe pro libovolny vektor
xeXd, x £ 0 plati
E Ex
O(E,E')x(E')dE' 2 min O(E, E)| x(E')dE >0
Eo (E,E")eQ x4 Fo
takze Ax > > 0. Kompaktnost operatoru C je znama ([7], str. 276).
Lemma 4.3. Pro spektrdlni poloméry R 4, Ry, operatorit A a D platf nerovnost
(4.9) Ry>R,.
Dukaz. Nerovnost (4.9) plyne snadno z nerovnosti (4.7) podle véty A.

Z lemmat 4.2 a 4.3 plyne, Ze operator A4 je silné A '-kladny operator Radona-
Nikolského.

Regeni tlohy [ obdrZime jako bezprostfedni disledek véty B, jejiZ pfedpoklady
jsme si ovéfili v lemmatech 4.2 a 4.3.
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ReSeni ilohy 1. Existuje kladné jednoduché dominantni vlastni &islo t operd-
toru A a jemu prislusi kladnd v Q vlastni funkce 1.

V odstavci 1 jsme 1 nazvali stiednim podtem neutroni na jednu srazku. Pravé jsme
dokazali, Ze je tato definice opravnéna.
Misto integralni rovnice (1.5a) budeme vySetfovati rovnici

(4.10) 1(B) x(B) = A(B) x(B),
kde
(4.11) A(B) = [C + D] F(B),

pfi CemZ operatory C a D jsou definovany pomoci (4.2) a (4.3) a operator F(B) defi-
nujeme vziahy

arctg B/X(E)

(4.12) F(B) X=y= y(E) = B/E(E)

Lemma 4.4. Operdtor-funkce A = A(B) je spojitd v {0, + o).

Diikaz. Je znamo, Ze funkce £ = I(E) pro E € Q je kladna a spojita. DokaZeme, Ze
munoZina funkei
arctg B/X(E)

SE,B) = B/x(E)

ne stejné spojita vzhledem k E € Q pro B € <0, + o), tj., Ze pro libovolné & > 0 exis-
tuje 6 > O tak, Zc pro viechna E € Q a B, B', pro néZ |B' — B| < é je |f(E, B) ~
— f(E, B')| < &. Pfi pevném E e Q ma funkce f(E, B) derivaci 3f(E, B)/0B takovou,
Ze existuje nezavisld na E a na B konstanta ¢ > 0 tak, Ze plati

0

(4.13) B

f(E,B) <c, EcQ, Be0,+m).
!

Podle véty o stiedni hodnoté je pro B, B, pronéz0 < B’ < B" < +

7 I4 " ’ a 4 ”n
f(E,B") — f(E,B") = (B" ~ B)ngf(E,B)b,:B,, B < B, <B".

Odtud obdrZime nerovnosti

|f(E, B) — f(E, B")| £ |[B’ — B’| Max ¢

E, B)| £ ¢|B"— B
Be(B'.B") OBf( )l = c|

a tcdy
Max |f(E, B)) — f(E, B")| < ¢|B" — B'|.
EeQ

Spojitost operator-funkce 4 = A(B) je diisledkem stejné spojitosti mnoZiny funkci

{/(E, B)}.
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Lemma 4.5. Pro spektrdlni poloméry R, gy, Ry operdtori A(B), D F(B) plati

nerovnosti

(4.14) RA(B) ; R > RDF(B) Py R = RA(Bm)

pro B e 8y = <0, B>, pfi emZ B, < + o0 je kladné ¢islo zdvislé na stupni oboha-
ceni materidlu vyplriujicim vySetFované prostiedi isotopem U233 (Viz tabulku 1.)

Poznamka. Je zrfejmé, Ze pro vSechna B = O plati nerovnost

R 45y Z Rppeny

a pfi B - + 00 R ppy — 0. Jak ukdZeme ddle, fysikdlni vyznam maji pouze takové

Tabulka 1
Obohaceni U235 ¢/ 10%. B2,
10 2,20
20 3,50
30 4,70
40 5,90
50 7,20
60 8,50
70 9,70
80 11,10
90 13,00
100 15,00

(a.15) 2AE) arcte B/x(E)
o(E)  B|Z(E)

i “(E)EJE o(E’) .

> s, u(E) = s,

E) () + s(E)

nebot pro uvedena B je funkce

M Eqg

Eo

(E') . exp {2/[a(E" ~ E)]}

v(E)

arctg B/Z(E) y

soustavy, v nich? odpovidajici 7(B) je rov-
no 1. Md tedy smysl omeziti se pFi Fefeni
tlohy 2’ pouze na ta B, jeZ leZ{vintervalu,
Jjemuz odpovidajici R 4rg, neni podstatné
mensi nez 1. Jak bylo ukazano v [2], lezi

* hledana hodnota B (tj. takové B, pro n&

7(B) = 1) v intervalu & = <0, B>, kde
B, jsou pro pfislu§na obohaceni isotopem
U?3® prostiedi vyplnéného isotopem U238
uvedena v tabulce 1. DokaZeme, Ze hodnoty
B, pro n&% t(B) = 1, ziskané pfibliZnym
vypodtem v [2], existuji a leZi v &p.
Dikaz lemmatu 4.5. Pro funkci defi-
novanou v (4.5) platipro B e Gy = {0, B>
a pro E € Q nerovnosti
o (E') arctg B/Z(E') y
o(E')  BJX(E")
arctg B/Z(E")
BJX(E")

(£),

(E')dE +

u(E') dE" >

B/X(E)

__ arctg B/X(E)

f(E, B) =

B/X(E)

velmi blizkou konstant&. Toto tvrzeni je disledkem vlastnosti makroskopického total-
niho u¢inného priifezu Z(E) [6], [5], str. 294—296, 302— 303.

Nerovnosti (4.15) zapi$eme ve tvaru

(4.16)

pfi ¢emZ vzhledem k (4.4) je ¢ > Ry,
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Operatory A(B) a F(B) jsou pro viechna B e <0, +o0) #-kladné, takZe podle
véty A existuje A(B) € a(A(B)) takové, Ze
AB) > Rp 2 Rppes -
Lemma 4.6. Pro 0 < B" < B" £ B, a pro kazdy vektor x ¢ A" plati
(4.17) [A(B") — A(B")] x > «(B’, B") x ,

pri cem:z

4.18 (B, B") = (B" ~ B)min | -~
(4.18) (B B) = (B = ) min | %(8)

Be®

| 0 arctg B/Z b)i

Dikaz. Podle véty o stfedni hodnoté je pfi pevném E € Q

, .0 arctg B/3(E)|
S5 B) — f(EB) = (B — By~ UBBEE)

0B BJX(E) |p-s,
Protoze X(E) > 0 pro E e Q, je

min (f(E, B') — f(E, B")) > 0,
EcQ
BeG

atudifproxe#, EeQ, B < B"
[/(E B) - f(E. B)] (E) = o(B', B") x(E).
kde o B’, B") je definovano v (4.18). To viak znamena, %e pro x € A" plati
F(B') x > F(B") x + ot(B', B”) X

a tvrzeni lemmatu je dasledkem #"-kladnosti operatord C a D.

Z lemmat 4.4—-4.6 plyne, Ze jsou splnény pfedpoklady vét B, C, D, podle nichZ
obdrZime feSeni ulohy 2. ‘

ReSeni Glohy 2. Pro ka?dé B €0, B> existuje prdvé jedno jednoduché domi-
nantni kladné vlastni ¢islo %(B) operdtoru A(B), JemuZ prislusi kladnd v Q viastni
funkce § = Y(E, B). Funkce 1 = 1(B) je spojitd a klesajici v {0, B,,>.

Odtud okamZité vyplyva

ReSeni dlohy 2. Nutnd a postadujici podminka, aby existovalo By e <0, B,)
a kladnd v Q vlastaf funkce = Y(E, By) integrdlni rovnice (1.5a) jest: Pro domi-
nantni vlastni ¢islo t rovnice (1.3) platl

(4.19) T

IV

l.

Je-li tato podminka splnéna, je i”‘es"em';’/ rovnice(l‘Sa) urceno jednoznacné, poZadu-
jeme-li, aby |l = 1. O fysikalni interpretaci podminky (4.19) pojedname v od-
stavci 5.
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Regeni ulohy 3’ obdrZime na zakladg tychZ Givah, jeZ jsme provadgli pti feseni ulohy
2. Misto operatoru F(B) vySetfujeme operator H(y):
2(E
HO)x =y = 3(8) = — 2B ).
Z(E) + y/V(E)
Snadno se pfesvédeime, Ze pro operator H(y) plati lemmata 4.4—4.6, takZe pro ope-
rator-funkci A = A(y) = (C + D) H(y) plati véty B, C, D, pii &emZ &, = <0, 7,,),
kde y,, jsou pro riizna obohaceni isotopem U?3% uvedena v tabulce 2.
Jak jsme jiZ poznamenali, obdrZime

Tabulka 2 feSeni ulohy 3’ tymZ postupem, jakym
DU I - ] . v . v W r -, ’
Obohaceni U235 9/ | 1078y } jsme obdrZeli feSeni tlohy 2’. Nebudeme
! proto uvahy opakovati a uvedeme pouze
10 0.170 vysledek.
20 0,300 Regeni dlohy 3'. Pro kazdé y €0, y,.>
Zg 8’;8 existuje prdvé jedno jednoduché kladné
50 0’995 dominantni vlastni Eislo 7(y) operdtoru
60 1:200 A(y), ]emu_ przslusz kladnd v Q vlastni
70 1,400 Sfunkce lj/ w( ,y). Funkce T = =1(y) je
80 1,700 spojitd a klesajici v <0, p,,).
90 1,900 Odtud vyplyva
100 2,120 yply
o ~ ReSeni dlohy 3. Nutnd a postacujici

podminka, aby existovalo y, €0, y,> a
kladnd v Q vlastni funkce Jy = y(E, y0) rovnice (1.5b) jest: Pro dominantni vlastni
¢islo 7 rovnice (1.3) plati (4 19). Je-li tato podminka splnéna, Je Yo Urceno jedno-
znacné a rovnéz tak 1,00 = dlo( , yo) poZadujeme-li, aby Hlﬁo“

5. ZAVERECNE POZNAMKY

V odstavci 4 jsme dokazali, Ze za pfedpokladu, Ze v rovnici (1.3) je © > 1, existuji
parametry B, > 0,7, > 0 takové, Ze t(B,) = 1,7(y,) = 1 v(1.5a), (1.5b). Veli¢ina B,
se nazyva materialnim parametrem a y, reaktivitou nekone¢ného prostfedi. Dokézali
jsme, Ze pro prostiedi vyplnéné smési isotopt U2*® a U235 je materialni parametr tim
vétsi, ¢im je obohaceni isotopem U235 vEt3i. ZjiSténych hodnot B, lze uZivati pii
uréovani asymptotickych kritickych rozmérii reaktoru pracujiciho s rychlymi neutro-
ny pro obecny pfipad geometrického tvaru reaktoru. RovnéZ tak reaktivita nekoned-
ného prostiedi je rostouci funkci obohaceni smési isotopem U23°. Pomoci reaktivity
nekoneéného prostfedi Ize jak zndmo urCovati dobu rozb&hu zminéného typu reak-
toru.

Viimnéme si bliZze nékterych vlastnosti feSeni uloh [ — 3, jeZ maji fysikalni vyznam.
Vzhledem k fysikalnimu vyznamu veli¢in Y(E), Y(E, Bo), W(E, 7o) je zfeimé, Ze musi
byt nezaporné. Zajimavé je téZ, Ze se nemohou anulovati v Zadném bodé€ E € Q, tj. ve
vySetfovaném prostiedi se nutné vyskytuji neutrony vsech energii z oboru <E,, E ).
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Pi feSeni tloh 2 a 3 jsme narazili na podminku kriti¢nosti, jeZ byla vyjadiena
vztahem 7 = 1. Tato podminka ma zfejmy fysikalni vyznam. Je-li v > 1, je ,,ne-
konelné tlusta* deska nadkritickd a da se olekavati, Ze urdita jeji ,,kone¢na‘“ ¢ast bude
pravé kriticka, coZ znamend, Ze vysetfované prostfedi bude v rovnovazném stavu.
Ze tomu tak skutetné je, plyne ze spojitosti a z monotonie funkce © = 7(B). Retézova
reakce bude probihati t6Z v desce o ,,kone¢né* tloustce d uréené vztahem d = x/B,
a v kaZdé desce, jejiz tloustka bude mensi neZ d, Fetézova reakce zanikne.

Podobné je tomu v pfipadé, kdy zkoumadme ¢asovou zavislost zmén poctu neutro-
ni. Je-li ,,nekone&né tlusta“ deska nadkriticka, tj. je-li v (1.3) T > 1, da se oéekavati,
Ze s rostoucim Casem bude pocet neutronit vzriistati. To je zfejmé z vyjadieni feSeni
v (1.4b). V odstavci 4 jsme dokazali, Ze existuje pravé jedno y, > 0 — reaktivita ne-
konecného prostiedi — tak, Ze pfislu§né %("/0) jerovno 1. Lze tedy pravé jednim zplso-
bem dociliti toho, e pro kazdé t (¢ oznaduje &as) bude uvaZované prostfedi v rovno-
vazném stavu.

Uvedli jsme vlastnosti FeSeni a podminky existence téchto fedeni, jeZ maji fysikalni
vyznam. Na druhé stran€ se zminime o Cinitelich, jeZ byli pfi vySetfovani pouze po-
mocnymi a neméli bezprostiedni fysikalni vyznam. Sem patii definice &isel B, 7,
pro riizné koncentrace smési U?*® a U?3°, Veli¢iny B, y,, byly uréeny odhadem,
Pozadovali jsme totiZ, aby pro B € {0, B,,> a y € {0, y,, > funkce

F(E, B) = arctg B/3(E) . 9B ) = X(E) ‘
B/X(E) X(E) + y/V(E)
byly pro viechna E e (E,, E,,> takika konstantnimi. To, e takové hodnoty B, 7.,
existuji, je zplsobeno vlastnostmi funkci ¥ = X(E), V = V(E). Neni vyloueno, Ze
pozadované vlastnosti maji i ¢isla B, y., obecn& v&t3i neZ B, y,,. Jak jsme ukazali,
nemd viak tato okolnost Zadny vliv na existenci kritickych parametr B, 7o, pro néz
%(Bo) =1, %(’Yo) =1

Autor vyjadfuje viely dik J. RoCkovi za cenné diskuse tykajici se rozboru problému
i jeho Teseni.
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Pezrome
LIEMMHASI PEAKIIMS HA BbICTPbIX HEMTPOHAX

NUBO MAPEK (Ivo Marek)

JokaspiBaCTCSL CYLUECTBOBAHME pellcHus npobiaemsl, onpenenentod B [2], rue
OHa pewlaeTest TOJNbKO NMpubanxeHHo. MceneiyeTca BO3MOKHOCTE HCIHONH peakinu
B IJIACTUHYATOM cpejie, 3an0NHEHO0i cMechio u3oTonor U238 3 U237 8 3asucumMoctu
OT MATepUAJIILHOTO NapaMeTpa B u PCakTUBHOCTH J.

Jlokas3eiBACTCS, YTO KPUTHUHOCTE PACCMATPHBACMON CPebl 3aBHCHT OT HA3BAHHBIX
napamMeTpoB CTPOro MOHOTOHHO. OTCrOAA ClIEAYeT CYLECTBOBAHUE, HECYLIECTBOBA-
HHUC W B CJ1y4ae CYLICCTBOBAHWS €AHHCTBEHHOCTh KPUTHUYCCKUX TTapaMeTPOB.

HcenenoBatnst npoBOoAsaTCs QPYHKIMOHATILHO-AHATHTHYECKMMH METOIAMU B IPO-
crpancTBe BaHaxa ¢ KOHYCOM IMOJOXKUTENBHBIX 2JIeMEHToB. CaMOCTOSTENBHOE 3HA-
YEHHE UMEIOT A0Ka3aHHBIE TEOPEMbI 0 MOHOTOHHOM 3aBUCHMMOCTH JOMHHAHTHOTO
COOCTBEHHOTO 3HAYCHUST A -IIOJOXKUTEAbHOTO oncpatopa Pazona-Hukonbckoro,
3aBpcAuIero oT napaMeTpa.

Teopema D. ITycms

1. 4" — TenecHbId KOHYC.

2. Jan Be® A(B) = C(B) + D(B) ssanemes cuavito A '-notoscumenvhsim one-
pamopom Padona-Huxoascrozo. (& obosnavaem unmepsan sewjecmsennoii ocu.)

3. Onepamop-ynxyus A = A(P) nenpepoigna ¢ 3.
4. Jlaa cnekmpanviblx paouycos R, Rppy cnpasedausst nepasencmesa
Ryp Z R> Rpyy, Be®,
20e R ne sasucum om f3.
5. Haa ecaxozo enympennezo 6ekmopa X € A CRpagedAuso coomuoweue
{[A(B) — A(B)] x — «(p, B)x} e A,
2de B, f)y>0 oan B > P

IHpu gvinoanenuu ycaosuii 1.—5. @yuxyus py = p,(ff) nenpepuisna u cmpo2o mono-
monna 8 &, m. e. 0an domunanmieix cobemsennvrx snavenuti fo( ), po(B) onepamopos
A(B"), A(B) umeem mecmo nepasencmso

nolB) < nolB) oun fi < B

CyluscTroBanme NOJIOXUTENLHOTO JOMWHAHTHOTO COOCTBEHHOTO 3HAYCHUS CHJlb-
HO A -nosioxuTenbHOro ornepatopa PagoHa-HHKONbCKIro mOKasbiBacTes Tak xKe,
KaK B Cily4ae BIIOJIHE HeNPepLIBHoro onepatopa [3] (CM. TEOpPeMy B).
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Summary

NEUTRON CHAIN REACTION WITH FAST NEUTRONS

[vo MaAREK

This paper is concerned with the existence of the exact solution of the problem
defined in [2], where this problem is solved only approximately. The possibility of
sustaining of the neutron chain reaction in a given slab medium containing a mixture
of U?*® and U??? is studied in dependence on the material parameter B and on the
reactivity y.

It is proved that the criticality of the studied medium depends monotonously on
each parameter. The existence or non-existence and the unicity of critical parameters
in case of existence follows hence.

The examination is based on an application of functional-analytical methods in
Banach space with a cone of positive elements. The theorems A-D possess a signifi-
cance of their own without being independent on the problems solved in this paper.

Theorem D. Suppose the following:

1. A" is volume-type cone.

2. For any e G, A(B) = C(B) + D(P) is a strongly A'-positive Radon-Nicolski
operator. (& denotes an interval of real numbers.)
3. The operator-function A = A(p) is continuous in the set .
4. The inequalities
Ragy 2 R > Rpyy, fe®

hold for the spectral radii R 45, Rpp) of the operators A(f), D(B), where R is inde-
pendent of f.

5. For any x e Int & (Int " denotes the interior of the cone .Y) and for § < ',
Be®, B e® there holds

{{4(B) — A(PY] x — a(B, B)x} e A",
where a(B, f') > 0.

Then the function py = po(B) is continuous and strongly monotonous in the set &,
i. e. the inequality

1o(B) < wo(B). B <P,
holds for the dominant eigenvalues of the operators A(f'), A(B).
The existence of a positive eigenvalue of a strongly 4 -positive Radon-Nicolski
operator can be proved similarly as in the case of a compact operator [3] (see theo-
rem B).

Adresa autora: Ivo Marek C.8c., Ustav jaderného vyzkumu CSAV, Rez?, p. Klecany.
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