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SVAZEK 8 (1963) APLIKACE MATEMATIKY ¢isLo 3

RESENI ALGEBRAICKE ROVNICE »n-TEHO STUPNE S REALNYMI
KLADNYMI KORENY POMOCI PROGRAMU NA SAMOCINNEM
ELEKTRONICKEM CISLICOVEM POCITACI NATIONAL-ELLIOTT 803

VasiL IvaNnov, MiLaN PICEK

(Doslo dne 21. biezna 1962.)

Program k feSeni algebraickych rovnic n-tého stupné popsany v nasledu-
jicich odstavcich byl uZit v konkrétnim pFipadé jako podprogram k. vySetio-
vani parametrl vlastniho kmitdni mechanickych soustav vy$iiho stupné
volnosti.

K jeho samostatnému pouZiti byly ndlezit€é upraveny jeho vstupni a vy-
stupni instrukce.

Program‘) je zaloZen v podstaté na Newtonové metodé FeSeni algebraickych rovnic
n-tého stupné. Jak zndmo, pouZiva se viak obvykle Newtonovy metody jen k zpiesiio-
vani pfedem vypoctenych nebo volenych pfibliznych kofent. Pfitom podle vZitych
piedstav se jedna jen o rychlé ziskani vétsiho poctu presnych desetinnych mist hleda-
nych hodnot. VyZaduje se tedy jiZz u samotnych pfibliZnych hodnot kofent vkladanych
do itera¢niho procesu znacna piesnost, aby vypodet byl rychly nebo vibec skongil
zdarng.?)

Resena rovnice:
m X
Y= () =Y agid" " = apoi™ + a A"+ o+ ag, = 0.
i=0

Pouzité iteracni schéma Newtonovo:

(1) o) — JOSS)
S'O557)
3
() A=A + Y,
k=1

1) Program je vyuZivan k rozvinuti charakteristického determinantu matice az 24. fadu a k vy-
poétu sloZzek odpovidajicich vlastnich vektort metodou Danilevského. Algebraickd rovnice aZz
24. stupné, ktera se pii feSeni vyskytuje, je zpracovina zplisobem v tomto ¢lanku piedkladanym.

2) 3azycrun B. J1.: ,,CrpaBoyYHUK MO YHCIICHHBIM METOJAM PEUICHUS ypaBueHui'® — viz hodno-
ceni metod, str. 162.

216



2,

. hodnota opravovaného kofene,

J-1
vyraz (l) ... b&na oprava pfibliZzné hodnoty vysetfovaného kofene,
vyraz (2) ... kofen rovnice s pfedem poZadovanou pfesnosti odpovidajici praktickym

i¢efdm ulohy.

Vyéisleni oprav e pribliznych hodnot kofend je v konkrétnich pfipadech vy-
podtu vedeno v Hornerové schémalu.})

V pfipadé popisovaného programu je ve skutecnosti pouZito zpisobu vypoctu, jenZ
je kombinaci metod Lobacevského*) a Newtonovy. Nejedna se o novinku. V literatute
jsou zminky o pouZiti metody Lobacevského ve stejné funkci, avSak v kombinaci
s jinymi metodami.

Metoda Lobacevského byla v pocatcich studia celkového problému minéna jako
nevyhnutelny pomocnik iteraéniho schématu Newtonovy metody pravé pohotovym
vypoctenim pfibliznych hodnot nezndmych kofenl rovnice a to v jejich plném poctu.

V pritbéhu prace na programu se viak zjistilo, 7e¢ z dané rovnice transformované ve
smyslu metody Lobacevského,®) postadi vypocist jen hodnotu jednoho kofeue, ktera
je pro tento prvni krok transformace nejpiesnéjsi. Je to priblizna hodnota koiene, vy-
poétena z poslednich tii koeficientl vySetfované rovnice

!
(I m
ae ().
G- 1

kde
’ 2
(3) Ay, = aO,m s
' 2
(4) -y = dom—-1 — 2a0,ma0,m—-2 .

Vyrazy (3) a (4) ilustruji prvni krok Gpravy uvedenych koeficientt rovnice podle me-
tody Lobadevského.®)

Timto prvanim pfibliZznym kofenem se uvadi do chodu iteraéni postup Newtoniy,
jeho? vysledkem je prvni presny kofen vySetfované rovnice’) a ponévadz je postup
veden v Hornerové schématu, dostanou se takto zarovei koeficienty polynomu, jenZ
je o stupen nizsi nez predchozi, tvaru

(5) (02" -+ ay A7+ o+ ay),

3) 3azycxun B. JI.: ,,ClIpaBOMHHK IO YUCIICHHBIM METOAAM DELUCHUS YpaBHEHHIH', str. 32.

4) Tamtéz, str. 62.

3) Tamtéy, str. 64,

°) K odhadu nejniz§iho kotene byla zde uZita metoda Lobalevského. Vyhovuje bezpeiné
pozadovanym podminkam. Je ticba viak fici, Ze k tomuto uéelu se mohou osvédéit i jiné metody,
napfiklad metoda regula falsi.

7) Timto prvnim krokem funkce metody LobaCevského kondi.
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kde

n=m-—1,

Tento postup je v dal§im opakovan systematicky s jedinou podstatnou zménou, ktera
obchézi nutnost mit pro nasledujici iteraéni kroky odpovidajici pfiblizné kofeny. P¥i
hledani kteréhokoli z nasledujicich pfesnych kofeni vkladame totiZ do iterace jako
jeho ,,pfibliZnou* hodnotu vZdy hodnotu ptesného kofene, ziskaného v pfedchozim
kroku. Podle toho tedy druhy pfesny kofen se obdrZi tim, Ze se ,,zpfesiuje* ziskany
JiZ prvni presny kofen. To ma za nasledek opét dalsi sniZeni stupné predchoziho poly-
nomu, ktery ma obecny tvar

n
(6) ,Zoa(""")‘i . ’%n_‘ >
=
kde
0O<n<m,

podle obvyklého postupu v Hornerové schématu.

e

v

Obr, 1.

Nasledujici pfesné kofeny (tfeti aZ n-ty) a jim odpovidajici polynomy niZSich stupfit
se obdrzi podobné jako v pfipadé druhého kofene.

Nejvétsi vyhoda tohoto zpilisobu vyuZiti Newtonovy metody tkvi v tom, Ze pribch
vypoétu se stava zcela jednoznaénym a plynulym. Toto zjednoduSeni vypoctového

218



postupu rozhodujicim zpisobem pfispélo k vystavbé programu pro samodinny
pocitac.

Oduvodnéni vZitého zplsobu vypoétu lze ilustrovat grafickym znazornénim funkci
odpovidajicim jednotlivym polynomim ziskanym postupné v prabéhu vypoétu
(viz obr. 1). Kazd4 z krivek znazorfiujici pribéh zminénych funkci protind osu A
tolikrat, kolikatého stupné je odpovidajici polynom. Znamena to, Ze kterakoli z funkci
pfi tomto uspofadani vypoltu je v useku, ve kterém se dal§i pfesny kofen hleda,
monotonni a ohrani¢end. Tato skutednost zarucuje konvergenci pouZitého Newtono-
va iteraéniho postupu. (K hodnot& pfesného kofene se bliZime tak, Ze hodnota funkce
i jeji derivace neméni znaménko.) Z obr. 1 je dale vidét, Ze pfi tomto usporadani vy-
poctu velky rozdil hodnot dvou sousednich pfesnych kofent v Zadném ptipadé ne-
ohroZuje vypocet. Dikladnéjsim rozborem lze zjistit, Ze kiivost funkci odpovidajicich
jednotlivym polynomiim se postupné zmen$uje — priib&hy se narovnavaji — tim se
podstatné zvysuje rychlost konvergence iteracniho postupu bez ohledu na vzdalenost
,,priblizného* od pfesného kofene, ktery pravé vysetfujeme.

Je ziejmé, Ze téhoZ postupu lze uZit i pro algebraické rovnice n-tého stupné& s obec-
nymi realnymi kofeny pokud se ve smyslu metody vhodné zvoli ,, 1o,

Lze dokazat, Ze i pokud ma polynom nasobné kofeny, dojde se touto metodou
k cili, pokud poZadovana pfesnost kofend neni tak velka, aby vlivem zaokrouhlova-
cich chyb doslo k situaci, Ze
ﬂﬂ’ g
f'()

Popsany zplisob fefeni rovnic n-tého stupné byl sice v tomto pfipadé vyuZit pro
feseni loh na samod¢inném po¢itaci, hodi se v8ak i k zpracovani uloh jinymi prostied-
ky bez ohledu na stupent mechanisace ¢i automatisace.

Reseni problému neni komplexni a autofi ¢lanku chapou popis metody jako pii-
spévek ke komplexnimu Feseni.

PRIKLAD RESENiI ROVNICE 5. STUPNE V UPRAVE, KTERA NAPODOBUJE
UPRAVU PORIZENOU SAMOCINNYM POCITACEM ELLIOTT 8038%)

KOEFICIENTY SEKULARNI ROVNICE:

—.350577704/ 02
.364721119/ 03
—.116908255/ 04
.131887664/ 04
— 400159672/ 03

Semilogaritmicky tvar Cisel v na§em piikladé jest jeden z moZnych vystupt informace.
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Obr. 2. Blokové schéma programu.



KORENY SEKULARNI ROVNICE:

475318461/ 00
.155086613/ 01
244102055/ 01
.118949895/ 02
186955760/ 02

Predstavu o pfesnosti vypoctu ziskame dosazenim
vypoctenych kofenii do piivodni rovnice. Pribch a
vysledky dosazeni pro nag piiklad jsou sefazeny
v uvedené tabulce.

Dosazovani bylo provedeno kalkulaénim auto-
matem ,,Mercedes.

Viimneme-li si vypoctenych residui, miZeme
usoudit, Ze dosaZena presnost je v praméru véetné
5. desetinného mista.

Metody pouzivané k Feseni algebraickych rovnic
n-tého stupné vykazuji zpravidla zmenseni pfesnosti
u hodnot vyssich kofenti. Markantnirozdil pfesnosti
u posledniho kofene v nasem piikladé vsak je zavi-
nén hlavné tim, Ze pfi pouZité technice neni mozno
respektovat vétsi pocet desetinnych mist.

Presnost, sledovana samcéinnym elektronickym
pocitadem, je vCetné patého desetinného mista.
Vysledky dosazovani této skutenosti odpovidaji.
Prisn&jsi podminku ptesnosti nebylo moZné pfipus-
tit, uvazime-li, Ze v programu bylo zatim uvZito jed-
noduché aritmetiky. Znamenalo by to ohroZeni
stability pritbéhu vypoctu.
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Pesrome

PEITEHME AJITEBPAUYECKOTO YPABHEHUS n-OW CTEIIEHH
C BEUECTBEHHbIMI JTOJIOXKUTEJBHBIMUY KOPHSIMU
TPU ITOMOIUIX TIPOPAMMBI HO ABTOMATUYECKONM
DJIEKTPOHHOI BBIUMCIUTEIBHON MAUIMHE MAPKHU

NATIONAL-ELLIOTT 803

BACUJI MBAHOB, MWJIAH IMTULEK (Vasil Ivanov, Milan Picek)

IMpenmnaraemselil HOBBLI cnoco® peuleHust areGpandecKuX ypaBHEHUH n-0i cTeneHu
OCHOBAH Ha KJIacCHUeCKOU uTepanuuoHHoi cxeme HoroToHna, HeoOxonumbie 3HAYCHHS
(GYyHKUHK M COOTBETCTBYIOLLME WM NMPOU3BOJAHbBIC BLIYMCISIIOTCS 110 cxeMe [ophepa.
B panHom ciyuae ucnoyib3dyeTcst ToT akT, 4T0 cxema [opHepa, nmoMuMo npuse-
JCHHBIX 3HAueHMH, naeT Takxke KOIDPHIMEHTHl COOTBETCTBYIOUIHX MHOTOYJICHOB
HUCLINX CTeNeHel B KaX/10M M3 NOCHEHMX 1UAr0B UTePALMH 1JI5 COOTBETCTBYIOLIETO
KopHsa. KonudecTBo Touek nepeceyeHust rpaduka (pyHKOUU COOTBETCTBYIOLIETO MHO-
roujicHa HUCIIeH CTeneHu (B clyyae BELIECTBEHHBIX KOPHEH) C OCBIO apryMenTa
PaBHO CTeNeHn 3TOr0 MHOTroWIeHa. B MHTEpBaNe MCXKAY NPEeaIIeCTBYFOUIMM BBIYKC~

JIECHHBIM KOPHEM M HCKOMBLIM KOPHEM (byHKunﬂ B JAHHOM (CJIy4yae OTJIMYACTCSI MOHO~
TOHHOCTBIO.

TakuMm 006pa3zoM ObUTO CACNAHO 3AKIFOYCHHE, YTO JJIA {IOJIYYCHHUS TOYHOIO 3HA-
YCHUSA TIOCIACAYIOLIEIO KOPHSA B JAHHOM CJy4ac HeT HaJJOOHOCTH B CHENMAJIbLHOM
HAXOXJEHUM MPUOIMKEHHOTO 3HAYCHUSI KOPHS; BMECTO HCTO MOXKHO MCIOJbL30BATh
TMOJIYYEHHOE YXKe MPU MPEeALIECTBYOIUX BEIYUCICHHSIX TOYHOC 3HAYEHUE KOPHS.

B 5ToM 3aKmrovaeTCA CYIIHOCTh BIMUCIEHHS IO NPEAIAraeMOMYy HOBOMY METOAY.
EcTecTBEHHBIM pe3ybTaTOM TAKOI'0 X0[a BBIUUCIICHUS SIBISIETCS MOJIHAS OJAHO3HAY-
HOCTB TIPOIECca HTEPALMHM, YTO OBUIO IPOBEPEHO B HEJIOM Psijie MPUMEPOB.

Jis mpakTUYeCKOro MCI0JIb30BaHMSA OBUT ONMCAHHBIA METOJ IPUMCHEH IIPU CO-

CTABJICHUM MPOT PAMMBI JIJI51 ABTOMATHYECKOW IEKTPOHHON BLIMUCIUTCIBHOW MAIlK-
el Mapku NATIONAL-ELLIOTT 803.
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Zusammenfassung

LOSUNG EINER ALGEBRAISCHEN GLEICHUNG n-TEN GRADES

MIT REELLEN POSITIVEN WURZELN DURCH EIN PROGRAMM

FUR DIE PROGRAMMGESTEUERTE ELEKTRONISCHE DIGITALE
RECHENANLAGE NATIONAL-ELLIOTT 803

VasiL IvaNov, MILAN PICEK

Die hier entwickelte neue Methode zur Losung algebraischer Gleichungen n-ter
Ordnung beruht auf dem klassischen Newton’schen lterations-Verfahren. Die nétigen
Funktionsgrossen und zugehdrigen Derivationen werden nach dem Horner’schen
Verfahren berechnet. Hierbei wird von der Tatsache Gebrauch gemacht, dass das
Horner’sche Verfahren neben den angegebenen Werten auch die Koeffizienten der zu-
stindigen Polynome niedrigerer Ordnung in jedem der letzten Schritte der Iteration
fur die zugeordnete Wurzel angibt. Die Anzahl der Punkte, in denen die dem zugehori-
gen Polynom niedrigerer Ordnung (unter der Voraussetzung reeler Wurzeln) ent-
sprechende Funktionskurve die Achse des Arguments schneidet, entspricht der Gros-
senordnung des zugehorigen Polynoms. Im Intervall zwischen der vorhergehenden zu
der gesuchten Wurzel hat die Funktion im gegebenen Fall einen monotonen Verlauf.
Dieser Umstand fiihrte zur Enthiillung der Tatsache, dass in diesem Fall zur Bestim-
mung der nachfolgenden genauen Wurzel der besonders erzielte Anndherungswert der
Wurzel nicht benétigt wird und dass vielmehr statt dessen der Wert der vorher be-
rechneten genauen Wurzel angewendet werden kann.

Dies bildet die Grundlage des neuen numerischen Verfahrens. Die natiirliche Folge
dieser Anordnung ist ein durchaus eindeutiger und glatter Verlauf der Iteration, was
an zahlreichen Beispielen bewiesen wurde. Das beschriebene Verfahren wurde fiir ihre
praktische Anwendung als Programm fiir die automatische Rechenmaschine NA-
TIONAL-ELLIOTT 803 ausgearbeitet.

Adresy autorii: Ing. Vasil Ivanov, Energoprojekt, Bubenska 1, Praha 7. — Ing. Milan Picek,
Energoprojekt, Bubenska 1, Praha 7.
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