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SVAZEK 8 (1963) APLIKACE MATEMATIKY ČÍSLO 4 

ЗАДАЧА АЛЬМАНЗИ ДЛЯ ОДНОРОДНОГО ОРТОТРОПНОГО 

ЦИЛИНДРИЧЕСКОГО БРУСА 

Г. М. ХАТИАШВИЛИ 

(Поступило в редакцию 8-го октября 1962 г.) 

В работе получено эффективное решение задачи Альманзи для орто-
тропного цилиндрического бруса. В частном случае эллиптического 
ортотропного цилиндра даются напряжения в виде сходящихся рядов. 

Задача об упругом равновесии однородного изотропного цилиндрического 

бруса, когда составляющие внешних усилий, действующих на боковую поверх­

ность бруса, заданы в виде полиномов по степеням осевой координаты 2, 

впервые была решена Е. Альманзи в работе [I]. В дальнейшем эту задачу 

будем называть задачей Альманзи. 

Аналогичная задача для цилиндрического бруса с произвольной анизотропией 

изучена в работе [2]. Доказано, что задача может быть сведена к задаче нахож­

дения определенной последовательности функций двух координат. 

Задача Альманзи для бруса обладающей прямолинейной анизотропией 

с одной плоскостью упругой симметрии, когда внешние усилия приводятся 

к скручиваемым парам, рассмотрена в работе [3]. 

В настоящей статье дается эффективное решение задачи Альманзи для 

ортотропного бруса и с применением теорий интегральных уравнений, для 

эллиптического бруса компоненты напряжения, найдены в виде сходящихся 

рядов, являющиеся решением задачи Альманзи. 

§ 1. Рассмотрим однородный ортотропный цилиндрический брус. Начало 

координат поместим в центре инерции одного из оснований бруса. Назовем 

условно это основание нижним. Оси ох и оу направим по главным осям инерции 

нижнего основания, а ось 02 — параллельно образующим цилиндрического 

бруса. Пусть оси координат совпадают с главными направлениями упругости, 

ортотропного бруса. Тогда, зависимость между компонентами деформации е]к 

и компонентами напряжений т]к (I, к = 1, 2, 3), как известно [4], можно запи­

сать в следующем виде: 
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(1.1) е п = " ; ( ^ 1 1 ' - 1 1 + < т 1 2 т 2 2 - а 1 Т з з ) , 
.с 

^33 = " ( Т 3 3 ~" ° 1 Т 1 1 - °"2Т22) > 

где Е — модуль Юнга, соответствующий растяжению в направлении оси ог\ 
(7115 ог22, <х12, 0"1? <х2 — коэффициенты Пуассона. Например, о^ — коэффициент 
Пуассона для укорочения в направлении оси ох напряжения т 3 3 ; Ь, М, N — мо­
дули сдвига. 

Для простоты изложения предположим, что сечение бруса плоскостью 
перпендикулярной оси о~, представляет собой односвязную область С ограни­
ченную кривой $. Через п обозначим внешнюю нормаль к 5. Будем считать, 
что объемные силы отсутствуют. Обозначим цилиндрическую поверхность, 
ограничивающую брус, через Т. 

Определим упругое равновесие ортотропного цилиндрического бруса, когда 
составляющие по осям координат внешних усилий, действующих на внешнюю 
боковую поверхность Т бруса имеют следующий вид: 

(1-2) Ъ-Ът&Р&у)* 0 = 1,2,3), 
* = 0 

где Х](х, у) заданные на Т функций, а / — произвольное целое неотрицательное 
число. 

Рассмотрим частный случай нагрузки (1.2). Пусть Ту (] = 19 2, 3) определены 
равенствами: 

(1.3*) т* = х,(х, у) 2 ' 0 = 1,2,3). 
Очевидно, зная способ решения задачи упругого равновесия бруса при боко­

вой нагрузке (1.3*), легко можно найти решение задачи и в случае нагрузки (1.2). 
Рассмотрим задачу Альманзи с граничными условиями (1.3*). Допустим, 

что решение этой задачи известно, т. е. известны компоненты напряжения 
т д (1\ к = 1, 2, 3) удовлетворяющие граничным условиям т и со$ (п, х) + 
+ т2)

 С 0 5 (и- у) = Х](х> У) 2* (1-3) и определим упругое равновесие цилиндричес­
кого бруса, когда составляющие по координатным осям усилий, действующих 
на поверхность Тимеют следующий вид: 

(1.4) т, = хАх,у)~1+1. 

Таким образом, нашей задачей является найти компоненты напряжений 
Тд (]9 к = 1, 2, 3) соответствующие нагрузке (1.4), когда известны компоненты 
т д (ь к = 1> 2, 3), соответствующие нагрузке (1.3). 

Как известно, искомые компоненты напряжений т д (̂ , к = 1, 2, 3) должны 
удовлетворять во всей области занятой телом однородным уравнениям равно­
весия: 

0.5) ^ + ^ + ^ = 0 0 = 1 , 2 , 3 ) ; 
ОХ Су 02 
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компоненты деформаций е$к связанные с компонентами напряжений т]к 

(_/, к = 1,2,3) равенствами (1.1), должны удовлетворять условиям совмести­
мости Сен-Венана: 

(1 6) д 2 g 2 2

 + Szeҙз = д2eì2 2 õ2eu 

дz2 dy2 dy dz dy dz dx \ dx dy 

___ ___ + __2 

dz 

д2e33 , д2elt _ д2e13 

Ôx2 + , 2-
õ2e7 

dz2 dx dz dx dz dy \ dy 

_ __ъ + ___ + дe2Ъ 

dx 

d2elt d2e22 d2e12 ^ d2eъъ d ( de12 t de2Ъ t delъ 

+ , 2 
dy dx dx dy dx dy dz 

+ —— + 
dz dx dy 

кроме того, компоненты т]к (I, к = 1, 2, 3) должны удовлетворять следующим 
граничным условиям: 

(1.7) ти соз (п, х) + т2,- соз (л, у) = х/х, у) 21+1 (; = 1, 2, 3) 

на поверхности Т. 

Будем искать некоторое частное решение уравнений (1.5) и (1.6) (о чем будет 
сказано ниже) в следующем виде: 

(1.8) U = (' + -) j] т*ќ dz + ^ д ( x , y) (j, fc = 1, 2, 3), 

где 1̂ д (;, /с = 1, 2, 3) искомые неизвестные функции. 

Компоненты деформации е)к соответствующие компонентам т_ (), к — 1, 2, 3) 
будут определены равенствами: 

(1.9) en = 

ЄTJ — - 2 2 

c 3 3 

Є-y -x — 

1 + /) | eu dz + — — (O-цivУц + o-12i>22 - ö-^зз) > 
o Ь 

d z + — — ((71 2lAli + ^22^22 ~ ^ З з ) , i + o 

i + o 

i + o 

1 + OÍ I e*l3áz + 

iť 

?* 3dz + — - — (lAзз ~ °iФii ~ V2Ф22), 
E 

'Ze*2dz + Һl 
0 !V 

Źìi 
м 

1 + dz + i-î-
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Подставляя значения х)к из (1.8) в уравнения (1.5) и значения е)к (_/, к — 1, 2, 3) 
Из (1.9) — в условия совместимости (1.6), получим, что искомые функции ф}к 

(Л /с = 1, 2, 3) должны удовлетворять следующей системе дифференциальных 
уравнений в частных производных: 

(1.Ю) _ * и + _^2_ + т*3(х, у, 0) = 0 (. = 1, 2, 3), 

д 2 а 2 

ГЧ (*11^11 + <Г_2̂ 22 ~ ^1>3з) + Т^&иФи + ^22^22 ~ <Г2Фзз) = 
ду дх2 

- Е ^ 1 2 

N .Эх ду 

^ ( ^ 3 3 - ^ 1 1 - ^ 2 2 ) = ̂ № - ^ 1 . 

Т ^ (^зз - М ' и - <г2^22) = Е — - - - - - - - , 
^ 1_ зх зг ^-= 0 

о д2 I, , , ч ^ Г ^ * з Зе.з Зе*Л 

2 - ^ (<Азз - М ' и - ^ 2 2 ) = -г т ^ + т ^ - т 1 1 ; 
ох ду ^ ду дх дг ^_ = 0 

(1.Ц) 1 _!_И _________ Г2 __1 _ __!_] 
М йхйу ^ дх2 [ ду их ^-= 0 ' 

±_____±____ = [2М?_МЛ ; 
^ дхду М ду2 |_ дх ду ] 2 = 0 ' 

где _д компоненты деформации соответствующие известным компонентам 
напряжения х*к (], к = 1, 2, 3). 

Функции «/̂,-к (_, /с = 1, 2, 3) будем искать, как и для изотропного тела [5], 
в следующем виде: 

(1.12) ф1Х = д-^~ |т* 3 (х, у, 0)йх , ф22=
д-^~ Гт*3(х, у, 0)йу , 

> ^13 = -т~- ~ - т Ц х , у, 0) ИХ , 
ду 2 ] 

. д2Ф* 

^12 = ~ ^Y 

дx дy 

Фiз = 

- ^ - i j t * 3 ( x , y , 0 ) d y . 

Значения ф33 легко найти из уравнений (1.10). Выражения (1.12) тождественно 
удовлетворяют первому уравнению из (1.10). Легко проверить, что выражения 
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(1.12) будут удовлетворять всем уравнениям (1.10) если Ф* является частным 
решением уравнения: 

о ^ф1 (о ,о ч Ъ*ФХ 0 а4Ф* 
/»22 — ~ + (Рвв + 2Р12) - — 4 + -*И Т"4 = 

дх4 дх2, ду1 ду* 

= [Ргг\^Лу + ^\°^йх + ^ 1 2 Т * з + < ^ + **«")] , 
где 

_ <*\\~ с\ о Сгг - <*1 п ^ 1 2 - ^1^2 о 1 
Р П — - />22 ™ ™ 5 Р12 > Рбб ~ 77 * 

Е Е Е N 

Подставляя (1.12) в уравнения (1.11), получим, что со1 должна быть каким 
либо решением уравнения 

(из, м^ + фМ(ш^,^У-
дх2 ду2 ^^V ду 2 ду ) 

М Г^ЗЗ л М]- * 1 ^ г Г Г^22 л 1 * 1 
—И&у т 2 2 - 2МЬ — ^ Й У - — т ? 2 . 

2 ] дх N 2 2 _и и дх N 1 2 _и 
2 = 0 

Если ограничится компонентами Тд, для решения уравнений (1.5) и (1.6) 
с граничными условиями (1.7), очевидно, что после подстановки х']к в условия 
(1.7), за счет известных величин ф]к(х, у) (], к = 1, 2, 3) получается дополни­
тельная боковая нагрузка не меняющаяся вдоль образующей цилиндра. Т. е. 
нам придется дополнительно решить задачу Альманзи-Митчела для ортотроп-
ного бруса. Эффективное решение этой задачи дано в работе автора этой 
статьи [6]. 

Добавляя указанное решение к выражению (1.7) окончательно неизвестные 
компоненты напряжений т д (у, к = 1,2, 3), удовлетворяющие уравнениям 
(1.5), (1.6) и граничным условиям (1.7), будем искать в следующем виде: 

(1.14) -±- т и = [\*п йг - [т*з(х, У, 0) их + ^ + ^ | - 2МР + а2Р2х , 
1 + / ]0 .1 ду2 ду2 

— Ц 2̂2 = Г Аг <-- - и*з(*, У, 0) йу + -^ф +дЛ-2ЬР + а3Р3у , 
1 + 1 и .) ах2 ах2 

ţ Л2^ i д2 

T i . L 1 2 
1 + / 

f*z r)2<Ď r)2(B 
r?2 dz - f ^ í - - -̂ -f- + 2«1(M>>

2 - Lx2), 
J 0 Ox Oy Ox Oy 

1 /*-" 1 /* Л ^ Ï7 
т iз = т îз dz т*3(x, y, 0) dx H + 2M — - a2P2Z -

+ / J 0 2} õy дx 1 + / 
2 f)F 
- a2Ex2z + M — - + axEx - 4Ma4i>Z , 
3 Ox 
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1 
т 2 3 

1 + l 
f T*3 áz~\[ T*3(X, y, 0) áy - *-± + 2L ** - a3P3z -
Jo 2J ax O> 

2 _ ? _ dF* 
a3Ly z + L — - + aiFy + 4La4xz , 

3 dy 

T33 = T33 d z + ^1 1" + ~ I + Gl I + 1 ~ 

1 + / Jo W W V^2 dx2) 
- °2 [T23^, y, 0) dy + f ÍY1 - A TÍ3 ~ F f ^ i dxl áx + 

+ F r r i T 2 * 3 - - í - ^ d y i d y + 
J LL } ^ J* = 0 

z = 0 

E fí~de*3 de_\ Oe*2l _ . 
+ * d ^ " V "T~ d j ; -2 (M f f l + L c r 2 - E ) F + 

2 J |_ dx d>> dz J x = 0 

+ а2о^Е2х + «3

(Т2^>зЗ; Н ^ I 0*1 1 + 

з V му 
+ -лЕуъ[(72 1 + (а2о2у + а^^Еху - 2 ^ 2 + 

+ а2Ехг2 + а 3 #у2 2 ; 

где введены следующие обозначения: 

4 

(1.15) Р2 = \Ех2 - 2Мо2у
2 , Р3 = \Еу2 - 2^(т1x

2 , Е = _Г ^ ; 
Л = 2 

°"1ь 1̂2» °"22, 1̂> °"2? #> --/-V, 1/М, 1Д-- модули упругости, т*л и <?*,_ (_/, /с = 1, 2, 3) -
— известные компоненты напряжения и деформации определяющие упругое 
равновесие бруса при граничных условиях (1.3); / — целое неотрицательное 
число, ху(х, у) (_/ = 1, 2, 3) - заданные на Тфункции, постоянные а] (_/ = 1,2,3,4) 
и функции Е}(х, у) () = 1, 2, 3, 4), Ф(х, у), Фг(х, у) - подлежат определению, 
ш1(х> 3;) ~ является частным решением уравнения (1.13) в С. 

Непосредственной подстановкой устанавливаем, что компоненты напряже­
ния (1.14) и соответствующие им компоненты деформации будут удовлетворять 
уравнениям (1.5), (1.6) и граничным условиям (1.7), если функции Е] (_/ = 1,2,3,4) 
и Ф являются решениями следующих граничных задач: 

1°. Д\Е} = 0 в области С , 

= Ч/

]- на границе 5 ; 
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rAe 

(1A6) Ai = M + L , — = M — cos (n, x) + L — cos (n, y) ; 
dx2 dy2 dn dx dy 

(1A7) 'Pi = -a iE [xcos(n ,x) + ycos(n, y)~] + —- cos(n, y) -cos(n, x) + 
dx dy 

+ 
1 f 1 f 
- cos (n, x) т*3(x, y, 0) dx + - cos (n, y) т3 3(x, y, 0) dу , 
2 J 2 

ţP2 _ _ x2 cos (я, x) — Mo2y
2 cos (n, x) , 

iP3 _ — j ; 2 COS (n, y) — LC7iX2 COS (n, y) , 

*P4 = 2[My cos (n, x) — Lx cos (n, y)~\ ; 

2°. Л,Ф = 0 в G. 

дФ 5Фi ^ Гs " 
(1.18) — = - ^ - ± + 2a 4(My 2 - Lx2) cos (n, x) ~ 2LF cos (n, y) -

õx дx J0 _ 

+ a 3 P 3 y cos (n, y) - cos (n, y) т23(x, y, 0) dx \às , 

2a4(My2 — Lx2) cos (n, y) — 2MF cos (n, x) 

+ a2P2x cos (и, x) — cos (n, x) т*3(x, y, 0) dy ds , нa S ; 

<ЭФ __ дФi 

õy дy + 

гдe 

(1.19) ^ = /?22 ^ + (f66 + 2/?12) - | ^ - _ + Pl2 ~ , 
OX Ox Oy Oy 

5 — дуга произвольной точки кривой 5', 

^1(х> 37) ~~ частное решение уравнения: 

(1.20) 

A2Фi = 
'д2т* 

Ѓ дx2 -~Гdx + 7- ^ І 2 T * 3 + ^ 2 2 f ^ * 1 ) 
д j r дz 

+ 
Jr = 0 

Я 2 /̂  Я 2 Р 
+ 2М(/?22 + 2(т_) - — 1 + 2_{/?п + 2<т2) — - + 2Е(сг12 + <т_(72) (а 3у + а2х) 

ду дх1 

— 2(а2о2х + а3<71з;) + (а2Ьа2/?ц + а3Мо1Р22) в области О. 
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Как известно [7], необходимое и достаточное условие существования гра­
ничных задач [1°] состоит в следующем: 

(1.21) ^.(s)ds = 0 (j = l ,2,3,4) 

Легко проверить, что условие (1.21) при 7 = 4 выполнено, при ) = 2, 3 — сво­
дится к равенствам | | 0 у <1<т = | | 0 х (1а = 0, что выполнены за счет выбора на­
чала системы координат, а для выполнения (1.21) при; = V должны иметь: 

axE(x cos (и, x) + y cos (п, y)) -.— cos (n, x) т*,3(x, y> 0) áx 
JsL ds 2 J 

- cos (n, j ) т*3(x, у, 0) ày ds = 0 ; 

+ 

+ 

что будет выполнено если постоянное ах будет выбран следующим образом: 

1 
(1.22) — — x*33(x,y,0)da, 

2FÍ2CJJC 

где 00 — плошадь области С. 
Мы считаем, что со1 является однозначной функцией дуги 5 кривой 5. В про­

тивном случае в правой части (1.22) мы получим дополнительное слагаемое. 
Для существования решения граничной задачи 2° необходимо и достаточно 

[8], чтобы граничные значения на 5 выражений дФ/дх, дФ/ду и Ф оставались 
однозначными при обходе контура. 

Учитывая выражения (1.18), простые вычисления показывают что для одно­
значности дФ/дх и дФ/ду постоянные а2 и а3 должны быть определены равен­
ствами: 

(1.23) a2 = - — 4з(x> У> °) áa> aз = — - **з(*> У> 0) àa ; 
2ElJJc 2ELJJ0 

гдe 

I,= \\fà°> J - í yгåa . 

Для однозначности функции Ф, постоянное а 4 должно быть определено 
равенством: 

(1.24) 

гдe 

M* = 

a, = 

M* + ľľ [yтî3(x, y, 0) - xт*3(x, y, 0)] áa 

Я.[-
GP4 

дx 
-y) +L (

dI± 
\dy + x j d<т, 

ÍШ 
ђғ, ђғ, 

My —'- + Lx —'- ) + 2(Ma2y
3 + L<т,x3) - Exy(a3y + a2x) 

ђx ђy 
d<т. 
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Определив искомые постоянные а] (; = 1,2, 3, 4) и доказав существование 
решения граничных задач Г и 2°, этим самым мы доказали, что компоненты 
напряжения х]к (7, к = 1, 2, 3) определенные равенствами (1.14) удовлетворяют 
уравнениям (1.5), (1.6) и граничным условиям (1.7), если известны компонен­
ты х*к (], к = 1, 2, 3) удовлетворяющие тем же уравнениям и граничным усло­
виям (1.3). Т. е., если определено упругое равновесие ортотропного цилиндри­
ческого бруса, когда составляющие по координатным осям внешних усилий 
на боковую поверхность имеют вид х$ = %у(х, у) г\ где / — целое неотрица­
тельное число, тогда мы можем решить задачу и в том числе, когда т,- = 
= хАх,у)г1+10 = 1,2,3). 

Так как, в указанной статье [6] нами решена задача, когда / = 0, то последо­
вательно переходя от / к / + 1, можем решить задачу Альманзи для любого 
неотрицательного целого числа /. 

Заметим, что зная явное выражение компонентов напряжения задачи Альман­
зи для ортотропного бруса, для случая / = 0 последовательным интегрирова­
нием по 2 по указанной схеме мы могли, для любого целого неотрицательного / 
написать явное выражение компонентов напряжения задачи Альманзи. Но это 
не сделано потому, что во первых: эти выражения были бы очень громоздки, 
и во вторых: при решении конкретных задач надо строить компоненты напря­
жения, начиная с / = 0, хотя-бы для вычислений правых частей уравнений (1.13) 
и (1.20). Все это станет ясным при решении задачи Альманзи для конкретных 
тел. 

§ 2. Для примера рассмотрим упругое равновесие ортотропного эллипти­
ческого бруса. Пусть сечение бруса, плоскостью перпендикулярной оси от. 
представляет собой эллиптическую облает С ограниченную эллипсом 5. 
Обозначим большую и малую полуоси эллипса соответственно через а и Ъ. 
Пусть оси ох и оу по направлению совпадают соответственно с полуосями а и Ь. 
Начало системы координации делит фокусное расстояние пополам. Для точки 
<2(<̂ , ц) эллипса 5 имеем: 

^ = а сов $ , /| = о м п 9 , 

/^ *\ / \ Ь С08 $ / ч Я 81П 9 
(2.1) со8 (и, х) = — — , со8 (и, у) = 

^а2 8ш2 9 + Ъ2 со*2 9 ^а2 8 т 2 3 + Ъ2 со82 3 

Введем некоторые обозначения: 

,~ «\ М „ а — тЪ ,„ . ч 

(2.2) т = / — , Л = , $ = х + гту — (с + 1тп), 20 = х + 1ту ; 
/у Ь а + тЬ 

(2-3) .. = —1— ( 2 о + ^-о 2 - (а2 - т*Ь2)) , 
а + то 

Ч = — - — (г 0 - у/Щ-{а*-т2Ъ2)) ; 
а + то 
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, ч - ЕЬ2 + 2 - ^ а 2 _ Ед 2 + 2Мсг2Ь
2 _ 1Л 

( ' ] 1 = Ь(а 2 + З т 2 Ь 2 ) ' "" М(3я2 + т2Ь2)' I, ; 

(2.5) I! = а2 - т2Ь2 , 12 - а 2 + т 2 Ь 2 , Iз - ЗЕЬ2 - 21л71а
2 , 

/ 4 = ЗЕа2 - 2М<г2Ь
2 , I5 = За 2 - т2Ъ2 , / 6 = а 2 - З т 2 Ь 2 . 

Пусть 1*ЬЛ и —/Ьл (/с = 1, 2; Ьл > 0, г2 = — 1) — корни характеристического 
биквадратного уравнения: 

(2.6) ^ / + (Рве + 2р12) а2 + /?22 = 0 . 

Рассмотрим постоянные [9]: 

(2.7) , ,--*±-. ,,.--+1__> р,.Ь_А, 
Ь2 - Ьх _*/Ь2 - Ьх) ь 2 - ь х 

*_4=_Ь_. 0 = |,2). 
ь2 - ьх 

Введем обозначения: 

(2.8) А, = _ - ^ , 2 , = х + 1Ь,у, а, = г, - С - <Ь/Ь О' = 1 . 2 ) , 
а + Ь,Ь 

o, = — 1 — (2, + А 2 - а2 + Ь > 2 ) , ,,, = _ А _ (г, - V , 2 - а2 + Ь2Ь2) ; 
а + Ьр а + ЬуЬ 

где Р(х, у) — внутренняя точка эллиптической области С, а (2(%, п) — точка 
эллипса 5, границы области С. 

В работе [6] доказано, что, в чем можно непосредственно убедится, компо­
ненты напряжения т*к (], к = 1, 2, 3), которые являются решением задачи 
Альманзи-Митчела, т. е. компоненты напряжения т*ь которые удовлетворяют 
уравнениям (1.5), (1,6) следующим граничным условиям 

(2.9) т*у со8 (п, х) + х\} со8 (п, у) = ту(х, у) на Т (] = 1, 2, 3), 

(где т7-(х, у) заданные функции) определены равенствами: 

(2.10) 

/Я 
Tìí~2ab 

4 _ ( I + A I ) ( I + A 2 ) - | ľ i ( l - A . ) ( l + A 2 ) l + 

+ 1 i £ Ki - A,) o,« - <A°) + M - m -~=^~k== 
2bj = lk = 2 jzj _ a2 + 0

2p2 

- fl3 MCiV.(x, >>) - -3- m2/3>> - ^ MC2v2(x, y) - ~l /4x + %a°AM^xy • 
6 4 6 4 

o r o r o 
- 2a°Ma2>>2x + - 2 Ex3 + - _ j 3 + - 2 

3 6ß22 2(2/?12 + /?66) 
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т* ~ 
т 2 2 — 

-Ş-(l + A,)(l + A2) - fi-Џ - (1 - A.)(l - A2)] 
2a 2a O 

tfc - tfc 

_jl ЃJ2 

•j z oo 

- 1 X X fe(l + A,) [r,(a„ - i/?„) + sfy°k - iS°)] -
2a j = i*: = 2 ^/z^ _ a 2 + ř,?62 

- -I L^v,(x, y)-^hy~\ a°LC2v2(x, y) - ^- /4x + 8a°EC3xy -
4m 

- 2a°L<r1x
2y + - Ey3 + -$- x3 -I 

F0 

1 3 
6/?u 2(20,2 + jS66) 

0? ay o 
*5з = «x, Ą [4 ~ (1 - Ai)(l - A2)] - <г_ ̂ i ( l - A.)(l + A2) -

2aЬ 2O 

- aг ^ ( 1 + A.)(l + A2) - a 2 - ^ [4 - (l - At) (l - A2)] + 
2a 2ab 

-| 2 oo 

+ — Re I Z {fc«xi«(i - A,) [P,(«° - ifi) + qfyl - <A0)] -
2ab J=ifc=2 

a2bk(i + A,) [r,(a° - ip°k) + Sj(y°k - ia°k)]} 
ř- - tk 

lП llг 

yfâ -*2 + Ь)bг + 

гW r°v3 

+ a, ---- + a2 ---
6B22 

T\ 
(axx

2 + a2y
2) + Exy(a°2a2y + a°3aíx)-

6/?n 2(2pi2 + p66) 

2aía2xy(a\Lx + a°2My) + £ Ex3 Ua, " ~ ) + y l^3 fez - - ) + 

+ a°Exz2 + a°Eyz2 - 2aЏz + - (E - axM - a2Ĺ). 
6 

[ 
3 3 

яSCiVi(x, y) + — / з y ~ «2C2v2(x, у) + — /4x - 24a°C3*y 

2a 
(1 + 2 ^ ( 1 + A2) xo _ а(t - AiҢl - A2) o" 

1 b(í + AŁ)(1 + A2) ' 

- - Re I I *(1 + Л.) [p/ař - i/£) + «Xľ*° - «A°)] 
/'• - f * 
'./I J2 

2a j = ì л = 2 
ч/z 2 - a 2 + b > 2 

"I3 xу - 2a?(M.у2 - Lx2), 
2/?l2 + ßвв 

241 



TÍ 3 = ^MCaSxj ; + LC2a°2(x
2 - m2y2) - -1 LC27j + ̂  J4 - 8a4MÍ3yl z + 

+ 2M (a\o2y
2 - ^ Ex2 - 2a°4y\ z + a\Ex -

oo Jí JÍ 

mRe^K-iB,0) 
* = 1 Jz2

0 - a2 + m2b2 

|La0Cj(x2 - m V ) - 2L£2a°mx>> - ^ I r j l . + ~ h - 8a°MC3x 1 z + 

+ 2L( a°ff,x2 - — j>2 + 2a°x j z + a\Ey -

-ІRe£(B° + ІA0) t f c , f c 
2 Ч ~ ř 

У/ZІ - a2 + m 2 b 2 

где <ти, (Т12, <т22, <т1? <т2, Е, 1/Ь, 1/М, 1/_\7" - модули упругости, т , А, Су (/ = 1, 2,3), 
2к((к = О, 1, 2), *_, Г2, Г71, ^ 2 Д / 0 = 1, 2,..., 6); гр р]9 8Р ^ () = 1, 2) определены 
равенствами (1.1) —(1.8); для сокращения записи введены следующие обозна­

чения: 
3 

vi(x> y) = 6x2y — 2m 2 y 3 — - (a2 — m 2b 2) y, 

vi(x> У) = 2x3 — 6m2xу2 (a 2 — m 2b 2) x ; 

p т ^ S ) dЗ Ґ"т_(Э) d£ Ґ*т_(3) dЗ 

(2.Ц) a ° = - Ь , a_ = - - Ь , a° = - - Ь , 
InEab nEaъb nEab3 

/»2я 

2/2 (т° sin 3 - т° cos 9) dЭ 
дO _ Jo . 

4 яaЫH2. + 4m2a2b) 

(2.12) A° = — i — f "т°(9) cos Э d 9 , ß° = — i — Гт ° (3) sin 9 dЗ , 
я(А - 1) J o я(А + 1) J o 

a o _ a ( l - А j ) ( l - Я 2 ) 0 _ 2(C° + __ 

Ь(l + Аj) (1 + Я2) '
 2 ( L + Я j ) ( L + А 2 ) ' 

o _ P , + oi , (1 — Аţ)(l — Л2) г , o „oч , / n o , ~0уi 

^1 - TTI^ + ̂ г^гw' l} ~ ( * l ) ] ' 
ľ? - fîт + ^TTľ^TTГ1 W°°+ G ? ) - û ( / ? + н^ ' 

1 — ЯjЯ2 4 a ( l — ЯjЯ2) 
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"*° = -TTT--. f* T -( d ) c o s fcS dd' 5° = __ .. Í " ^ 9 ) s i a fc9 d5 • 
I(A - 1 ; j o H^ + n J o 

«- = i Kc- + ft0) (i - 1 s;-. + ''(** - p0) i M/1 > A[k) 
1 = i 

2 

1=1 

2 

Äř = i [(lЛ° + G°) (1 + " s,-Л*) + i ( í - _î) I a,Л*] , (fc _ 2, 3,...), 
1=1 

2 

1 = 1 

2 

ľ_ = ~ Klľ - я°) (i - Z P A . + W + <_) Z r7Л»] , 
1=1 

2 

1=1 

2 

^0 = -4 -K - p0) (i + Z PЛ + (**° + c°) I ^î-l; Aw 
1=i 1=i 

гдe: 

(2.13) _?>_ 1 + _______ (я* - А») _ А*Л_ , 
^ 1 ~~ ^ 2 

4 * ) _ 1 _ _ _ 2 _ _ ^ ( А * _ 4 ) _ я и ^ 
^1 ~ ^2 

т° - т, У а ^ з т 2 а + Ь2со_-~3 {} = 1, 2, 3) . 

С° = #° = Я° = Р° = О П Р И /с = 5, 6, 7, ..., а остальные коэффициенты 
определены равенствами: 

(2.14) й° = - Г /х(9) соз ДО й9 , 0°к = - Г /х(3) з т ДО ЛЭ , 
я ^ о тс ^ о 

С = - | Л(3) СОЗ ДО (13 , _«$ = - Г /2(Э) 8111 ДО сШ , 
я ^о тг ^о 

//»)- тo(Э) dÄ — — Г *т°(9) d9 , (j = 1, 2,; fc = 1, 2, 3,...) ; 
o 2тr J 0 

Г° = 2a0[Ç.Mm2(jÖu + 2£<г.) + Цß22 + 2£<г2) - E(<г12 - |_,_ 2) - _ :] , 

Г° = - 2a2[Ç2Mm2(j?u + 2£a.) - Ç2LQ?22 + 2£<г2) + £(<г12 - f a ^ ) ] , 

Г° = Ű__-_Ł1_
,
11 + a%oxMß22 ; 

Г_ař>3 

H0 = — H° = — 
1 " 3 " " 8(2/?22 + ß66) ' 

Я\=~ a%2a
2l6 Í-L- - _ Л + -__- a ° a 2 - _____ , 

8 6VЗ 2m 2 j lбm 2 480.. 

H°4=-- ţ2a
2L2(a2 + Зm2i>2) - -__-•, P° _ - - a°LІ_5 + -? L£3a

2i> , 
96 48/řn 2 2 
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P°2 = — ML^alab3 - — ţxa°3aЫx + ^ aЫ3 - — aзab 3 , 
12 16 16 12 

P° = - -* Ш 2 - -° L a 2 b , P°Ą = ~ Cxa°3aЫs + — a ^ + ^ 3 EaЬ3 , 
6 6 96 3 5 16 3 96 

C? = - - a°L/6 + — MC3al, C°2 = - — Cxa°3MLIs + — C,MLa°3Ix -
2 2 24 16 

- ë m 2 a з / * + 5 r > Cз = - T aM/2 + т ^3^2 > 
16 48/?22 6 6 

/>2 г ° ь 4 

C° = — C ta°ML(Зa2 + m2b2) - - L ^ - , 
96 V ' 112fe 

D? = - D° = ^ 
8(2/?12+ /?«,)' 

О» = !?!* ^«-.МЬ - — {,2а\МИх + — а°2{ЪЕа2 - 2МЪ2) - — а3Ь, 
12 16 16 12 

В1 = аЪ ^2а\ми}тЪ2 + а2) - — М * ^ - — аъЪ . 
96 V ' 16 2 2 96 

Решим теперь задачу об упругом равновесии ортотропного эллиптического 
цилиндрического бруса, когда составляющие по осям координат внешних 
усилий определены равенствами т^ = т^х, у) г (] = 1, 2, 3); т.е. мы должны 
определить компоненты напряжения ти, которые удовлетворяют в области 
занятой телом уравнениям (1.5), (1.6) и следующим граничным условиям: 

(2.15) т 1 у соз (п, х) + т2} соз (п, у) = т/х, у) 2 (; = 1, 2, 3) на Т. 

Как было показано в предыдущем параграфе, искомые компоненты напряже­
ния будут определены равенствами (1.14), где т д (7, к = 1, 2, 3) в нашем случае 
будут определены формулами (2.10). Нашей задачей является определить 
неизвестные функции Г] (; = 1, 2, 3, 4), шДх, у), Фх(х, у), Ф(х, у), и неизвестные 
постоянные а] (] = 1, 2, 3, 4) входящие в выражения (1.14). 

Учитывая значения (2.1), граничные условия (1.17) и решая граничную за­
дачу 1° предыдущего параграфа, для функций Р] (7 = 2, 3, 4), легко находим, 
что: 

1 1 1 1 
(2.16) Г2 = — С^2(х, у) + — 1Ау , ^з = т" ^ Л * ' у>> + оТ / з Х ' 

12 Ш 12 о-Ь 

РА = ~Къ*У 

С19 У1? I] определены равенствами (2.4), (2.5) и (2.11). 
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Легко показать, что 

(2.17) ь = х + хту - ({ + тц) = - а + тЬ

 е

1\\ - 1^") (1 - 12е~*), 

1ц = X + ХЪ,У - (С + !*>,->>) = 

= _ ^ _ _ _ е « ( 1 _ , л в - - ) ( 1 _ , А в - - ) , (; = 1 > 2 ) . 

Ке 1п ^ = - Ке X ^ - ^ е ' т , Не 1п ^ = - Ке ^ и н е~т ; 
к=1 к к=1 к 

б(<̂ > ч), г Д е Е> — а соз 3, ?/ = Ъ __т $ — точка эллипса 5; т, 1и 12, *^, %н — опре­
делены соответственно равенствами (2.2). (2.3) и (2.8), а гЬ] и —гЪ] (] = 1, 2) — 
— корни характеристического уравнения (2.6) (постоянные отброшены). 

Учитывая (2.17), а также значение Тд (у, к = 1, 2, 3) и V,- (; = 2, 3, 4), опреде­
ленных соответственно равенствами (2.10) и (2.16), после простых вычислений 
уравнения (1.13) и (1.20) в рассматриваемом случае примут вид: 

1 2 Г 
(2.18) А1со1 = 1 т Х (ОА1- + 5./^_) (—*&/ С 0 8 (п> х ) + С 0 8 (п> У)) • 

К 1=05 

. (Щ + ^ 1 ^ + Е А,/*Л (А,- = 0 при к+] = 0, 4, 5, 6) , 
и,- ь\х=о/ *>1=° 
т °° 

Л2Ф_ = - ( | 1 и М т ! - Ьргг) Ке ^ К - 1-?) • 
М ;.= _ 

"и _____________ _ - <1 ~ А 1 , 
• _ 22

0 - а + т2Ь2 ° (г2 - а 2 + т 2 Ь 2 ) 3 / 2 ] 

+ 2{[Цр22+Ъг2) - т2М{р11 + 2ах)] С2 + _(<г12 + о 1 а 2 ) - а 2 } . 

. а°х + 2{[Цр22 + 2а2) - т2М(ри + 2а.)] ^ + 

+ Е(а12 + аха2) - а.} аз> + а°^а2Р22 + а^Ма^ц ; 

где: 
оо 

(2.19) /*? = X К С 0 8 ^9 + 0* 8 т * * ) > 
& = 1 

оо 

А = X! (У?
 с о 8 ^ + <?!? 8 1 п / с 9 ) ; 

fc = i 

Л°, Вк, оск, Рк, ук, Зк - определены равенствами (2.12); а° (} = 1, 2, 3, 4) - опре­
делены равенствами (2.11); т, 20, ( 1 ? С2> Сз> г;> 5;> Р1> -1 0 = V 2) — определены 
равенствами (2.3), (2.4) и (2.7); акр ар 1/Ь, 1/М, 1/Ы — модули упругости, 
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а через Ак] (/с,/' = 1, 2, 3) С] и В} (; = 1, 2) — обозначены следующие выраже­
ния: 

(2.20) Л0 1 = ^ Г 3 ^ (>.. - о12) - *1 / 3 ( а и т 2 + <т12) - °-± С ^ + ба 2 * 2 ] -
Е |_ Е 2Е 2 

- И * •-'•)-^*""'•• 
Л, -1 -1-й, (« ̂  + ̂  + <Ц - икЛ - 5 ^ - , 

Лз = 2 м ^ а ° с 1 1 ( / - м ^ - ^ - 1 2 + 2^гА - с.о,) + 
з Е \ Е Е с, 7 

+ ^ о»-- + ^ «°(МС2 - /з), 

^° = Т ( ^ - Т ^ С- - « З ^ И з + ЖЛ) + 
8 \ М / 4N 

4

а1м^Г4^/4-2^(с2^1-^4Л-
4Е \т Е ^ 

^ ^ 2 / 1 - 4 ^ ^ / , - - ^ ^ , 

V ^ а 2 у 
^20 = а^МО^ а°2т

2С2 -
N 

АМЬ ( <т12 0 , ( г 1 2 0 \ 4М^ 0 

г~ ~~г~-ахМ^3 - 2 —- ^ з - За^Сз ) — а\М , 

А30 = \ т2МС, - - ^ - (2а>2/52 2 + / » + 
6 6ЛГ/)22 

+ — а\ыь{шаг ^ Н - ^ Мт 2 С 2 - 6т2<г2сЛ , 
оЕ/ \ & И/ I 

Л1Х = 2 М ^ 1 Г^ 1 1 а%2т
2 + Ъ*!1 , Ь°Л 

Е I Е Е(2Р12 + р66) 3(2/>12 + р66) 

2а\Ео1о2 + Аа\а2а2М + т2а1сЛ М ^ 1 «М2/, ^ ^ 
^ б(2р12+р66) N 

МЬа%2т
2(ба1 + Ь-^-Л + ^ [(Е - 2Ма.) ст2 - т^С^ -

+ 
4E 

-2^1 

2 

M . в?M2L 
— " i н Ci » 
2 JV 
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2ML o Г^IІ З u Mm2^ + 
r ° /.-- r ° .-r2 

«3/?22V 3E 
+ - i 2 Lm2C t + <г2 

Ea1 ( 2<r2 - + L 
L)\ \_2Џг. 

* \aЏ - 2Ma2) + Ç.G.] , 

°2L2 + a°E f2ff2 - - ( + m2Gx 

aЏí 

2 

C. ife, 2ML{ibjpil + p12) -~(<r2- atb
2) -^-2{o2- *,*>•) + 

2 2oy-

.MLU 
+ i b,\, 

N 4 
D,. = iMLb '[^~^0»---^-ь?) 
Сх = Е — Мс1 — Ео2 ; 

-4-.+У = 0 при к + у = О, 4, 5, 6 . 

Входящие в эти выражения все постоянные определены выше. 

За частное решени уравений (2.18) соответственно можем взять следующие 

выражения: 

1 2 Г 
(2.21) сох = 1 т ^ (г,-/г? + 5 ^ г ) (~^у с ° 8 ("> *) + соз (л, у)) . 

Я 1 = 0 5 

C.ÍПJ: £>.- , 
- + — i ln lj ibjL + M ibyL x = Oj * = 1 

L A 0 t x
f c + 2 + A , 0 M / + 

LM(1 + fc) (2 + fc) + 

+ 7^777 tLx3У(Au + ^12*) + Л - V O - и + AцЎ)] . 
12LM 

(2.22) Ф. 

гдe: 

(2.23) 

/ ? u m 2 - /?22 

4Lm(m2 - Ь2) (m 2 - b2

2) 
Re > ( 3 j 2 - 2 å

2 l n j ) d s ß + ^ x 5 + 
60^22 

+ 
aìĄ 
60/?u 

j 5 + =-- L<T2X4 + --- M a ^ 4 + -i Ex2 - — a\axa2y
2 ; 

24 24 

J = x + imy — (£ + imу), 
oo 

/-° = Z ( А ° c o s k S + вtsin feđ)' 
Л°, В® — определены равенствами (2.12), а через 

Л°(/с = 1, 2) — обозначены выражения: 
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(2.23*) Л° = [Щ21 + 2о2) - т2М($1Х + 2а,)] {к + Е(а12 + <-.<т2) - ак 

(к = 1,2). 

Теперь перейдем к решению граничной задачи 1°, для функции Р1 (см. § 1). 
Для сокращения записи введем обозначения: 

(2.24) 1 - X) = 7{, РЛ° - 4$ = й • РЛ ~ М ? = < , 

\ + х)= п1, РЛ° + %$ = Ц, р$ + ^^^б0

к = <?Ч, 

*р\ - '>Л° = Ч, ХА° - 1>Х = 4. м 2 + ь?ьа = -у. 

-УУ* + ь$ = п1, 53о°к + !>Х = в;', 

М2ЕЬ2 Ый- ± ) + -_Ь?(м«г. - Щ- - 1л2 + Ьс-,6;?- 4М_/?.Л = м], 

1 / М а . - - ^ - - ^<72 + ^а 1 Ь 2 - 4М_/*.Л - Ш?Ь? (2/?п - ± ) = ^ . 

<2-25) в " = ^ Л о 1 а 3 ~ ^ Л о з а 5 + о^7 ̂ 2 1 а Ь 4 + 

6М 32М 96^ 

+ 
192 
Uě/i+aÍ2ff2-i)-aíG^m2]-

- ^ a° (- Eo, - a.o.L + \ G^) + ± ab2Gx ( ± J 3 - I^a0,) , 
16 \2 2 / 64 \L ) 

B" = 7-Jh A^ + h A*°b4) ~ \ a2b2G^°^ > 12 \M 2L ) 2 

B13 = - | — ^ o i « 3 + ^03« 5 A21ab5) + 
8\M 8M 24L / 

+ í a3b2a° (\ Eo, - aia2L + \ G&) - ± - ab*\^ + 
384 L2H22 32 \2 2 

+ a3F [2a 2 

E \ ,1.2 

L 
G l ű 0 C i W 2 І ^ G f l / з _ ^JГ^Л 

ß1 4 = ± (— A02a
4 + ± A20а

4 ), 
24 \M L 

B15 = ± ( ± A03a
5 + ± A21abA - - ± [ ± ^ 1 + a^_ f_7a - - ) -

1 5 64 \M 3L / 384 L 2j922 \ L) 

-«.*.-*]-i^íj Fdi - 0-ÍÍT2L+ - G i C i ) , 
2 2 
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B21 = - \ ( f A10b
3 + _\ A30b

5 + ~ A12a
4b + ~ Altb

3 ) + 
8 \L 4L 12M 2L / 

+ i ! a4ft [ f e fl0£ /2ff _ £ \ oG c "1 _ 
384 L-/5n \ M) X ' 2 ] 

- ^ a 2 b 3 a ° g a 2 - a l ( r 2 M - i G_Z2mA - ±a2bG_(l_Z2a°2-1/4) , 

2?22 = - - - l i ab(a2 + b2) r ° f f - f l * 3 , 
24L 72(2/?12 + fi66) 

B23 = i ( i A 1 0 b 3 - — A30b
5--^-A12a

4b + — A„b3- — Aua
4b ) + 

8\L 8L 24M 2L 8M ) 

+ — a4Ь 12^2 + a°2E(2a1 ) + a?G.C2 

384 |_2£n V M 
+ 

+ 1 a° ( ^ <r2 - o_o2M - S G ^ m 2 ^ + — G_ (l_a%2 - - 7 4Y 
32 \2 / 32 \ M / 

B 24 ^ a b ŕ - i 
96 L M У 144(2/>12 + /?66) 

r°al> ,, ч 

(bo2 + ao_), 

ß 
1 / l 1 Г г O ГiO-, А30Ъ

5 + -А12а
АЪ ) - — I - - - + а2Я ( 2а, - — ) + 

64 VI. 3 / 128 Ьг^ц \ М/ 

+ а2е.сЛ - "~ агЪъа\ ( | <т2 - ст1(т2М + 1 С.сЛ ; 

Постоянные входящие в эти выражения определены выше. 

Очевидно, что когда точка х, у области О стремится к какой-либо точке 
<̂ 0 = а соз # 0 , т/о = Ъ 8ш .90 границы 5, тогда: 

(2.26) 

гдe 

t! -> e , í 2 -> Аe , Г^ -> Є , tj2 - * АjЄ , 

г19 *2, гУ1, 02, Я и А,- (у = 1, 2) 

определены равенствами (2.2), (2.3) и (2.8). 

Принимая во внимание обозначения (2.24) и (2.25), значения т3 3(х, у, 0) 
и со! определенных равенствами (2.10) и (2.14), а также зависимости (2.17) 
и (2.26), тогда значение Ч?и определенное равенством (1.17), в случае эллипса, 
после простых вычислений, примет следующий вид: 

и1 

(2.27) 4>х = - а\ЕаЪ + — + X («* С 0 8 ^ о + V*1 ап Ы0) ; 
2 к=1 
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гдe: 
(2.28) «ž = £ J-

1=1 ~Ь } 

Jtfaфiêi - bфІęІ) - Rj(aфixІ + bbjф'ІX'І) + 

+ 25Єj(aayфixІ + bo2ф'iҖJ) (ф{ + ~ ф'І + 
Hab 

+ éІ7ab3 + ař^4 ~ +ï*-)' 
96L 4 

48(2/?, 2 + ß66) + 

uX=B-~hlЄj h ( ЬPJXЧ + - <A2V2 - - Wг ) "ł 

bbj 

2 
+ Rj ( bb2jSjyl + ^í VJxÍ - "- r2x

J 

- .Sf/atr^^ - ba^iTi) U'i + -J- «//2)l, 

u\ = B22 + % ~ UaoM<PÍ ~ bo^iTi) U'3
J + I v]/A -

- JffbtyMi + WÍ<PÍ + Wi<?i - crifiH) + 
+ RfbbjVixi + bbjtyixi ~ WÍXÍ + « t ó ) l , 

Vt = -»n -í y l*j ("*jy0o ~ \ V2
JT2

J + \ *iixŤ 

aP/t% + \ VM + - ^ Mffi 

- ZfaoMi + bo^isi) UJ
2 + i ^AV 

2̂ = B12 + £ - ^ ^.Sf/a^iK^ + ba^ÍS'Í) UJ
3 + %L\ 

- JtfWxd + bl/ixi + WÍT[J - a^'ÍT3
J) -

- Rfbbji/M + bbj^icpi - aVMi + atyi<p'i) 1, 

u\ 
1 z 1 
2 A . f j •*fWk-i<PÍ-i + iЖ + i9Í+i + Wk-iЌ-i -

aì/LA+i) + Rj(ЬЬjVk

J-iX'І-i - aM-iXLi + -ФÍ+iИ.+i) -

i .Sf/aff.ф{ç»í+1 - адírЛx) (V+ 1 + 7; *í+i) -

- Jo tM t tø - . - MtfrЛO (VЛi - £- ьчí-Л] + в2k, 
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V* = - - I — Г^(Н)(-1^-1 + Н/(+1^+1 + <>№-1Т1!-1 -

- Я/ЪЬ^М-1 + ЬЪ/М+М+1 - а^к-М-1 + а ^ + 1 ^ + 0 -

- - ^ ^ ^ - + 1 + Ъа2ф'&Ьх) Ы+1 + \ Ф&1) ~ 

- ^ {аа1ф{х'к
]-1 + Ьа2ф'2%-1) Ы-1 ~ ^ Фк-Л \ + В1к; 

(к = 3,4,5,...), 
где 

В2к = В1к = 0 когда & = 6, 7, 8,... . 

Таким образом, требуется найти функцию р}(х, у), которая в эллиптической 
области С удовлетворяет уравнению А^Рх = 0 и граничное значение выраже­
ния (_!-%)/_?. на эллипсе принимает значение Ч'1 определенное равенством 
(2.27), т.е. 

Л Т? .Л оо 

(2.29) ^ = - а}1_яЬ + ^ + X (и„ сов /с,9 + V,1 _ш Ы) , 
сЫ 5 2 л = 1 

где операторы /1х и с^/ст определены равенствами (1.16). 
Функцию Рх будем искать в следующем виде [9] (см. также [6]): 

(2.30) Р, = - - 4 г г Ке _Г ^ ± / 2 (л 1 - Ш1) , 

умь *=- к 

где ^ и Г2 определены равенствами (2.3), а постоянные Л1, Б^ подлежат опре­
делению. 

Учитывая (2.2), (2.3) и (2.26), вычислив (с!1_Р1)/<1п из (2.30) и подставив его 
в граничное условие (2.29), для определения постоянных А1

к, В\ получим сле­
дующее уравнение: 

оо 

(2.31) X [(** - 1) А1 со5 к$о ~ (^ + 1) В1 81П „_0] = 
й = 1 

М 1 °° 

= — + X К С 0 8 Ыо + ^ вш к90) - «}ЕаЬ . 
2 к=1 

Из последнего выражения легко получим, что: 

(2.32) а ! = - ^ - , 4 = - ^ - , В,1- И» 
2£аb Ѓ - 1 * Дfc + 1 

Подставляя эти значения в (2.30), получим: 

(2.33) р. ______ к- 2 _____ р ! _ _ , __^\ . 
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Мы определили функции Ру (̂  == 1, 2, 3, 4), сои Фх и постоянное а\, входящие 
в выражения искомых компонентов тк], определенных равенствами (1.14). 

Остается найти и решение граничной задачи 2°, т.е. найти функцию Ф и зна­
чение постоянных а) (] = 2, 3, 4). Подставив т*3(х, у, 0), т*3(х, у, 0), Ф^х, у), 
Р2(х, у), Рз(х> У) и р4.(х* У) и з (2.Ю), (2.16) и (2.22), в граничное условие (1.18) 
и учитывая зависимости (2.17) и (2.26), легко показать, что граничная задача 2° 
для эллиптической области в случае нагрузки (2.15) принимает следующий вид: 
Найти функцию Ф, которая в эллиптической области О удовлетворяет уравне­
нию А2Ф = 0, где А2 оператор определен равенством (1.19), и следующим 
граничным условиям: 

(2.34) 
дФ 

Yy 
= £ (hl cos Ы0 + G\ sin k£0) + 

Зo 

ÕФ 

дx 

+ A\\mЪ(l + X) ( - 1) - a(ì - X) <9)] ^ + 

O 4 

+ -? a\EaъЪ + X (C* cos Ы0 + D\ sin kð0) , 
2 fc=o 

- £ (ì\ cos kS0 + K* sin k£0) + 

+ B? ï(l - X) Í L + --Л - (1 + X) mЪ lÅ -?-- -

9 4 

- - ^ а^ЕаЬ3 + 5] (Я* со$ кВ0 + Р 1 81п к$0). 
2 /с=о 

Выражения независящие от .90 и не влияющие на напряженное состояние тела, 
в равенствах (2.34) отброшены; через С\, 1)^, Н;*, Р\ — обозначены следующие 
постоянные: 

(2.35) с1 = ск° + с*к, о1 = о'к° + о19 н1 = н'к° + н*к, р'к = р>к°; 

(/с = 0, 1, 2, 3, 4) , 

где С'к, П'к°, Нк°, Рк° — определены аналогичными равенствами, что и постоян­
ные Ск, 1)°, Нк, Рк (см. (2.14)), в которых вместо ак надо брать а\ (к = 2, 3, 4), 
а постоянные С*, I)* и Я* определены равенствами: 

(2.36) C^ = ЗC | = -
32/?!, 

A>4, C| = 0 . 4 

24ДU 

A> 

D* = -
fl?Mfj, .-, 4a? 3 o^ 7l ^* a? w , . a? „ 2 , 
— — - 1 b3 + — - O-ir/2 + - a\Ea2b , D% = — MO^b3 + — Ea2b 

24 /L„ 8 72 8 

C* 

24 /?6б 

С* = D* = Dt = 0 , 
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Я* = — - а°2Л°.а* + — ^2а
ъ + а\Е + -- ЕаЬ2 , 

96/?22 6 3 

Я* = - -1 ̂ (т2а
3 - « ? _ + - а?аЬ2_ , Я* = 4Я* = - 1 а°2Л\аА , 

1 8 8 24 

Я* = - -1 ̂ (т2а
3 - - а?_аЬ2 , 

24 24 

где а° (к = 1, 2, 3, 4) определены равенствами (2.11), а Л° (к = 1, 2) равенством 
(2.23). 

В граничных условиях (2.34) коэффициенты 1г\, 0\, 1\, К\, в определены 
следующими равенствами: 

(2.37) И\ = В-± \тЪ(Х2 - 1) (0 - 1) + ав(Х2 + 1)] , 
4 

С\ = -2 [тЬ(0 - 1) (Я2 + 1) + а0(Я2 - 1)] , 
4 

1\ = _ __ Г а ( в _ + --Л (Я2 + _) + тЪвЬ(Х2 - 1)1, 

К\ = ^ Га ( в Ь + 1 ) (Я2 - 1) + т ^ ( Я 2 + 1)1, 

0 = 
яtøi.m2 - ß22) 

(m2 - b2){m2 - b2)' 

где 1Ъ] и —1"Ь7- (; = 1,2; I2 = — 1) являются корнями характеристического 
уравнения (2.6), Л°2 и В°2 определены равенствами (1.12). 

Для значений к = 2, 3, 4,... указанные коэффиценты выражаются следующим 
образом: 

(2-38) Н1 = **+•• [_тЪ{Х^ - 1) (0 - 1) + ав(Хк^ + 1)] + 

+ ^ Г Л ) С т Ь ( А * ~ 1 ~ 1 ) ( 0 " 1 } " а 0 ( я * - 1 + 1)]' 

°1 = 2к(к + 1) [ Ш Н Я " + 1 + 1 ) ( б > " 1 } + а 0 ( Я " + 1 " 1 ) ] + 

+ щг^Т) {тЬ{хк~1 + 1} ( 0 ~ 1}" а0(я'" " 1)]' 

H = - T 7 Y 7 7 ) [ a ( 0 L + ~ ) (^ + 1 + 0 + mb0L(A'+1 - 1)1 + 

+ - f ^ [a (SL + i ) (A-1 - 1) - „___(„--- + 1)] , 

A° 
_ _ 

2k(/c 
___г1 

2k(k 
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К1 _ В " + 1 [ я ( © _ + 1"\ (Я ь + 1 - 1) + тЬе-ЦЯ"* 1 + 1)1 -
2к(к + 1) |_ \ т) ^ 

- ^ К в г + й ( д , " - , ) - " , ь в г ( л ' " , + 1 ) ] ; 

где У4°, В° — определены равенствами (2.12). 

Функцию Ф будем искать в следующем виде [6]: 

\ 2 

(2.39) Ф = 1т X (0/4 + 5 # _ ) ( - ^ сов. (п е, х) + сов (п 0, )>)) 1п ^ ё _ с , 

где Гу, 5, — определены равенствами (2.7), $7- — равенствами (2.17), „Ь,- — корни 
характеристического уравнения (2.6), х, у — внутреняя точка эллиптической 
области С, <2(<!;, п) — точка эллипса 5 границы С, /4(6) и ^_(б) — функции 
подлежащие определению. 

Учитывая (2.7), из (2.39) получим: 

(2.40) д± = - 1 1 т X Г (гу/_ + 5^5) ^ 1п »у , 
#Х 7Г 7 = 1 ^ 5 

-— = - 1т X (р,14 + <1;/4) йд 1 п ^ ; 

ду % ^\}в 

где Ту, Рр 8р ду — определены равенствами (2.7). 

Из (2.17) получим, что 

(2.4.) а ц . п ^ . ( . + ^ + - ^ - ) , 

где гУ1 и Х'}2 — определены равенствами (2.8). 

Учитывая (2.26) и (2.41), устремляя точку х, у к точке %0 = а сов # 0 , *70 = 
= Ъ _1п # 0 границы 5 и используя формулы разрыва потенциала двойного 
слоя, из (2.40) получим: 

(2.42) 

я_>1 1 2 г2" / Р'9° ; о~'9° \ 
_ Г 1 ( в ) - I Ке У (гш\ + 3^1) (1 + -± + — ^ — - )<ю, <3x 

__| 
i 2 r2n / ^i3° ; p~ id° \ 

- n W + i Rez J ( W ; + „4) (. + ^ + ^+^)^ 
Ввиду того, что 

(2.43) Ш = Iй - ^ 
й + òjb 

< 1 , 
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будем иметь: 

(2.44) 
Яję-"° 

tГ - Åje •íSo 
£ЛjЄ-w+»o). 

подставляя (2.42) в граничные условия (2.34) и учитывая (2.44), после простых 
преобразований получим: 

\ 2 оо 

(2.45) у1 + р}2(90) + - __ __ [-1ф1 нп /с90 + Д1 соз /с30) + ф1

к со 8 * 3 0 -
71 7 = 1 /с = 1 

оо 4 

- «52 8ш *9 0)] X) = __ (/_ соя к9 0 + X1 &ш к90) - __ (Я_ соз &80 + 
* = 1 4 = 0 

+ Р_ 8Ш к90) - -? Я_ а(\ - Х)(вЬ + - ) - (1 + А) т Ь 0 ь ] + ^ а ^ я Ь 3 , 
2 |_ \ т / _| 2 

-1 2 00 

«о + /4(#о) + - Е Е [р/а2 соз Ы0 ~ р\ ап Ы0) - Щ1У\ ап Л30 + 
Л 7 = 2 & = 2 

+ <5* cos k*90)] A* = É (ft£ c o s M o + ^ sin k90) + £ (Q1 cos k#0 + 
4 

E 
Л = 0 

+ I)1 мл И 0 ) + Л°2 ^ [тЬ(1 + Я) ( 0 - 1) - а(1 - Я) в ] + -^ а ^ а 3 Ь , 

где а^1,/^1 и у1,д[ — являются коэффициентами ряда Фурье, соответственно 
для функций Г\(90) и Г\(&0), т.е.: 

(2.46) 
-I Г*2п ч /»2?т I /»2я 

«о = - /4(#) ^ > а*1 = - н\($) С 0 8 ^ <*3 > А* = - /4(3) 8Ш ЛЗ (13 , 
?Оо Л-Ь т о 0 

?о = - [ /4(#) йЗ , У* = - | 1*1(9) со8 к» ёЗ , <̂• = - Г /12(3) 81п ДО йЗ . 
Я ./о ?0о 7г]о 

(к = 1,2,...) 

в равенствах (2.45) приравняв друг к другу коэффиценты при 3 0 , получим: 

Л°2 

(2.47) с1 

- S 

[a(l - A) 0 - m6(l + A) ( 0 - 1)] , 
Еа3Ь 

это и есть значения (1.23) для эллиптической области. Перейдем к определению 
коэффицентов а1, /?̂ , у\ и 5\ (к = 1, 2,...). Умножим выражения (2.45) после­
довательно на (1/2л)сЬ90, (1/л) сов к$0д,&0, (1/л)$т Ы0д.90 и полученные ра­
венства проинтегрируем от нуля до 2 л, тогда получим [6]: 
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(2.48) ( 1 - Х Р Д ) р 1 _ , 2 а . х у к = 01 + 01 , 

- ' I ' Ж + (1 + I ^ ) у» = - Я,1 + Й ; 
7 = 1 ; = 1 

(2.49) ( 1 + Х р,А*) ^ - . X а3Х)51 = С,1 + й*1 , 
1=1 7 = 1 

(/с = 1,2,...), 

-'Т'А1 + (1 -Ъ&Ы = Я - Я> 
1=1 У = 1 

{С1 = В1 = Н1=Р1 = Ъ, к = 5,6,...). 

Произвольные постоянные и величины не зависящие от # 0 отброшены. Опре­
делители этих систем соответственно равны А{? и А%\ определенные равен­
ствами (2.13). Когда к -> со, тогда Л(/° - > 1 и ^ 2

Л ) -> 1; А[к) Ф 0 и ^ ф О 
(к = 1, 2,...), для любого к, кроме случая, когда к = 1. В этом случае ^ 2

1 } = 0. 
При к = 1 из системы (2.49) получим: 

С1 + I М ) «1 - * Е *,АА = с 1 + к{ , 
1=1 7 = 1 

- ' X Г/ЯХ + (1 - I 5УЯУ) 51 = К{ - Р} . 
1=1 7 = 1 

После простых преобразований будем иметь: 

(2.50) \ (1 + А,) (1 + А2) «} - — (1 - А,) (1 - А2) д\ = С} + й} , 
"-- 2# 

- А (1 + А.)(1 + А2)«} + 1 (1 - А,)(1 - А2) 5} = X} - Р} . 

Отсюда следует, что: 

(2-51) -Ь(С\ + к\) = К\-Р\. 
а 

Внося значения С\, Р{, к\, К\ из (2.35) и (2.37), должны иметь: 

2 2 a2 + m 2 Ь 2 

0 

в 2 

в% 

^ [m&(A2 - 1) (0 - 1) + ao(A2 + 1)] = 
4 

[m6(0 - 1) (X2 + 1) + ao(^2 - 1)] + 

2 L 2 

+ * «ІL(З a

2 - m2è2) - ! * в j Ł a ~ ™ fc 

2 2 a2 + m 2 Ь 2 
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Из последнего выражения после элементарных вычислений получим: 

(2.52) а1 = * У + « а Ь ' ) М ( * - - ) + .,*] Г а д ^ п ^ § 
У ' тг(1 + А2) [(а 2 + т 2 Ь 2 ) 2 + 4т2а2Ь2])0

 зУ ' 

это — значение (1.24) для эллиптической области. 

Таким образом, система двух уравнений (2.50) эквивалентна одному уравне-

HИЮ 

(2.53) .1 - -(l-^q-Jg) s{ = _ W ± h\) 
6(1 + АО (1 + А2) (1 + АО (1 + А2) 

Как видно из (2.53) один из коэффициентов а{, д{ остается неопределенным. 
В дальнейшем станет ясным, что эта неопределенность на напряженное состоя­
ние тела никакого влияния не оказывает. 

Решая систему (2.48) при к = 1, получим: 

(2-54) я = т г Ч т т + ( ^ 1 1 ) ( 1 . Т ? а ) [а(,} - я}) ~ь(/)} + А1)]' 
(1 — Ах12) 4Ь(1 — АХА2) 

у1 = тЦт" + ( 1 + " 1 ) ( 1 + ^ \№ + <3) - «(Я - т, 
1 — А^ 4а(1 — А1А2) 

где заданные величины О, С, I, к, Н — определены равенствами (2.35). После 
решения системы (2.48), (2.49) при к = 2, 3, 4,. . . получим значение коэффициен­
тов а\, рк и у\, д\ (к = 2, 3, 4,...), которые выражаются точно также как 
и а° 5 /?°> Уку дк> определенных равенствами (2.12), в которых вместо С°, 1)°, Я°, 
Рк, 1к, кк, Ок, Кк — надо брать С\, В\,..., С\ и К^, определенных равенства­
ми (2.35). 

Мы определили постоянные а) (] = 2, 3, 4) и все а\, ($1, у\ и д1 — коэффициен­
ты разложения Фурье функций /4(#) и /4(#). Поэтому, определена и функция Ф 
выраженная равенством (2.39). 

Таким образом, определены значения постоянных а) (] = \, 2, 3, 4), значения 
функций Р](] = 1, 2, 3, 4) и Ф — являющимися решениями граничных задач 1° 
и 2° (§ 1), а также найдены значения а>1 и Ф1 — частные решения уравнений 
(1.13) и (1.20), т.е. определены все неизвестные, входящие в выражения компо­
нентов напряжений (1.14). 

Этим самым дано решение задачи Альманзи для ортотропного эллипти­
ческого бруса, когда боковая нагрузка задана равенством (2.15). 
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После простых выкладок из (2.39) получим: 

(2.55) 

тт = А - 4 ~( х + А « ) ( 1 + х& + й С - '-И1 + А>) + 

ду 2аЪ 2Ъ 
л 2 со 1с 1с 

+ - к* I I *(1 - я,) ОК - -/»*) + чЫ - «ЯЯ -2b A ,=2^ — * ••' - v z ^ ^ T + ~ ^ 2 , 

j f = - f ~ ( l + *i)(- + Aa) - f [4 - (1 - A.)(l - A2)] -
Ox 2a 2a 

i 2 oo A fk 

' - ^ I I fe(l + *,) l>X«í - ' '#) + S;W - •**)] ; h h . , 
2a ; = > * = 2 y Z j

2 - a2 + f>2fc2 

i - * - = 1 ( 1 + A0(1 + A2)(«l - ^ - ^ ( l - A , ) A 
Sx Č>> 2a V l M 2) V 6(1 + ^2) (1 + A2) 7 

•i 2 co ,fc _ JÍ 

+ - ^ I Z fe(i + *,) CPX«Í - í/fí) + *Xvi - # ) ] -2« Н к - 2 у/х)-а2 + Ъ)Ъг 

где: г,-, р^, 5;, д7-, Я,-, ^ (/ = 1, 2) — определены равенствами (2.7) и (2.8); д{, р{, 
у{, д{ — определены равенствами (2.53) и (2.54), а д\, ($1, у(

к

1) яд1(к = 2, 3, 4,...) 
— определены формулами аналогичными формулам (2.12), в которых, как 
было отмечено, вместо величин Ск, ^к,..., Кк надо взять — С1^19...,К\, 
определенных равенствами (2.35), (2.37), (2.38). 

Как видно из (2.55) один из постоянных а{ и д{, входящих в выражение 
(д2Ф)1(дх ду), можно взять произвольно. 

Учитывая значения (д2Ф)1(дх2), (д2Ф)1(ду2), (д2Ф)/(дх ду), Г} и а) (; = 1, 2, 3, 4), 
определенных соответственно равенствами (2.16), (2.30), (2.32), (2,47), (2.52) 
и (2,55), тогда выражения компонентов напряжений (1.14) можем представить 
в следующем виде: 

(2.56) Л - т». = Гт° . й2 - Гт?3(х, у, 0) Ах + - ^ + т ' п , 

= íZr°23dz-í
2írU^y,0)dy-8^ 

V~iz 

где: т̂ - = т*у — определены равенствами (2.10); со^х, у) и Фх(х, у) — опреде­
лены равенствами (2.21) и (2.22), а т^, входящие в (2.56), будут иметь точно 
такое же выражение, что и тк], определенные равенствами (2.10), в которых 
все величины с верхними индексами — ноль, надо заменить величинами с верхни­
ми индексами — один (т.е., вместо Ск, ^к,..., Кк, надо взять — С\, ^^,..., К[). 
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Допустим, что требуется найти решение задачи Альманзи для ортотропного 
эллиптического бруса, когда на боковой поверхности бруса вместо (2.15) 
должны быть выполнены следующие граничные условия: 

(2,57) т1] сов (п, х) + т2] со8 {п, у) = Ту(х, у) г2 . 

Теперь уже не требуется решение граничных задач 1° и 2° (§ 1). 

В формулах (1.14) вместо тк] надо подставить т\р определенные равенствами 

(2.56) и коэффициенты разложения в ряд Фурье искомых величин, которые мы 
теперь обозначим через А(

к

2), В{

к

2), а{

к

2), р{

к

2), у[2), д{2) (к = 1, 2, 3, ...) — будут вы­
ражены через известные величины А\, В\,..., 5\ точно такимиже формулами, 
какими выражены последние через Ак, Вк, ..., 5к, определенных равенствами 
(2.12). 

Точно также, аналогично постоянным а] (̂  = 1, 2, 3, 4) — определяются 
и новые постоянные а{2) (] = 1, 2, 3, 4); т.е., если мы хотим решить задачу 
Альманзи для ортотропного эллиптического бруса, когда в граничные условия 

(2.57) показателем осевой координаты 2 является произвольное неотрицатель­
ное целое число /, то достаточно иметь решение задачи Альманзи с граничными 
условиями (2.15), и затем вся задача сводится к простому вычислению коэффи-
циентов а1\ &'\ а['\ /?<'>, у['\ 4 ° и «<'> (/ = 1, 2, 3, 4). 

Выражения этих коэффициентов гораздо упростятся, когда т,(х, у) входящие 
граничные условия (2.15), имеют какие-либо конкретные значения. 

Непосредственно видно, что полученные ряды будут удовлетворять всем 
условиям, рассматриваемой задачи, если третие производные заданных на 
боковой поверхности цилиндрического бруса функций т] удовлетворяют усло­
виям Дирихле в промежутке [0, 2л]. 

Очевидно, что из решения для эллиптического бруса, как частный случай, 
можно получить решение задачи Альманзи для ортотропного кругового ци­
линдрического бруса. 
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Výtah 

ALMANSIHO ÚLOHA PRE HOMOGENNÍ ORTOTROPICKÉ 
VÁLCOVÉ TĚLESO 

G . M . CH ATI AŠ VILI 

V práci je dané efektivně riešenie úlohy Almansi pre ortotropické válcové tělesa, 
keď zaťaženie na válec je mocninove závislé na súradnici z rovnobežnej s osou valca. 

Za předpokladu, zeje známe riešenie s okrajovými podmienkami danými zložkami 
T* = Xj(x> y) z\ kde l je kladné celé číslo, je riešenie úlohy pre Tj = Xj(x> y) z*+1 

převedené na riešenie 2 typov rovinných úloh. Po vyjádření podmienok existencie 
riešenia týchto rovinných úloh je odvodené riešenie pre špeciálny případ eliptického 
ortotropického valca s okrajovými podmienkami danými zložkami Ty = Xj(x> y) z-
Napátia v tomto případe sú dané konvergentnými radmi. Keď zložky zaťaženia sú 
úměrné z 2 alebo vyššej mocnině z, nie je potom potřebné znovu riešiť odpovedajúce 
rovinné úlohy, iba jednoducho vypočítať příslušné koeficienty. 

Summary 

THE ALMANSI PROBLEM FOR THE HOMOGENEOUS 
ORTHOTROPIC CYLINDER 

G. M. CHATIASHVILI 

An effective solution of the Almansi problem is given for an orthotropic cylindrical 
body with load proportional to a power of the z-coordinate along the cylinder axis. 

If there is known the solution to boundary data with components T,- = Xj(x> y) z ' 
for a positive integer /, then the solution corresponding to Tj = Xj(x> y) z*+1 is 
reduced to the solution of two types of problems in the plane; sufficient conditions 
for existence of solution of these latter types of problem are given. The elliptic ortho-
tropic cylinder with components of boundary data of the form Tj = Xj(x> y) z *s i n e n 

solved. If these components are proportional to the second or higher power of z, 
the corresponding plane problems need not be solved again, and it suffices to compute 
certain coefficients. 

Ajrpec aBTopa: F. M. Xamuameu/iu, BBWHCJiHTejitHbiii IJeHTp AKâ eMMH HayK Fpy3HHCKOH CCP, 
AKypCKaji 8, Fopo^ TGMJIHCH. 
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