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SVAZEK 8 (1963) APLIKACE MATEMATIKY

CisLo s

HODOGRAPHENMETHODE FUR STROMUNGSFELDER
MIT SINGULARITATEN

JAN POLASEK

(Eingegangen am 1. November 1962.)

Bei der Losung von zweidimensionalen Randwertaufgaben der Stromungs-
lehre vom Typ ,,Es ist dic Form cines Teiles der Gebietsgrenze aufzufinden,
auf dem die Konturgeschwindigkeitsverteilung vorgeschrieben ist, wobei
auf dem restlichen Teil der Grenze die Geschwindigkeitsrichtung vorgegeben
ist, macht man mit Vorteil von Hodographenmethoden Gebrauch. Im
Artikel wird dargelegt, wic man eine dhnliche Methode ableiten kann, die
auch in den Fillen anwendbar wire, wo Singularititen (Qucllen, Senken
und Wirbel) in inneren Punkten des Stromungsfeldes vorkommen. Die er-
reichten Ergebnisse sind von Bedeutung bei verschiedenen technischen Auf-
gaben, vor allem beim Entwurf von Eintritts- und Austrittsgehdusen von

Stromungsmaschinen.

1. EINLEITUNG

Bei der Losung der praktischen Aufgabe und zwar des Entwurfs eines speziellen

Typs des Austrittsgehiduses einer grossen Stromungsmaschine sind wir auf eine
interessante Problematik gestossen und zwar nicht nur in strémungsteoretischer
sondern auch in mathematischer Hinsicht. Der folgende Artikel berichtet iiber dic

mathematische Behandiung ciner Randwertaufgabe, die das wesentliche des Ent-

wurfs enthilt:

Die Form der Kurve L, die einen Teil
der Grenze des Gebietes M bildet (Abb. 1),
soll so entworfen werden, dass die Kon-
turgeschwindigkeit auf dieser einen vorge-
schriebcnen Verlauf hat. Fiir x — oo ist die
Entfernung der Kurve L von der Achse x
gleich 7/2 und die Geschwindigkeit ist im
gesamten Querschnitt gleich | und ist
parallel zur Achse x. Innerhalb des Gebie-
tes M — im Punkt z, — ist eine Senke mit
Ergiebigkeit Q < n/2 vorhanden.
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Abb. 1.




Alle Erwagungen bei der Losung dieser Randwertaufgabe werden im komplexen
Bereich durchgefiihrt. Das Gebiet M nennt man das Austrittsgehiduse, da durch
Spiegelung des Gebictes M auf der reellen Achse ein Gebilde entsteht, das einem
zweidimensionalen Austrittsgehduse oder dem Meridianschnitt eines achsensym-
metrischen Austrittsgehduses mit ebener, zur Achse senkrechter Hinterwand, dhnlich
ist. Die Kurve L wird im folgenden die Rundung des Austrittsgehiuses genannt.

2. ENTWURF DES AUSTRITTSGEHAUSES MIT VORGESCHRIEBENEM
VERLAUF DER KONTURGESCHWINDIGKEIT AUF DER RUNDUNG

Zunichst werden wir uns mit einem einfacheren Fall, wo das Stromungsfeld frei
von Singularititen ist (Q = 0), befassen. Diese Aufgabe 16st man so, dass man die
Funktion z = z({) sucht, die den Streifen 0 < n < n/2 der komplexen Ebene (

@ 4m) e
B
s-0 l'lg_
x 7
ol x 0 O~x §
Abb. 2.

({ = & + in) auf das Gebiet M der komplexen Ebene z abbildet (Abb. 2). Die
Gerade # = n/2 wird durch diese Abbildungsfunktion auf die Rundung L und die
reelle Achse der Ebene { auf die negative reelle Halbachse und auf die positive
imagindre Halbachse der Ebene z abgebildet, wobei der Punkt ¢ = o, § = 0 in den
Ursprung der Ebene z iibergeht.

Das komplexe Potential €(z) ist nach der Einsetzung der Abbildungsfunktion z({)
eine Funktion der Veridnderlichen (:

1) =) = e[=0)].")
Die komplexe Geschwindigkeit w ist mit der Beziehung

(2,2) M):-qiz:gz-gE
’ dz d¢ dz

1y In Ubereinstimmung mit der Praxis der mathematischen Physik verwendet man zur Be-
zeichnung derselben Grosse dasselbe Symbol, wenn auch diese Grosse als Funktion verschie-
dener Verdnderlichen ausgedriickt wird, z. B. Q = Q(z) = Q[z({)] = Q({). Diese Schreibweise
ist in striktmathematischer Hinsicht zwar nicht vollkommen exakt, jedoch ist sie in diesem Fall
szhr iibersichtlich.
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gegeben, aus der sich fiir die Ableitung der Abbildungsfunktion eine wichtige Bezie-
hung ergibt:
z Q
(2.,3) dz _ de/dt
d¢ w

Im betrachteten Fall des zweidimensionalen Austrittsgehduses ohne Singularititen
in inneren Punkten kann die komplexe Ebene { als Ebene des komplexen Potentials Q
angesehen werden:

(2,4) Q=0 +i¥Y=_(=¢+1in,

wo ¢ = ¢ das Geschwindigkeitspotential und ¥ = 5 die Stromfunktion darstellen.
Die Konturgeschwindigkeit auf der Rundung L soll den vorgeschriebenen Verlauf
haben

(2.5 wl = W(s),

wo s der Bogenldnge auf der Rundung gleichkommt. Die Bogenlinge wird vom
Punkt B ab positiv in der Richtung der Stromung gemessen,

(2,6) W(—o0) = lim W(s) = 1.

§ — o0

Es ist wichtig zu erwihnen, dass man aus der Kenntnis der Konturgeschwindigkeit
auf der Rundung L als Funktion der Bogenldnge, auch das Geschwindigkeitspoten-
tial auf dieser Kurve als Funktion der Bogenldnge ausdriicken kann, da

_aw

2,7 W, =
27 >

und folglich
(2,8) (s) = J W(o) do .

(]

Schliesslich kann man noch die Bogenlidnge s aus den beiden Funktionen Wy(s)
und @(s) eliminieren und die Konturgeschwindigkeit auf der Rundung kann dann
als Funktion des Geschwindigkeitspotentials ausgedriickt werden:

- 9) W, = W(®).

Nach (2,4) kann man noch statt des Geschwindigkeitspotentials die Verdnderliche £
einsetzen:

(2,10) . W, = (o).

Die komplexe Geéchwindigkeit w(z), die nach der Einsetzung der Abbildungs-
funktion z({) als Funktion der Veriinderlichen { ausgedriickt wird,

(2,11) w(z) = w[z()] = w(0),
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hat also auf der Geraden # = 7/2 in der Ebene { den vorgeschriebenen absoluten
Betrag

2.12) lw (éf + t%)l = W)

und auf der reellen Achse (y = 0) der Ebene { hat sie das vorgeschriebene Argument

(2,13) argw(¢ +i0) =0 fir ¢ <o,
arg w(é + i0) = —g fir &> a.

Diese beiden Bedingungen werden erfiillt, wenn die Funktion w({) in der Form
(2.14) WO = — iFQ) / tanh ~ (¢ = o)

ausgedriickt wird, wo F({) eine im Streifen 0 < 5 < 7/2 regulire Funktion ist, die
auf der reellen Achse (1 = 0) nur reelle Werte annimmt und auf der Geraden n = =n/2
die Bedingung

(2,15) ‘.F(é + 'Z_)} = W(®)

erfillt, da

sinh Y(¢ — i Log
(2.16) tanh - E—a4il)= sinh 5(£ — ) + i cosh 3(C — o)
2 2 cosh 3(¢& — &) + i sinh J(& — a)

und folglich

1 n
2,17 tanh—é—a—l—if‘:l,
@ \ 2( 2>|

arg tanhl E—atiZ)| ="~ 2arctan tanhl E—a)l.
2 2 2 2

Die Funktion F({), die die erforderlichen Eingenschaften besitzt, ist mit der
Bezichung

(2,18) F(O) = eXplr @y,

m ) _, cosh(t — ()

gegeben. Man sieht vor allem daraus, dass die durch die Gleichung (2,18) definierte
Funktion F({) im Streifen 0 < 1 < n/2 reguldr ist und dass sie auf der rcellen Achsc
nur reelle Werte annimmt. Es bleibt nur noch zu zeigen, dass auch die Bedingung
(2,15) erfulit ist. Das Integral in der Gleichung (2,18), fiir das die Bezeichnung g({)
eingefiihrt wird,

(2.19) o(0) = 1 j LAV N

_,cosh(t =)
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ist fiir n = /2 uneigentlich, da cosh (t — {) = 0 fiir { = & + i(n/2) und ¢ = & ist.
Man wihle nun eine kleine positive Zahl ¢, setze in die Gleichung (2,19) { = ¢ +
+ i(n/2 — &) ein und berechne den Limes, dem die Werte der Funktion g({) zustre-
ben, falls ¢ - 0. Dieser Limes definiert dann den Werte der Funktion g({) auf der
Geraden n = /2.

Da

(2,20) cosh (l — &+ ig — z%) = isinh (t — ¢ + ig),
gilt
(2,21)

e [ In W(1).dt i (% In W(r) dt
gle+i(5-e])]=2 e e e e
n)_pcosh(t —&+ie —igzn) m)_, sinh(t — &+ i)

und folglich
(2,22) g <6 + z§> - limij _InW@dr

o | _,, sinh (t — & + ig) B

. é+a H —a /(1)
_ lim [ij' In W(r) dt N *I'J In W) dt N

ev0 | 7 Je_gsinh(t — & 4ie)  w )., sinh(t — &+ ig)

: 0 i . E+a
+ ij _ I wndr ] = lim ~ In W,(¢) [ _a

) eiqsinh (t — & + i) eom gl — &+ e

+i' *® In W(r) dt
_y sinh (t — &)’

T

wobei man unter dem Werte des letzten Integrals seinen Cauchyschen Hauptwert
verstehen soll. Fiir das restliche Glied ergibt sich nach einigen Umformungen:

. ¢+a . a
@23)  dimimwe [ Y lmwe gim [ 9
20T c—at —C 4 e m 20 ) o U + ie

) e i . . { 24 g2
= 'im W,(&) lim 7 gy =L W (&) lim | - In e i2 arctan & | =
T _aut+ € n -0 |2 a* + & 3

a—0

e~ 0
-0
= LIn W) lim (—in) = In W(&).

T a—C

Nach (2,18), (2,22) und (2,23) ist

2.4 F AN i In W(r) dt ‘
( ) <é * l2> (&) exp nJ‘_w sinh (t — &)
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Aus der Gleichung (2,24) ist schon ersichtlich, dass die durch die Gleichung (2,18)
definierte Funktion F({) auch der Bedingung (2,15) geniigt. -
Die Ableitung der Abbildungsfunktion ist nach den Gleichungen (2,3), (2,4) und
(2,14) der Form:
dz i
(2,25) g — :
dl  F(() /tanh 3({ — «)
Die Form der Rundung L bekommt man durch Integration dieser Gleichung fiir
{ = ¢ + i(n/2) mit den Bedingungen:

(2,20 y = % fir & - —o0,
xz—ﬁ ! fir ¢- .
2 W)

3. ENTWURF DES AUSTRITTSGEHAUSES MIT ISOLIERTEN SINGULARITATEN
INNERHALB DES STROMUNG SFELDES

In diesem Abschnitt werden wir die Resultate des vorigen Abschnittes auch fiir
den Fall verallgemeinern, in dem innerhalb des Stromungsfeldes isolierte Singulari-
titen (Quellen, Senken oder

) 7 ’C‘) Wirbel) vorkommen. Da wir

éf! MV R B uns vor allem fiir eine solche

@ } 1 Stromung interessieren, die das

B . feim Stromungsfeld im Meridian-
1___/;,@]0 ) - sclmit't eines dreidimensionalen
L i Austrittsgehduses approximie-
7 "5 ren soll, sollen im weiteren nur

1 _ Senken betrachtet werden; fiir
op x 0 5 Wirbel wire der Rechengang

% ganz dhnlich. Ausfiihrlich wird
der Fall erortert, in dem eine
einzige Senke mit der Ergiebig-
keit Q < =m/2 innerhalb “des
Abb. 3. Stromungsfeldes — im Punkt

zo — vorkommt.

Die Abbildungsfunktion z({), die den schlichten Streifen 0 < n < n/2 aus der
Ebene { auf das Gebiet M in der Ebene z abbildet, fihrt den Punkt {, = f + iy in
den Punkt z, tiber. Da dic Abbildungsfunktion z({) im Punkt {, regulir ist, soll das
komplexe Potential Q; betrachtet als Funktion der Verdnderlichen { (2,1), im Punkt {,
eine logaritmische Singularitdt mit der Intensitdt Q haben. Sein imaginérer Teil, die
Stromfunktion, wird auf der reellen Achse und auf der Geraden n = 7/2 konstante
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Werte annehmen. Eine Funktion () die diese Eigenschaften besitzt, ergibt sich
durch fortschreitende Spiegelungen der Senke mit der Ergiebigkeit Q im Punkt
auf den Geraden n =0 und 5 = n/2 und durch eine Zusammensetzung des so
entstandenen Stromungsfeldes mit homogenem Stromungsfeld:
3,1) QL) =(1- Q - 2 Insinh ({ — {,) — Q Insinh ({ — EO).
n 2n 2n
Auf der Geraden 5 = r/2 nimmt der reelle Teil der Funktion Q (das Geschwindig-
keitspotential) die folgenden Werte an:
(3,2) P(¢) = (l _e & - Q In[cosh2(¢ — f) + cos2y] + Q In2.
; b 2n 2n

Ist die Konturgeschwindigkeit auf der Rundung L als Funktion der Bogenlidnge

vorgeschrieben (W, = W,(s)), kann man sie gemiss Gleichung (2,9) als Funktion des

Geschwindigkeitspotentials (W, = W,(®)) und schliesslich, mit Hilfe der Gleichung
(3,2), als Funktion der Verinderlichen & ausdriicken:

(3.3) W, = W(S).
Man kann also auch in diesem Falle die Funktion F({) auf dieselbe Weise wie im
vorigen Abschnitt die Gleichung (2,18) ermitteln.

Fiir weitere Berechnungen erscheint es zweckmissig, das komplexe Potential (3,2)
in der Form

(3,4) QL) = L [5 — 1q Insinh ({ = &) — ! q Insinh (¢ — &, )]
I +gq 2 2

zu schreiben, in die noch die Bezeichnung

(3.5) q =

eingefiihrt wurde.

Die komplexe Geschwindigkeit w(z) hat im Punkt z, den Pol der ersten Ordnung
und da die Abbildungsfunktion im Punkt z, reguldr ist, wird auch die Funktion
w(() = w[z({)] im Punkt { = {, den Pol der ersten Ordnung haben. Man kann
deshalb nicht die Funktion w({) in der Form (2,14) schreiben, wie es frither geschah,
sondern, wie leicht zu sehen ist, kann sie in der Form

1 o o 1 r
G.6) w(e) = — ir(p) 24t (€ = Lo) = 5 coth (€ = &) / anh * (¢ —2)
»(0) 2

geschricben werden. Von der Funktion F({) gilt dasselbe, was dariiber bereits erdrtert
wurde, und ¢({) ist eine regulire Funktion im Streifen 0 < n < n/2, die auf der
reellen Achse reell ist und auf der Geraden n = n/2 der Bedingung
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(3,7) f(p<§+i§>’:{l —;qcoth<é+ i»g —C0>—;qcoth(5+ i§—60>

i

gentigt.
Der absolute Betrag der rechten Seite der Gleichung (3,2) auf der Geraden 4 = 7/2
ist dann tatsidchlich der vorgeschriebenen Konturgeschwindigkeit

w(i-f—izt-) F<5+i§>
2 2
gleich.

Man setze in die rechte Seite der Gleichung (3,7) {, = B + iy, (o = B — iy ein.
Nach einigen Umformungen ergibt sich:

= W(9)

(3.8)

(3,9 tw(f + i;)!zrl —%q[tanh({— B —iy) + tanh(é — B+ iy)]!=

sinh? (¢ — B)cos®y + cosh? (¢ —f)sin?y
cosh? (& — B)cos®y + sinh? (¢ — B)sin?y

| _q sinh 2(¢ — f)
’ 2 sinh?® (& — B) + cos® y

=t1 ——%qtanh2(f—/f)[l +

Die Funktion ¢({) kann also, dhnlich wie die Funktion F({) (2,18), mit dem Integral

ol -4 sinh 2(t — f)
S 12 2
(3.10) o(0) = expl 2 sinh? (t — B) + cos®y dt
n cosh (t — ()

ausgedriickt werden.
In die rechte Seite der Gleichung (2,3) fiir die Ableitung der Abbildungsfunktion

dz _ de/de
a¢  w()
setze man die Ausdriicke (3,4) und (3,6) ein:

L~ g coth (£ — £o) — Lg coth (¢ — L))
1+ g

F(C) I — éq coth ({ — {,) — %Cl coth ({ — EO) \/tanh ;(g _ O() .
@()

Nach Kiirzen von singuldren Teilen ergibt sich:

(3,11) dz _

dz _ io(0) ‘
dl (1 + gq) F(0) /tanh 3({ — «)

(3,12)
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Diese Gleichung unterscheidet sich von dem einfacheren Fall (2,25) nur dadurch,
dass in den Zidhler des Bruches in der rechten Seite dieser Gleichung noch die Funk-
tion ¢({) kommt.

Die Form der Rundung bekommt man durch Integration der Gleichung (3,12)
fir { = { + i(n/2) mit den Bedingungen:

(3,13) y = g fir &- —o0,

x=—<E—Q>1= nl—gq 1 fir - .

4. NUMERISCHE BERECHNUNG DER RUNDUNG

Die Gleichung (2,25) bzw. (3,12) kann nur in dusserst vereinzelten Fillen in ge-
schlossener Form integriert werden. In praktischen Fillen muss die Form der
Rundung durch numerische Integration berechnet werden. Man zerlege zuerst die
Gleichung (3,12), fiir { = ¢ + i(n/2), in einen recllen und einen imaginiren Teil;
fiir die Koordinaten der Punkte auf der Rundung und fiir die Bogenldnge der Run-
dung ergibt sich dann:

dx—a Ccos T 91: o sin
ds .
(4,2) EIE = U(g) .

In diesen Gleichungen gilt in Bezug auf (2,17):

1 lo(& + in/2)]
43 - ,
“3) O =17 ¢ TFE + i)

4,4) (¢ = Z + arctan [tanh 3(¢ — «)] + arg (é +i g) —arg F (5 + g) .

Der absolute Betrag der Funktion ¢({) auf der Geraden n = n/2 ist durch den
Ausdruck (3,9) und ihr Argument ist gemiss Gl. (3,10) durch das Integral

-1, sinh 2(t — p)
21+ .

n 1 ( sinh?(t — B) + cos®y
4,5 ar E+i-)=~
(43) gq)( 2> nj_w sinh (1 — &)
gegeben.

Fiir kleine g (|q] < go < 1fiir 0 <y < n/4und |q| < qo <sin2yfirn/4 <y <
< m/2) kann man das Integral (4,5) in eine Potenzreihe nach den Potenzen von g

Lodt
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entwickeln. Im weiteren wird man sich in dieser Potenzreihe nur auf die ersten zwei
Glieder beschrinken:?)

2 cosh (¢ — B)cosy _
cosh 2(¢ — ) + cos 2y

(4,6) arg ¢ (é + !Z) = —

_1[2{ sinh (& — f) cos 2y
2 [cosh 2(¢ — B) + cos 2y] cos y

N [2 + cosh 2(£ — f8) — cos 2y] sinh (¢ — ) cos y
[cosh 2(& — f) + cos 2y]? } '

Der absolute Betrag und das Argument der Funktion F({) auf der Geraden = n/2
sind fiir dic gegebene Verteilung der Konturgeschwindigkeit auf der Rundung mit
der Gleichung (2,24) gegeben. Die Geschwindigkeitsverteilung in den nachfolgend
angefiihrten Beispielen, die als Grundlagen fiir den Entwurf des Austrittsgehiiuses
einer Stromungsmaschine gedient haben, ist nur durch die Forderung gegeben, die
Konturgeschwindigkeit soll in der Richtung des Stromes monoton abnehmen und
dabei soll der grosste Teil der Abnahme der Geschwindigkeit in der Umgebung des
Punktes ¢ = d auf der Geraden 5 = n/2 konzentriert werden; ausserhalb dieser
Umgebung soll die Konturgeschwindigkeit nur sehr allméhlich abnehmen. Diesen
Bedingungen geniigt gut die Funktion

n i (4’7) F(C) — e—cho C —d - 1(7'[/2 + C) ,
R -dsiZ+c) {—d+i(m2 + 0)
N0

J i AN

i fl g wo ¢ > 0, d und o > O reclle Konstanten sind.
?2 p Zuerst soll bewiesen werden, dass diese Funktion die

i i /" im zweiten Abschnitt angefiihrten Eingenschaften hat,
i / f d.h. dass sie im Streifen 0 < # < n/2 regulér ist und
| / dass sie auf der reellen Achse nur reelleWerte annimmt.
iﬁf Zudiesem Zweck fiithrt man in der Ebene { die bipola-
b-‘di—z'i;lm) ren Koordinaten (¢,, ¢,) und (05, ¢,) mit den Polen
: < in den Punkten P, = d + i(n/2 + ¢) und P, = d —

Abb. 4. — i(n/2 + ¢) ein (Abb. 4).
e eilpl iw Q o
(4,8) F(C) =e? (gl—‘r> = <—l> . €eXp ((Pz - ¢y — 27'[)(0 .
0,¢'" 2

Es ist ersichtlich, dass die Funktion F({) im Streifen 0 < 5 < n/2 regulir ist und
dass sie auf der reellen Achse nur reelle Werte annimmt, denn auf der reellen Achse
gilt o, = g,. Auf der Geraden n = 7/2 ist

2) Ausfiihrliche Ableitung wird im Anhang der Arbeit angegeben.
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n E—d n &—d
4’9 = — — -4 arctan , = — — arctan ,
(4,9) (251 5 . 0, 5 s
4100 ol =(E -+, 0 = (¢~ dP + (c+n)?,

wobei die Werte von Arkustangens im Intervall {—n/2, n/2) genommen werden
sollen. Auf der Geraden n = 7/2 gilt dann

4,11 F (5 + iE> = exp [——w <n + arctan §—~_—f1 + arctan ¢ - ﬁ) +
2 ¢ c+ 7

+i—1In (€= d) ],
2 (& =d)? + (¢ + n)?

so dass die Konturgeschwindigkeitsverteilung auf der Rundung ist:

Fl¢+ iZF =exp| —w | + arctan —é—:-_l + arctan g—:ii .
2 ¢ c+m

Durch die Wahl von Koeffizienten ¢, d und w kann der Verlauf der Konturgeschwin-
digkeit im betridchtlichen Umfang geidndert werden. Fiir den besonderen Fall ¢ =
= 0,06; d = 0; w = 0,047 ist der Verlauf der Konturgeschwindigkeit in der Ab-
bildung 7 wiedergegeben.

Nach der Einsetzung von Beziehungen (4,6) und (4,11) in die Gleichungen (4,3)
und (4,4) kann man schreiben:

@12 W, =

s

' q sinh 2(¢ — f8)
4,13 = 1 —= .
(13) olt) = 1 +gq [ 2 sinh? (¢ — f) + cos? y}
. eXp w (n + arctan é—_—l + arctan —6——_—>
¢ ¢+

(4,14) (&) = Z + arctan [tanh X(& — o)] + % In (¢ zé (?2 (:;2 (i tzn)z -
_ 2cosh(¢ — p)cosy  q* sinh (& — f) cos 2y
cosh 2(¢ — f) + cos2y {[cosh 2(¢ = P) + cos 2y] cos y
[2 + cosh 2(& — B) — cos 2y] sinh (£ — f) cos y}
[cosh 2(¢ — B) + cos 2y]?

Die Integration der Gleichungen (4,1) und (4,2), in deren rechte Seiten die Aus-
driicke (4,13) und (4,14) eingesetzt wurden, wird nach der Simpsonschen Regel im
Intervall —140 £ ¢ < 140 numerisch durchgefiihrt. Fiir grosse || wihit man die
Linge des Integrationsschrittes gross (max 4¢ = 40), fir kleine |&] wihlt man im

Gegenteil dic Linge des Integrationsschrittes klein (min 4¢ = 0,0625). Zur Bestim-
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mung der Anfangswerte setzt man voraus, dass die Geschwindigkeit fiir £ = — 140
und & = 140 im gesammten Querschnitt konstant bleibt. Aus dieser Voraussetzung
ergeben sich

140 + d 140 + d
(4,15) Ye=—140 = T exp w | = — arctan — td_ arctan it ,
2 c ¢+
—a 140 — d 140 — d
(4.16) Xe_y40= — nl=4 exp o | m + arctan — + arctan ————— | .
21 +¢q c c+m

Die Bogenlidnge misst man vom Punkt B ab (Abb. 3), fiir den £ = 0 gilt.

5. BEISPIELE

a) Als erstes Beispiel wird die Form der Rundung mit konstanter Konturge-
schwindigkeit (W, = 1) fiir den Fall durchgefiihrt, wo innerhalb des Stromungsfeldes
keine Singularititen vorkommen. Dieses Beispiel wurde deshalb gewihlt, da seine
Losung in geschlossener Form geschrieben werden kann. Nach (2,18) gilt

(5,1 FO =1,
so dass die Gleichung (2,25) fiir die Abbildungsfunktion in diesem Fall die Form

dz i
5,2 i
G2) d¢  /tanh 3¢

annimmt, wo noch o« = 0 eingesetzt wurde, so dass der Ursprung der komplexen
Ebene { auf den Ursprung der komplexen Ebene z abgebildet wird. Nach der Sub-
stitution

(5,3) tanh 3¢ = u?
wird die Gleichung (5,2) die Form
4idu

1 —u*

(5,4) dz =

annehmen und deren Integral, das die Anfangsbedingung z = 0 fiir u = 0 erfiillt,
ist dann

- 1
(5,5) = "%y im Y
i+ u 1 —u

Wird in dieser Gleichung statt der Verdnderlichen u wieder die urpsriingliche Verin-
derliche ( eingesetzt, kann die Gleichung (5,5) in der Form

' —(& = 1)} + (et + 1) +iln (ef + 1)} + (& — 1)?
(8 — 1)F + (et + 1)* (& + 1) — (b = 1)
geschrieben werden.

(5,6) z
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Die Punkte der Rundung L sind dann durch die Gleichung (5,6) gegeben, in dic
{ = &+ i(n)2) eingesetzt wurde. Nach einigen kleinen Umformungen errgibt sich

(5,7) z =

2

t —(e**+ )P+ 1
(e + 1)+ 1

+ ilnifef + (2 + 1]

Duch Zerlegen dieser Gleichung in einen reellen und einen imagindren Teil ergeben
sich die parametrischen Gleichungen der Rundung in der Form

(5.8) X =

oder nach Elimination des Pa-
rameters ¢ bekommt man die
Gleichung der Rundung in ex-
plizieter Form:

(5,9) y =mn/2 —

— In —tanhl x—f—ZE
2 2/ 1

-0 <x < —7m/2.

In der Abb. 5 ist die Run-
dung (5,9) wiedergegeben. Die
Form der Rundung wurde in
diesem Fall auch numerisch
nach den im vorigen Abschnitt
abgeleiteten Formeln berech-
net. Es stellte sich heraus, dass
die Fehler der numerischen
Integration den Wert 6. 10~ %
nicht iiberschreiten.

b) Als nichstes Beispiel
wurde die Rundung mit ab-
nehmender Konturgeschwin-
digkeit berechnet, wobei der
Verlauf der Konturgeschwin-
digkeit der Bezichung (4,12)
mit den Konstanten ¢ = 0,06,
d =0, o= 0,047 entsprach.
Zuerst wurde der singulariti-
tenfreic Fall behandelt, d. h.

T
=
2

—n < &< o,

l111(82(:4_1)_1
2 (et )+

y = g + In[e® + (e** + D4,

£
| B
i ———
\ i
| |
-10 x -8 -6 -4 -2 0
Abb. 5.
e R R x U
- o |
L o "”’3‘57/ f
-10 x -8 -6 -4 -2 0
Abb. 6
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in den Ausdriicken (4,13) und
(4,14) war g = 0 gesetzt. Die
Konstante « hat man o = ; ge-
wihlt. Zur Berechnung wurde
die numerische Integration ver-
wendet. Die Form der Rundung
ist in der Abb. 6 wiedergegeben
und in der nachfolgenden Ab-
bildung (Abb. 7) ist der Verlauf
der Konturgeschwindigkeit in
Abhingigkeit von der Bogen-
linge abgebildct.

Die Abbildung 8 stellt die
Form der Rundung fiir den
Fall dar, wo innerhalb des
Stromungsfeldes eine Senke
vorkommt. Man hat o = ;i,
q=3% B=0,y=n/4 gewihlt,
die Konstanten im Ausdruck
fiir die Konturgeschwindigkeit
blieben dieselben wie im vori-
gen Beispiel.

¢) Schliesslich ist noch in
der Abbildung 9 die Form der
Rundung fiir den Fall wieder-
gegeben, wo innerhalb des
Stromungsfeldes zwei Senken
vorkommen; (¢,=0,5, , =0,
Y1 = n/4; g, = 0,167, f, = 2,
y,=7/4; o =0). Die Konstan-
ten im Ausdruck fiir die Kon-
turgeschwindigkeit sind diesel-
ben wie im vorigen Beispiel.
Die Berechnung ist dhnlich wie
im Falle einer einzigen Senke,
jedoch sind die den Ausdriicken
(4,13) und (4,14) entsprechen-
den Beziehungen fiir die Stro-
mungsfelder mit zwei Senken
viel komplizierter und deshalb
werden sie in diesem Artikel
nicht erwihnt.



6. ZUSAMMENFASSUNG

In der Arbeit wurde cinc Methode fiir die Berechnung der Rundung Ldes zweidi-
mensionalen Austrittsgehduses M (Abb. 1) mit vorgeschriebener Konturgeschwin-
digkeitsverteilung unter der Voraussetzung abgeleitet, dass eine isolierte Senke
innerhalb des Stromungsfeldes vorkommt. Das bedeutendste Ergebnis liegt in der
Gleichung (3,12), die zusammen mit den Bezichungen (2,18) und (3,10) dic allge-
meine Losung dieser Randwertaufgabe darstellt. Fiir praktische Anwendung wurden
dic allgemeinen Bezichungen im 4. Abschnitt in cine zur numerischen Berechnung
geeignete Form gebracht.

Ganz analog wiire auch im Falle vorzugehen, in dem ein Punktwirbel innerhalb
des Stromungsfeldes vorkommt. Ebenso bietet eine Verallgemeinerung der erworbe-
nen Resultate auf Félle, wo innerhalb des Stromungsfeldes eine beliebige Anzahl von
isolierten Singularititen (Quellen, Senken und Wirbel) vorkommen, keine prizi-
piellen Schwicrigkeiten dar. Unbeherrscht bleiben bis jetzt nur die Fille, wo die
Divergenz oder Vortizitit nicht in isolierten Punkten konzentriert, sondern auf einem
Teil oder auf dem ganzen Gebiet M stetig verteilt ist.

ANHANG

Es kann leicht dargelegt werden, dass die Funktion

1 sinh 2(1 — )
2 sinh? (t — B) + cos®y

fiir reelle t und f und fiir 0 < y < n/2 beschriankt ist. Dabei ist fiir 0 < y < n/4

1 sinh 2(1 — f3) ‘ <1
2 sinh? (1 — ) + cos® y| -

(1)
und fiir 7/4 <y < /2

@

1
sin 2y ‘

1 sinh 2(t — f3)
2 sinh? (t — f8) + cos?y

IIA

Fiir g, die den Bedingungen
-3 lal = qo < 1 fir 0 <y <
lq] < qo < sin2y fir Z <y <

geniigen, kann der Logaritmus im Integral (4,6) in eine Potenzreihe entwickelt
werden und diese Reihe kann dann gliedweise integriert werden:

. O T sinh” 2(t — p) dt
4 +it) = - '
@) areo (é ’z) 2 2J . [sinh? (1 = ) + cos? yT" simh (1 - &)
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Bei der Berechnung der einzelnen Integrale

* sinh” 2(t — f3) dt
— o [SINh? (1 = B) + cos? y]"sinh (1 — €&)

(5) e ="

T

fithrt man neue Verdnderliche

(0) u=t—-£&¢, v=¢-p
ein;
: 1 [~ sinh” 2(u -+ v) du
™ W= — Jdv
n ), [sinh®(u + v) + cos® y]" sinh u

Der Integrand im Integral (7)

®) 1.(1) = sinh” 2(u + v)
! [sinh? (u + v) + cos” y]" sinh u

als Funktion einer komplexen Verinderlichen u und zweier reeller Parameter v
und y (0 < y < 7/2) angesehen, hat in der komplexen Ebene u die Pole der ersten
Ordnung in den Punkten u = + ikn; k = 0, 1, ... und die Pole der n-ten Ordnung

in den Punkten u = — v + i(n/2 —y) £ ikn und u = — v + i(7n/2 — y) + ikn;
k = 0,1, ... (Abb. 10). Innerhalb der Kurve C (Abb. 10) hat also die Funktion f,(u)
nur zwei Pole in den Punkten u; = — v + i(n/2 — y)
cupidn @ und u, = — v + i(n/2 -+ y). Nach dem Residuums-
— 15 theorem gilt fur das Integral der Funktion f,(u) lings
Gpiom (len des geschlossenen Integrationsweges C:
-L_l,fl?ﬂ' . l
N 9) — @ fu(u)du =
‘U, . 2n J¢
cot L sinh” 2(u + v) du B
. i) 21 J _, [sinh? (u + v) + cos® y]"sinh u
B 1 (7 sinh” 2(u + v) du
‘U, - 4 . .
- - 2n ), [sinh® (u + v) + cos® y]"sinh u
L7t
Ut — i ; res f,(0) — i %resf,,(in) =
Abb. 10.

= iresf,(u;) + iresf(u,).
Aus dieser Gleichung ergibt sich dann fiir den Wert des Integrals 7,(&) die Bezichung
(10) 1(6) = i[res f,(uy) + res f,(uy) + 5 res £,(0) + 5 res f,(im)] .

Die Residuen der Funktion f,(u) in den Punkten v = 0 und u = in sind durch
die Ausdriicke

inh" 2 f
(11)  res £,(0) = sinh” 2(u_+ v) sinh” 2v

[sinh? (u +v) + cos® y]" cosh u |, a [sinh? v + cos? 3]’

lu=
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sinh” 2
(12)  resfin) — — sinh" 2(u + v) ___ sl
[sinh*(u + v) + cos® y]" cosh u [sinh? v 4 cos? y]"

— sinh” 2v

ju=in

gegeben, so dass
(13) res f,(0) + res f,(in) = 0.
Firn = 1ist

(14) res f(u;) = sinh 2(u, + v) _

2 sinh (u; + v).cosh (u; + v).sinh u;

1 1
sinh [ —v + i(7/2 — y)] i cosh (v +iy)’

(15) res f,(u,) = - sinh 2(u, + v) B

2 sinh (u; + v).cosh (uy + v).sinhu,

1 !
sinh [—v + i(n/24 y)]  icosh (v — iy)

Nach (10), (14), (15) und (6) ist:

1 1
+ .
cosh (& — B+ iy)  cosh(& — f — iy)

(16)  14(8) = i[res fi(u,) + resfy(u;)] =

Diesen Ausdruck kann man auf die Form

cosh (6 — B — iy) + cosh (¢ — B + iy) _ 4cosh (6 — B).cosy
cosh (¢ — B + iy).cosh (& — ff —iy)  cosh2(& — B) + cos 2y

(17) ll(f) =

umformen.

Fiir n = 2 wird bei der Berechnung des Residuums der Funktion f,(u) im Punkt u,
einc neue Verdnderliche

(18) l_l=u—ul=u+u—i<g—y>

eingefiithrt. Nach (8) ist dann

sinh? 2[@ + i(7/2 — )]

(19 el = {sinh? [ + i(/2 — 7)] + cos” )7 . sinh [@ — 0 + i(x]2 — )]

—isinh? 2(ii — iy)

" [= cosh? (ii — iy) + cos?y]* . cosh (i — v — iy)

Der Zihler und Nenner des Bruches in der rechten Seite dieser Gleichung wird in der
Umgebung des Punktes ii = 0 nach den Potenzen von & entwickelt, so dass
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i (2" ..)cos2y — (1 + ...)sin2y]? B
{—[(1 % ) cosy — i(i + ...) siny]* + cos®y}?.
S+ )cosh (v + iy) — (u + ...)sinh (v + iy)]

—i sin? 2y + iidisin 2y . cos 2y + ...
@2 [sinh?2y + @2isin2y.cos 2y + ...] [cosh (v + iy) — @ sinh (v + iy) + ...]
I —i 2 cosh iy) . 2y — isinl jiy) . sin 2
i L 2eos (v + iy).cos2y lsm.](erI}) sin y+m}‘
cosh? (v + iy).sin 2y |

(20)  fo(u) =

2

u* | cosh (v+ iy)

Das Residuum der Funktion f,(u) im Punkt u, ist dem Koeffizienten bei 1/i in der
Entwicklung (20) gleich:

2N res f(u}) = 2 cosh (v + iy).cos 2y — l'Sil?h (v + iy).sin2y .
cosh? (v + iy).sin 2y

Das Residuum der Funktion f,(u) im Punkt u, ergibt sich aus dem Ausdruck (21)
bloss durch Vorzeichendnderung bei y:
(22) res f(it,) = —2cosh (v — iy).cos2y — isi'nh (v — iy).sin2y '
cosh? (v — iy).sin 2y

Jetzt kann man schon den Wert des Integrals I,(&) feststellen. Nach (10), (13), (21)
und (22) gilt:
) 2i{cosh (v — iy) — cosh (v + iy)| cos 2
(3) 120) = ifres ) + res fo(u)] = 2N =) = Cosmfo )] eosZy
cosh (v + iy).cosh (v — iy).sin 2y

sinh (v + iy). cosh® (v — iy) + sinh (v — iy) cosh® (v + iy)
cosh? (v + iy). cosh? (v — iy)

_ 8sinhv.siny.cos 2y
(cosh 2v + cos 2y) sin 2y

2 (sinh 2v + isin 2y) cosh (v — iy) + 2 (sinh 2v — i sin 2y) cosh (v + zy)
(cosh 2v + cos 2y)?

4(2 + cosh 2v — cos 2y) sinh v . cos y

4 sinh v . cos 2y
(cosh 2v + cos 2y)?

a (cosh 2v + cos 2y) cos y

Wird in diesen Ausdruck noch v = ¢ — f eingesetzt, ergibt sich

(24) 1,() = 4 sinh (¢ — B). cos 2y
? [cosh 2(¢ — B) + cos 2y]cosy

4[2 + cosh 2(¢ — f8) — cos 2y] sinh (¢ — B).cosy
[cosh 2(¢ — B) + cos 2y]? '
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Ahnlich wire es auch bei der Berechnung der Integrale I,(¢) fiir weitere n vorzuge-
hen. Da aber in den erwihnten Beispiclen nur kleine Werte g vorkommen, kann man
sich in der Entwicklung (4) nur auf dic ersten zwei Glieder beschrinken, d.h. die
Glieder von der hoheren Grossenordnung als Q2 werden vernachliissigt. Nach (4),
(5), (17) und (24) bekommt man

arg<p<é N ig) - g 2cosh (& — p).cosy
2 cosh2(¢ — B) + cos2y
1 4 { sinh (£ — f).cos2y N
2 [cosh 2( — B) + cos 2y] cosy
N [2 + cosh 2(& — B) — cos 2y]sinh (& — ). cos y}
[cosh 2(¢ — B) + cos 2y]?
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Vytah

HODOGRAFOVA METODA PRO PROUDOVA POLE
SE SINGULARITAMI

JAN POLASEK

Pti feSeni jednoho technického problému z proudéni se narazilo na nésledujici
dvourozmérnou okrajovou tlohu:

Navrhnout tvar kfivky L, ktera tvoii ¢ast hranice oblasti M (obr. 1) tak, aby
povrchova rychlost W, na této kiivce méla predepsany pribéh. Pro x — — oo je
vzdalenost kfivky L od osy x rovna 7n/2 a rychlost je v celém prifezu rovna 1 a je
rovnobg&Zzna s osou x. Uvnitf oblasti M — v bodé¢ z, — je umistén nor s vydatnosti
0 < 7j2.

Uloha se fesi tak, Ze se hleda funkce z = z({), kterd zobrazi prosty pas 0 < n <
< 7/2 z roviny { na oblast M v roving z (obr. 2). Pfimka n = /2 se ptitom zobrazi
na ktivku L, kdezto realnd osa roviny { se zobrazi na zapornou reilnou poloosu
a na kladnou imaginarni poloosu roviny z, pficemz bod ¢ = «, # = 0 se zobrazi
na pocatek roviny z. Bod {, = f# + iy se zobrazi na bod z,, v némZ je umistén nor.
Komplexni potencial (z) a komplexni rychlost w(z) mohou byt po dosazeni zobra-
zovaci funkce z = z({) napsany ve tvaru (3,4) a (3,6), kde pomocné funkce F({)
a ¢({) jsou dany integraly (2,18) a (3,10). Absolutni hodnota rychlosti na kfivee L
(tj. pro { = & + i(n/2)) je pak podle (2,24) a (3,9) skutetn¢ rovna pfedepsané po-
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vrchové rychlosti (|w] = W,). Pro derivaci zobrazovaci funkce z({) dostane se ze
vztahu (2,2), po dosazeni vyrazi (3,4) a (3,6), rovnice (3,12). Rovnice kfivky L se
ziska integraci rovnice (3,12) pro { = & + i(n/2). Integraci je moZno provést v uzavie-
ném tvaru jen ve velmi specialnich pfipadech (napi. W, =1, ¢ =0, rov. (5,9),
obr. 5). Pokud je vydatnost noru mala, je viak moZno upravit rovnici (3,12) na tvar
vhodny pro numerickou integraci, rov. (4,1), (4,13) a (4,14). Vysledky né&kolika
prikladl jsou zobrazeny na obr. 6—9.

Peszrome

METO/l I'OJIOrPA®A JJIS1 MOJIEWM TEYEHUW C OCOBEHHOCTSMMU

AH NOJIAIIEK (Jan Polasek)

[pu pelicHUH OJHOM TeXHUYeCKoW MpobJeMbl U3 00JIACTH TEUCHHsS MbI BCTPETH-
JIMCh CO CJIEyIOLeH IBYXMEPHOH KpacBOH 3aJa4yei:

[octpouts Kpysyio L, oGpasyrouiyto yacTb rpanuusl obmacru M (cM. puc. 1)
TakuM o0pa3om, 4yToOb! ckopocTh W, Ha 3TOM KpUBON MMeJIa NMPEIMUCAHHBIN X0[
u3MeneHuit. [t x — oo yAaJiecnue KpuBoit LOT OcH X paBHO 71/2, CKOPOCTb B LIEJIOM
ceveHus paBHa 1 v mapaJuiesibHa ocH X. BHyTpu ob6iactu M — B TOYKe z, — pacmnoJio-
EH TOYEYHBIH CTOK MOLIHOCTbIO Q < 7/2.

3ajaua pewiaeTcs myTem HaxoxaeHus GyHkiuun z =z({), orobpaxkaroiueif IpocTyro
nosocy 0 < n < m/2 u3 miockocTH { Ha obnacte M B mioctkoctu z (cM. puc. 2).
Ilpsimast # = 7/2 npu 3TOM OTOOPAXKAETCSt HA KPUBYHO L, MEX/1y TeM KaK BEeLIeCTBEH-
Hasl OCb ILIOCKOCTH { OTOOpa)XaeTcsi Ha OTPUUATEJbHYIO BCLUCCTBECHHYIO I0JIOOCH
M Ha TOJIOXHUTEJIbLHYI0 MHUMYIO ITOJIOOCH TUIOCKOCTH z, mpu4yeM Touka & = o, 1 = 0
nepeaeTcs Ha Hayaso MIOCckoCTH z. Touka {, = f§ + iy oToOpaxaercst Ha TOUKY Z,
B KOTOPOIii PACITOJIOKEH TOYCHHBIH CTOXK. KOMIUICKCHBIH nToTeHuuat Q(z) u KOMILIeKc-
HYIO CKOPOCTb W(z) ToCIe MOJACTAHOBKM oToOpaxkatowei Gpynkuun z = z({) MoxkHO
nucath B Buje (3,4) 1 (3,6), rae Bcnomoratesbhbic Gynki F({) u ¢(() onpeaesensl
unterpagamu (2,18) 1 (3,10). AGcosoTHast BeJMYHHA CKOPOCTH Ha KpuBOii L (T.e.
st § = &+ i(n/2)) Toraa no (2,24) u (3,9) AcHCTBUTENILHO paBHA IPEAINMCAHHOM
ckopocti Ha rosepxuoctu (|w| = W,). [as npousBoHoil oToOpaxaiouei (yHk-
umn z({) mosyuum 13 oTHoOWeHus (2,2) mocie nojcTaHoBKK BhIpaxeHus (3,4) u (3,6),
ypastetue (3,12). YpasHeHue KpiBoii LIOJIyduTCst MyTCM MHTETPUPOBAHHS ypaBHe-
aus (3,12) i { = & + i(n/2). MuTerpupoBaHue MOXHO OCYLIECTBHTH B 3aKPBITOM
BU/IC TOJILKO B OYCHb CHEHMAIbHBIX ciydasx (Hamp., W, =1, Q = 0, ypasu. (5,9),
puc. 5). Onnako, ecad MOUIHOCTb TOYCYHOIO CTOKA MaJia, YpaBHCHUE (3,12) MOJXHO
npeobpazoBaTh K BUAY, YA0OHOMY UL HYMMEPHYECKOrO WHTEIPUPOBAHMS, YPaBH.
(4,1), (4,13) u (4,14). Pe3ysbTaThl HCCKOJILKMX MPHMEPOB NMPUBCACHBI Ha puc. 6—9.

Die Adresse des Autors: Dr. Jan Poldsek C. Sc., Statni vyzkumny ustav tepelné techniky,
Hnsova 8, Praha 1. :
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