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SVAZEK 9 (1964) APLIKACE MATEMATIKY CisLo s

SUR L’EXISTENCE ET L'UNICITE DE LA SOLUTION
DANS LA THEORIE DU FLUAGE LINEAIRE
I. PREMIER PROBLEME AUX LIMITES

IvAN HLAVACEK et MIRCEA PREDELEANU

(Regu le 11 décembre 1963.)

L’existence et I'unicité de la solution du premier probléme aux limites
(probleme du type Dirichlet-Poisson) est prouvée dans la théorie du fluage
linéaire tridimensionnal. On suppose ’homogénéité et I'isotropie des maté-
riaux, I'invariance par rapport au temps du coefficient de contraction laté-
rale. On considére non seulement les phénoménes héréditaires, mais aussi
I’age des matériaux.

L’étude de I'unicité des solutions des équations des corps viscoélastiques linéaires
définis a I'aide des opérateurs intégrales de type convolutif est marqué par le travail de
V. V. VOLTERRA [1] en 1909. BREUER ¢t ONAT [2]en 1962 ont démontré aussi, en utili-
sant une autre voie, un théoreme d’unicité en conditions un peu differentes de celles
utilisées dans [1].

Un traitement élégant et systématique du probléme d’unicité dans la théorie de la
viscoélasticité linéaire a été donné par GURTIN et STERNBERG [3].

La théorie de la visccélasticité linéaire définic par les opérateurs intégrales convolu-
tifs ou par les opérateurs diférentiels caractérise seulemént les phénomencs hérééi-
taires, et non pas ceux, dans lesquels on tient compte de ’age des matériaux. Une
théorie compléte de ces phénomeénes dans le cadre de linéairité introduit des opérateurs
de type Volterra nonconvolutifs [4].

Ainsi, si sy et ey sont respectivement les déviateurs du tenseur de tension oy, et du
tenseur de déformation ¢, définis par

3 3
_ 1 _ 1
Sik = Oix — §5ik Z Oiis € = & — 35ik Z &
i=1 i=1

ou dy =1 pour i =k, 6 =0 pour i=k, i,k =1,2,3, I’équation rhéologique
d’état pour un corps homogene et isotrope est donnée par

(1) s(X,1) = 2 [G(z) ealX, 1) J 0 <56? o, f)> ea(X, ) df] ,

Q) Y odxi)=3 [K(t)iis“(x, ) — f 0 (5‘3; #(t, f)) éf"“(x’ T)df],

i=
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ol ¥(t, 7), #(1, 7) sont les fonctions de relaxation pour le cisaillement pur et pour la
déformation volumétrique,

G(t) = 9(t,1) et K(t) = A(1,1)
désignent respectivement les modules d’élasticité, instantanée.

Du probleme de I'unicité dans la théoric de ces corps s’est occupé M. PREDELEANU
[5], qui a donné un théoréme d’unicité de la solution du premier probléme aux limites
(probléme du type Dirichlet) pour une classe des corps de type (1) —(2), définie par la
relation
(3) A (1, 1) = ¢, Y(1,7)

(¢, constante positive)

La classe des corps définic par la relation (3), qui implique I'invariance par rapport
au temps du coefficient de contraction latérale (coefficient de Poisson) est remarquable
tant du point de vue expérimental — cette propriété étant caractéristique pour quel-
ques matériaux — que du point de vue analytique par la possibilité d’employer ’ana-
logue élastique pour construire les solutions des problémes aux limites.

Dans cette note nous nous occuperons de I’existence et de 'unicité de la solution du

premicr probléme aux limites pour la classe des corps définis par (1) —(3).
En tenant compte des équations d’équilibre

(4)

ol —F, sont les forces massiques ct des relations (1)—(3), les équations en déplace-

ments sont données par

(%) G, Lu= G(t) Liu(X, 1) — J

3
Qw _ g (i=1,23),
k=1 0x,

t N
098 9) 1 u(x, 1) dx = F(X, 1

(0]
pour XeQ, teJ,

(6) u{X,t) =f{X,t) pour Xerl, telJ,
i=1,2,3,
ou
az
(7) Ly = Vu, + (co + 1) e

ik=1 0x; 0x; ’
J est linterval <0, T,
Q le domaine borné, occupé par le corps,
I' sa frontiere.
Considérons d’abord le probleme élastique correspondant, défini par les équations
(3) Liu(X,t) = FX,1) pour XeQ,
9 uf{X, 1) = f(X,t) pour XerI,

i=1,2,3, teJ arbitraire .
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On peut écrire les équations (8) —(9) a I'aide des vecteurs
(8) : Lu =
) u=

*

’

N

~

Das la suite, on emploie les symboles: X = (x,, x,, x3) est un point en coordonnées
orthogonales, W§"(Q) est I'espace des fonctions qui ont le carré sommable dans Q ct
qui posseédent toutes les dérivées particlles premiéres généralisées, le carré de ces déri-
vées étant sommable dans Q.

Avec le produit scalaire

g oy

oi=10x; 0x;

(u, 0)y 000 -—-J uvdX +
Q2

W3'(Q) devient espace hilbertion.
2(Q) signific I'espace des fonctions, qui possédent les dérivées de tous les ordres con-
tinues et sont méme a support compact dans Q;
WiY(Q) est la fermeture de 2(Q) dans la norme d’espace W{(R). Avec le produit
scalaire
2 du ov

(u, v) WaR) = Z o dX
: o i=1 0x; 0x;

W5(Q) devient espace hilbertien.

Nous emploicrons les espaces des vecteur-fonctions, resp. 'espace des fonctionelles
e oo 1) (D) p(—1) .
linéaires continues W5(Q), W5 (), resp. WS~ "(Q), avec les normes suivantes

3
2
(10) lulwzm(g) = Z l“il;zylm(g)

i=1
et pareillement pour W‘lz’(Q),
3
IFlg, - vy = sup I(F, u)l ou (F, u) = Z(Fi’ “i)
lulw,@)=1 i=1
et (F;, u;) est la valeur de la fonctionelle F; € W, ~1(Q) pour u, € W{(Q).
Parce que dans (7) ¢, > 0, Popérateur —L est elliptique ,,par rapport au probléme
de Poisson* (cf. par ex. [6]). Ceci résulte de I'inégalité de Korn pour des matériaux

homogenes et isotropiques (a voir [7], § 41).
On peut en déduire ([6]) le

Lemme 1. Si

(11) Fi(X, e Wi (@),
(12) flX, ) e wi(@),

i=1,23 tey,
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alors il-y-a dans Pespace WSV(Q) pour chaque t € J une solution unique u(X, t) du
probléme (8)—(9) au sens faible suivant: pour toutes les vecteur — fonctions ¢, €
€ 9(Q) est
3.0 0 ou;
(13) | T P 4o+ DX = Y (#F 0,
o ik=1 0x; | Ox; 0x;, i
(14) u; — fie WE(Q),
i=1,23. i

Introduisons maintenant des espaces Wi'(Q, J), Wi~ (@, J) resp. WED(Q, J),
W{~1(Q, J) des transformations de I'intervalle J dans les espaces W§™(Q), W™ (@)
resp. Wi(Q), W5~ 1)(Q), definis pour chaque t € J et avec les normes

[uilw 0,0y = sup [u{Dlw, @) > 1F i@, 5 = SUP IF (D] ,-nea) »
te. teJ
[Ulw,,sy = SUP [U(t)lwzm(o) s | Flc-00,0) = sup lg’—(t)[\i’vz(—um) .
teJ teJ
Evidemment, si par ex. u;€ W§(Q, J) pour i = 1,2, 3, alors de (10) résulte ue
e W{D(Q, J). Il en va de méme pour &, Z.
Lemme 2. Supposons, que
FiX, ews V(@ J),
X, )ewP(Q,J), (i=1,23)

alors il résulte qu’il existe aussi une solution u(X,1)e W{'(Q, J) du probléme
(8)—(9) au sens (13)—(14) et cette solution est unique dans W{(Q, J).

Cette affirmation est conséquence du lemme 1 ct de I'inégalité

(15) lu(®)lw,o@ = [IF*D)lw,o@ + FOlw,ow], ted
(voir [6]), ot ¢ ne dépend pas de t.

En revenant au probléme défini par (5)—(6), nous démontrerons le

Lemme 3. Soit dans I'équation intégrale (5): la fonction 0%(t, 1)/0t mesurable,
bornée dans le carré Jx J, G(t) mésurable et |G(t)] = y > 0 pour te J, F{X,t)e

e W{™Y(Q, J). Alors il-y-a précisément une solution Ly de équation (5) dans Des-
pace W5 (@, J) pour chaque i = 1,2,3 et 'on a

13
(16) Lou(X. i) = # (X, 1) - f H(1, ©) # (X, 1) de,
V]
ou
F(X, 1) = F_(;X_t) ews (@, ),
G(1) :
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et la résolvente est donnée par la somme de la série absolument et uniformément
convergente des noyaux itéreés

1 0%t v 1.')

H(t,r)z—i Ft 1), A1) = G o

Parce que H(t, r) est la fonction bornée, mesurable dans J x J, il résulte de I’équa-
tion (16), que

ot
IL; "(’)iﬁ'z(—n(n) = lg’—;(t)h‘i'z(-!)(m + HJ ]ﬁi(f)h"vﬁ-”(mdr’
0 .

ou |H(t, )| < H pour (1, 7)€ Jx J et enfin
(17) lLiu|v‘i'2<—1>(9,J) = (1 + HT) |-9’~i|i’h<—”(!2,1) :

En démontrant que (16) représente la solution de I’équation de Volterra (5), il faut
changer I'ordre de I'intégration

|70 HenF@a=[Fe0 [ seouea

La légitimité de ce changement est conséquence des theorémes de Fubini et Tonelli
pour les intégrales de fonctions abstraites (& comparer [8] ILL11.15 et IIL11.9), car
pour te1I est

4 T
f dr j L (1 2) (. 0) F0)] oy d < o0
0 0

On peut conduire semblablement les autres parties de la démonstration de ’existence
et de I'unicité de la solution, comme par ex. dans [9], si 'on prend au lieu des valeurs
absolues les normes dans I’espace W5~ ().

Remarque. Notre lemme 3 subsiste méme si la fonction 0%(t, 1)/dt n’cst pas
bornée, mais qu’elle posséde une singularité faible, c’est-a-dire que
09(1, 1) < C,

0t (t— 1)

ou C, est une constante et 0 < a < 1.

La série pour la résolvente converge de nouveau absolument est uniformément vers
la fonction bornée H(t, t) (cf. par ex. [10]), également nous dérivons aussi Papprécia-
tion (17) et de méme, comme d’abord, nous démontrons, que (16) définit la solution de
I’équation (5). L’unicité résulte par ex. de la conséquence du paragraphe 1.12 du livre
[9] et du lemme 3.

On peut énoncer le

Théoréme. Le premier probléme aux limites pour un corps défini par les relations
(1)—(3), en tenant compte des suppositions de lemme 3 (évent. de la remarque),
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soumis aux forces massiques F(X,t)e W™ "(Q, J) et avec les déplacements sur T
égaux a f(X,1)e Wi'X(Q, J) a une solution faible u, qui est unique dans W5"(Q, J)
et

(18) [Ulw,o@,0) = < c[IFlw,c- @, + [flw, e, nl -

Démonstration. Il résulte du lemme 3, que les équations (5), possédant la forme
G,Lu = %, sont équivalentes aux équations

Lu=G'7,=Fit)ews (@, J), i=1273.

Ainsi nous avons transformé le probleme (5)—(6) dans le probleme du type (8)—(9),
(avec ¢ variable dans lintervalle J), qui a suivant le lemme 2 précisément une solution
dans I’espace W{(Q, J).

Nous démontrerons la relation (18) succesivement. Suivant (17) nous recevons
d’abord

* T o
|F |v‘i'z(~n(sz,1) = Czly’ilﬁ’z(")(ﬂ,.l) =S¢ ?lFi|wz<-n(:z,J)-

Ensuite, nous en déduisons
3

IF* -0, = SUP(Z F Ol @)t < (X sup? |ZF(O)lisc-ne)' =

teJ i=1 i=1 teJ
< ey \/3 max sup |[F{1)];i,c-ny = €3 sup max |F(t)h,-n@) =
i=1,2,3 teJ i=1,2,3

3 Sup max sup  |(F{t),v)l < cssup  sup | Z (F{1),v)| =

teJ i=1,2,3 |vilf,()0)= teJ |viw, ) =1 i=1
w()2)=1 W, (1)(92)

= 3l F -0, -

De (15) et de la derniére appréciation, il résulte

Iu'Wz(”(Q,J) = C[|3;*||7v2(—1>(9,u + ]ﬂwzm(g,n] <

= C4[IF|W2(—1>(Q,1) + Iﬂwz(l)(Q,J)] .
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Souhrn

EXISTENCE A JEDNOZNACNOST RESENI V TEORII LINEARNI
REOLOGIE

I. PRVNI OKRAJOVA ULOHA
IvaAN HLAVACEK a MIRCEA PREDELEANU

Dokazuje se existence a unicita feSeni 1. okrajového problému (Dirichlet-Poisso-
nova) v linearni prostorové reologii, s omezenim na homogenni a isotropni mate-
rialy a staly, v ase neproménny koeficient pfi¢né kontrakce. Je zapocteno jak do-
tvarovani, tak i starnuti materialu.

Reseni problému je definovano ve slabém smyslu (viz [6]). Pomoci pfislusné Vol-
terrovy integralni rovnice druhého druhu je piivodni problém pfeveden na problém
v podstaté teorie pruznosti, pro ktery plati existence a unicita.

Pe3rome

CYHIECTBOBAHUE N OAHO3HAYHOCTb PEIIEHWA
B TEOPUU JIMHEMHOW NOJI3YYECTU

I. IEPBAA KPAEBAA 3AJAYA
UBAH TI'JTABAYEK u MUPYA ITPEIDJIEAHY (Ivan Hlavacek et Mircea Predeleanu)

Jloka3bIBaeTCs CyLIECTBOBAHME U ONHO3HAYHOCTh pelleHusi 1-0if kpaeBoi 3ajJa4u
(I[Hpnxne-Hyaccona) B JIMHEWHON NPOCTPAHCTBEHHOMN MOJI3YYECTH, PUYEM OTrpaHU- -
YMBAEMCsl OJJHOPOAHBIMH ¥ M30TPOIMHBIMU MaTepHajlaMU U IOCTOSHHBIM, HE Iepe-
MEHHBIM BO BpeMeHU K03 UIMEHTOM HONMEPEYHOro CXaTHs. YUHTBIBASTCS HACIem-
CTBEHHOCTh U TaKXe CTapeHHe MaTepuaja.

Peluenne 3aJauil ONPENENeHO B CIaGOM CMBICIe (em. [6]). Mpu momoru co-
OTBETCTBYIOIIEIO MHTETPAJBHOTO YypaBHEHUsI BosbTeppa BTOpPOro poja CBOOUTCSA
HepBOHaYaIbHAs IIpobiieMa, ITo CYUIeCTBY, K Ipo0ieMe U3 Teopuu YIPYTOCTH, IS
KOTOPOI MMEET MECTO YTBEPXKJCHHUE O CYILECTBOBAHMU M OJTHO3HAYHOCTH.
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Praha 1. — Dr. Mircea Predeleanu, Institut de Mathématiques de ’Académie des Sciences de
la R.P.R., M. Eminescu 47, Bucuresti 3.
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