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SVAZEK 9 (1964) APLIKACE MATEMATIKY ČISLO 6 

DIE ABSCHÄTZUNG DES FEHLERS DER LÖSUNG, 
WELCHER BEIM EINSETZEN DER KONSTANTEN FÜR DIE QUOTIENTEN 

Q/P UND R/P IN DEN FRENETSCHEN FORMELN ENTSTEHT 

VLADIMIR PETRÜV 

(Eingelangt am 4. Februar 1964.) 

In der Arbeit wird die Differenz zweier Lösungen der vereinfachten Fre-
netschen Formeln abgeschätzt und zwar im Falle, dass die eine Lösung die 
Formeln mit den Funktionen a, r und die andere die Formeln mit den Funk­
tionen a0, r0 erfüllt. 

F. NOZICKA hat bewiesen, dass die Weltlinie ein gewisses System von Differential­
gleichungen, die sogenannten Frenetschen Formeln, erfüllt1). Wenn man statt der 
Eigenzeit t ein neues Parameter a einführt, bekommt man aus den Frenetschen 
Formeln ein einfacheres System der Differentialgleichungen2) 

(i) f - h . ^ - . . + _•„ 
der da 

_ _ _ - a i + r i - _ ! - -ri 3) 
— _J2 T rj4 ? — — rJ3 9 ) 

da da 
wo q, r stetige und nichtnegative Funktionen in gewissem Intervall J = <0, a) 
(0 < a S + °o) sind. Im Falle, dass r = 0 ist, reduziert sich das System (1) auf das 
System. 

(2) %±-h, ^ - ; 1 + c_ 3, ^ - - « / , . 
da da da 

Der Fall, dass die Funktionen q, r Konstanten sind, wurde schon gelöst2). Im 
Falle nichtkonstanter Funktionen q, r kann uns also dieser Fall als erste Approxima­
tion dienen, wenn man nur die Konstanten, dio man für q und r setzt, passend wählt. 

j ) Siehe [1]. 
2 ) Siehe [2]. 
3 ) Wir sollten j \ , j | , j_, j% schreiben, weil wir uns aber nur mit einer Lösung des Systems 

beschäftigen werden, lassen wir den Index <x aus. 
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Es handelt sich freilich auch darum, was für ein grosser Fehler in der Lösung ent­
stehen wird. Der Inhalt dieser Arbeit ist die Abschätzung des Fehlers der Lösung, 
der entsteht, wenn man in System (l) statt der Funktionen q, r die Funktionen q0 r0 

(resp. im System (2) statt der Funktion q die Funktion q0) nimmt. 

I. Der Fall r = 0. 

Es soll j l 9 j 2 , j 3 eine Lösung des Systems (2) und ku k2, k3 eine Lösung des Systems 
sein, das aus dem System (2) entsteht, wenn man q0 statt q schreibt. Diese beiden 
Lösungen sollen dieselben Anfangsbedingungen für o = 0 erfüllen, d. i. 

(3) J1(0) = fc1(0), ;2(0) = fc2(0) , ;3(0) = fc3(0). 

Es interessiert uns die Abschätzung der Differenz jx — kx. 

Wegen (3) bekommt man mittels des Mittelwertsatzes und der ersten der Gleichun­
gen (2): für o e J gilt 

(4) j » - kx(a) = a(j2(ä) - k2(ä)), 

wo 0 < ä < a ist. 

Schätzen wir ähnlich die Differenz j2(a) — k2(a) für a e <0, a} ab: 

Jz(a) ~ k2(a) = a(jx(a') - kx(a') + q(a')j3(a') - q0(a') k3(a')), 

wo 0 < a' < a ist, also 

\h(a) - k2(a)\ < 

< a(\jx(a') - kx(a')\ + \q(a')\ . \j3(a') - k3(a')\ + \q(a') - q0(a')\ . \k3(a')\) . 

Bezeichnen wir 

C = max q(o), s = max \q(o) — q0(o)\ , K2 = max |k3(cr)| . 
<TG<0,<T) <re<0,<r) <T6<0 ,<T ) 

Man hat dann 

| 1 » ™ k2(a)\ ^ o(\jx(o') - kt(o')\ + C\j3(o
f) ~ k3(o

f) | + eK2) . 

Wenn man dieselbe Methode nochmals auf die rechte Weite anwendet, bekommt man 

|j2(<x) - k2(o)\ S 

S K ^ l M ^ i ) - ^ ( O l + Co'\q(ol)j2(ol) - q0(o'2) k2(o"2)\ + eK2) , 

wo 0 < o\ < o\ 0 < o"2 < of ist. Bezeichnen wir noch 

K! = max |k2(O")| , 
<T6<0,<T> 

hat man weiter (es ist 0 < o' < o): 

\h(a) ~ k2(a)\ < asK2 + a2(\j2(a'[) - fc2(<ri')| + C(C|j2(cr2) - fc2(cr'2)| + sKx)) . 
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Bezeichnen wir a" den der beiden Punkte a"l9 o"2 in dem der Wert \j2 — k2\ grösser oder 
gleich dem Wert in dem anderen Punkte ist; man bekommt so 

(5) \j2(o) - k2(a)\ rg osK2 + o2sCK1 + o2(\ + C2) \j2(a") - k2(a")\ , 

wo 0 < o" < o' < o ist. Wir werden jetzt durch Induktion beweisen, dass für jedes 
n = 1, 2, ... es ein on (0 < an < o) so gibt, dass 

(6) !;.(<-) - fc.(a)| ^ e<т2(K2 + СK1<т)Y.(l + С 2 ) ^ 2 ' + 
« - l 

> I ( 
/c-O 

+ (1 + C 2 ) » < T 2 " + ' | j 2 (<r„)- fc2(<r„)|. 

Für tz = 1 bekommt man (6) gleich aus (4) und (5). Es mag jetzt (6) für den Wert n 
gelten. Den Ausdruck | j2(on) — k2(an)\ schätzen wir mit Hilfe von (5) ab; wenn man 
nun on + 1 statt o" schreibt, sieht man, dass die Ungleichung (6) auch für den Wert 
n + 1 gültig ist. 

Nehmen wir jetzt in (6) den Grenzwert für n -* + oo. Aus dem ersten Glied ent­
steht eine unendliche Reihe, die offenbar für 

1 + C2 

konvergiert. Wenn man sich auf solche o beschränkt, dann wird lim (1 + C2)" o2n+1 = 
n-+ + oo 

= 0; weil die Funktion \j2 — k2\ auf dem Intervall <0, <r> beschränkt ist, ist der 
Grenzwert des zweiten Gliedes in (6) gleich Null. Man bekommt so 

\h(o) - k,(a)\ = za\K2 + CKta)+f (1 + C>f ̂  • &-f^±±^A, 
k = o 1 - (1 + Cz)az 

Wir haben so diesen Satz bewiesen: 

Satz 1. Die Funktionen q, q0 sollen stetig und nichtnegativ im Interfall J = 
= <0, a) (0 < a ^ + oo) sein. Es mag j l 9 j 2 , j 3 die Lösung des Systems (2) sein, 
die dieselben Anfangsbedingungen für o = 0 wie die Lösung kl9 k2, k3 erfüllt, wo 
kl9 k2, k3 die Lösung des Systems das aus dem System (2) entsteht, wenn man darin 
q0 statt q schreibt. Es sei . 

C(<j) = sup q(ö) , s(o) = sup \q(ö) - q0(ö)\ , 
<TE(0,(T) öe(0,a) 

Kt(o) = sup \k2(o)\ , K2(o) = sup \k3(o)\ 
äe(0,<r) äe(0,a) 

für a e J. Für die o e J, welche die Bedingung 

(7) (1 + C 2 ( < T ) ) < X 2 < 1 
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erfüllen, gilt dann die Abschätzung 

(8) h l W - klU)\ < ^ { U ^ 0^0)^(0)) 
} ' U ' U ; | - 1 - o2(\ + C2(o-)) 

II. Der Fall r 4= 0. 

Es soll 7i, j 2 , j 3 , j 4 die Lösung des Systems (1) und k1? k2, k3, k4 die Lösung des 
Systems sein, der aus dem System (1) entsteht, wenn man q0, r0 statt q, r schreibt. 
Die beiden Lösungen sollen dieselben Anfangsbedingungen für er = 0 erfüllen, d. i. 
es soll 

(9) ;,(0) = fc,(0), fc2(0) = fc2(0), j3(0) = fc3(0), ;4(0) = fc4(0) 

sein. Es interessiert uns wieder die Abschätzung der Differenz j t — kx. 
Wir werden ganz analog wie im Falle I fortschreiten. Wegen (9) bekommt man nach 

dem Mittelwertsatz die Gleichung 

jt(o) - kt(o) = o(j2(ö) - k2(ö)) 

wo 0 < ö < o ist. Bezeichnen wir 

C = max q(o) , D = max r(o) , Kt = max \k2(o)\ , K2 = max |k3(cr)| , 
<re<0,tx> <xe<0,5> <re<0,fr> <TG(0,CT> 

K3 = max |k4(ö-)| , s = max \q(o) - g0(o")| , n = max \r(o) - r0(a)\ . 
<T6<0,ff> <Te<0,ä> <re<0 ,ä> 

Es ist dann 

h(a) - kt(o) = o . 0(^(0') - kt(o
f) + q(o') j3(a') - q0(o

f) k3(o')), 

wo 0 < o' < ö ist, es gilt also 

(10) |7l(<r) - fc.(ff)| < ahK2 + a2(\j,(a') - k,(a')\ + C|j3(<r') - fc3(<r')| . 

Man kann auf dieselbe Weise die Differenz 7'3(<r) - k3(a) fürff e <0, <r> abschätzen: 
es ist 

j3(a) - fc3(ff) = <T(-a(ff')j2(ff') + r(a') j4(a') _ qo(a>) kl(a') + r0(a') k4(a')) 

wo 0 < ff' < <T ist, es gilt also 

|J3(<r) - fc3(<r)| = a(eK, + r,K3) + a(C\j2(o') - fc2(</)| + D\h(a<) _ fc4(ff')| g 

<. a(eKt + r,K3) + a\C(\h(a'[) - fc,(<r'0l + C|;3(ff'0 - fc3(ff'0| + eK2) + 

+ D(D\j3(a"2) - fc3(T'2)| + nK2), 

wo 0 < er, < <r', 0 < a"2 < <r' ist. Man hat so 

(11) \h{°) - fc3(<r)| = a(eK, + t,K>) + a\Ce + Dr\) K2 + 

+ <T2[C|7,(<T'0 - k,(<T'0| + (C2 + Ö*) |;-3(ff») _ fc3((T»)|] , 

wo 0 < o'[ < o\ 0 < o" < of ist. 
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Definieren wir die Zahlen A,p Bn (n = 1,2,...) durch die Gleichungen 

(12) Äx = \ , Bi - 1 , 

(13) Aw+1 = An + C2Bn, B,I + 1 = An + (C2 + D2) Bn . 

Wir werden beweisen, dass gilt: Zu jedem n — 1,2, ... gibt es Zahlen atv an, 
0 < on < fj, 0 < an < ö so, dass 

(14) \jt(o) - fc,(a)| ^ a2
£K2(l + i V 2 " ) + 

fc=l 

n - 1 

+ o^C^Kj + ^K3 + cr(C£ + D>/) X 2 ) X V 2 ( f e _ 1 ) + 
k=l 

+ ^"(A . l j^a») - fcx(a„)| + Cß„|j3(a„) - fc3(a„)|). 

Beweis durch Induktion nach n: Für n = 1 folgt (14) gleich aus (10), wenn man o{ = 
= o[ = <x' setzt. Es soll also (14) für den Wert n gelten. Die auf der rechten Seite 
auftretenden Ausdrücke |fi(cr„) — /c1(rj„)|, \j3(on) — k3(cr^)| kann man mittels (10) 
und (11) abschätzen. Man bekommt 

|Ii(tf) - kt(o)\ _ o2^K2{\ + £ Ako
2k) + o*C{sKx + nK3 + a(Cs + Drj) K2) . 

A: = 1 
n - 1 

. XB.O-2^"1* + <x2f, + 2£K2^« + ^2o + 1C(8Ki+ nK3)Bn + o2n + 2C(C£ + Dt]) K2Bn + 

+ a2n + 2[(A„ + C2ß„) |;1(a„+1) - fcI(a„+1)| + C(A„ + (C2 + D2) ß„) . 

• | j 3 « + i)-fc3« + i ) | ] , 

wo man on + l gleich dem der beiden Punkte er', o\ gesetzt hat, für welches der Wert 
III ~~ ^ i | grösser oder gleich dem Wert in dem anderen Punkte ist, und on + 1 wieder 
dem der Punkte o\ o" für welches der Wert |j3 — k3| grösser oder gleich dem Wert 
in dem anderen Punkte ist. Wegen der Gleichungen (13) sieht man, dass die letzte 
Ungleichung gerade die Ungleichung (14) für den Wert n + 1 ist. 

Man hat bewiesen,4) dass die Zahlen An, Bm die durch die Gleichungen (12), (13) 
bestimmt sind, die Zahlen 

(15) Bn « " ^ ( - l y » - * - 1 ) / - ß(n + k~ l)\ Dn~k-\\ + C2 + D2)\ 
k=o \ k J 

(16) A„ = ß„ + 1 - ( C 2 + D2)ß„ (» = 1,2,...) 

sind. 
Konvergiert die Reihe 

(17) EB-V0-", 

4 ) Siehe [3]. 

+ 00 

в = l 
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+ O0 

konvergiert auch die Reihe £ Ano
2n und es ist 

rt = 0 

lim A„O2" = lim Bno
2n = 0 , 

«-> + 00 n-* + oo 

das bedeutet, dass der Grenzwert der beiden letzten Glieder in (14) gleich Null ist. 
(Alle on, on sind aus dem Intervall <0, ö} und deswegen sind die Ausdrücke \ji(on) — 
~ ^i(ö"«)|? |J3C^w) ~~ ^3(an)\ s i c n e r m i t einer von n unabhängigen Konstanten 

beschränkt.) 

Man kann beweisen, dass die Reihe (17) zu der Summe4) 

1 
(18) 

J 1 - O2(l + C2 + D2 - D2G2) 

konvergiert, solange 

(19) G2(\ + C2 + D2 + D2G2) < 1 . 

Nimmt man also in (14) den Grenzwert für n -> + oo, bekommt man für die o, 
die die Ungleichung (19) erfüllen, die Abschätzung 

+ 00 +00 

I ; » - fc,(<-)| S o\K2(\ + £ß„+1a2" - (C2 + O 2 ) ^ / ' ) + 
„ = 1 „ = 1 

+ oo 

+ a3C(£K! + nK3 + o(Cs + Dn) K2)Y Bno
2(n~l) , 

n = l 

es ist also 

(20) |ji(^) - *,(*)l ^ 

< 
G2eK2(l - (C2 + D2)o2) + r/3C(єK, + nK3 + (T(CЄ + D,/) K2) 

1 - (T2(l + C2 + D2 - D20"2) 

Wir haben so diesen Satz bewiesen: 

Satz 2. Die Funktionen q, q0, r, r0 sollen stetig und nichtnegativ im Intervall 
J = <0, a) (0 < a ^ + oo) sein. Es mag j l 9 j 2 , j 3 , j 4 eine Lösung des Systems (1) 
sein, die dieselben Anfangsbedingungen für o = 0 erfüllt wie die Lösung fcl5 k2, k3 

k4 des Systems, das aus dem System (1) entsteht, wenn man q0 statt q und r0 statt r 
schreibt. Es soll o e J sein. Bezeichnen wir 

(21) C = sup q(ö) , D = sup r(ö) , K1 = sup |k2(ö=)| , K2 = sup |k3(<r)| , 
äe(0,a) äe(0,a) äe(0,a) äe(0 ,a) 

K3 = sup |k4(ä)| , e = sup \q(ö) - q0(ö)\ , n = sup \r(ö) - r0(ö)\ . 
cre<0,o-) <re(0,ff) äe(0,<r) 

Wenn. 

(22) a2(l + C2 + D2 + D2G2) < 1 

440 



ist, dann gilt 

(23) Ij-O) - fc.(*)l g 

ff2eK2 + (T3C(8K ( + 17/C3) + <r4£>(0/ - De) K2 

< 
1 - <x2(l + C2 + D2 - D2<x2 

Bemerkung : Satz 1 ist ein spezieller Fall des Satzes 2, es genügt r — r0 — 0, d. i. 
H — D — 0 im Satze 2 zu nehmen. 
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Výtah 

ODHAD CHYBY ŘEŠENÍ, VZNIKLÉ NAHRAZENÍM PODÍLŮ Q/P, R/P 
VE FRENETOVÝCH FORMULÍCH KONSTANTAMI 

# 
VLADIMÍR PETRŮV 

Frenetovy formule byly vyřešeny v případě, že podíly q = Q/P, r = P/P jsou 
konstantní, což v případě nekonstantních podílů Q/P, P/P může sloužiti za první 
aproximaci; otázka je, jak velké chyby se při tom dopustíme. 

V práci je stanoven odhad řešení j í 9 j 2 , j 3 , j 4 systému 

(*) f = h, f=h + <ih, 
áa áa 

4/S . . 4/4 
T 1 = ~qj2+ rn, - ~ = ~rj3 áa áa 

a řešení fc1? fc2, k3, fc4 systému, který vznikne, nahradíme-li v systému (*) funkce q, r 
jinými funkcemi q0, r0. V případě, že funkce q, q0, r, r0 jsou spojité a nezáporné 
v jistém intervalu J, platí pro a e J, jež splňují podmínku 

a2(l + C2 + D2 + D2cr2) < 1 
odhad 

I ' ( \ - fc ( )\ < G H K I + ^ ^ K i + gga) í ^ D ( c n - DB) K2 
lh{CT) l { a , ] = " 1 - a2(\ + C2 + D2 - D2a2) 
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kde čísla C, D, Kí9 K2, K3, £, r\ jsou dána rovnicemi (20) (viz text). O řešeních j í 9 j 2 , 
j 3 , j 4 a ki, k2, k3, k4 se ovšem předpokládá, že splňují stejné počáteční podmínky 
pro (7 = 0. 

Р е з ю м е 

ОЦЕНКА ОШИБКИ РЕШЕНИЯ, ВОЗНИКАЮЩЕЙ ЗАМЕНОЙ 
ЧАСТНЫХ 2/Р, К/Р В ФОРМУЛАХ ФРЕНЕ ПОСТОЯННЫМИ 

ВЛАДИМИР ПЕТРУВ (У1аоЧт1г Ре1гйу) 

Формулы Френе были решены для частного случая постоянных ^ = <2/Р, 
г = К/Р. В случае непостоянных ^, г могут эти решения служить как первое 
приближение. Проблему представляет оценка возникающих погрешностей. 

В работе определена оценка розности решенияII, Зг>3ъ> ЗА системы 

С) 2--У-, 
да 

Ф'з 
— = -43 г + '74. 
ао 

и решения ки /с2, /с3, /с4 системы, которая возникает заменой в системе (*) 
функций ^, г другими функциями ^0, г0. В случае непрерывных и неотри­
цательных фунцкий ^, ^0, г, г0 в некотором интервале I для а е I, удовлетворя­
ющих условию 

о-2(1 + С 2 + ^2 + ^2а2) < 1 , 

имеет место оценка 

\- (а)- к (а)\ < аЧК2 + а З С ( г ^ 1 ± ОЕй + ^ ( ^ " 0е) К2 
| М } л п -~ 1 - о-2(1 + С2 +^2 - 1)2<т2) 

где С, I), К19 К2, К3, г, п определена при помощи уравнений (20). О решениях 
II»12» 1з? 14 и 1̂» 2̂? з̂» &4 предполодается, что они удовлетворяют тем же на­
чальным условиям для а = 0. 

АЛгева аШога: У1асИ/П1г Ре1гт С. 8с, Ма!етаиско-1у21ка1п1 ГакиИа К а г ^ у итуегзку, 
Ма1оз1гап8кё пат. 25, РгаЬа 1. 

dj2 

dO 
= Ii + gIз > 

4/4 
do-

= - rjз, 
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