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SVAZEK 9 (1964) APLIKACE MATEMATIKY ClsLo 6

DIE ABSCHATZUNG DES FEHLERS DER LOSUNG,
WELCHER BEIM EINSETZEN DER KONSTANTEN FUR DIE QUOTIENTEN
Q/P UND R/P IN DEN FRENETSCHEN FORMELN ENTSTEHT

VLADIMIR PETRUV

(Eingelangt am 4. Februar 1964.)

In der Arbeit wird die Differenz zweier Losungen der vereinfachten Fre-
netschen Formeln abgeschitzt und zwar im Falle, dass die eine Losung die
Formeln mit den Funktionen ¢, r und die andere die Formeln mit den Funk-
tionen g, rq erfiillt.

F. NoZi¢kA hat bewiesen, dass die Weltlinie ein gewisses System von Differential-
gleichungen, die sogenannten Frenetschen Formeln, erfiillt'). Wenn man statt der
Eigenzeit t ein neues Parameter o einfiihrt, bekommt man aus den Frenetschen
Formeln ein einfacheres System der Differentialgleichungen?)

dj; . dj, . .
1 —_—=j,, =L = j.+ s
( ) do 2 do Ji7T4q)3
dj3 . o djy .3
— = —q +r , — = —TJ3,
do J2 T V]a do 73 )

wo ¢, r stetige und nichtnegative Funktionen in gewissem Intervall J = <0, a)
(0 < a £ + o) sind. Im Falle, dass r = 0 ist, reduziert sich das System (1) auf das
System.
dj dj, dj

2 ==y, 2=+ qis, = —dqjs-
@) do g do LA do }

Der Fall, dass die Funktionen ¢, r Konstanten sind, wurde schon gelﬁstz). Im
Falle nichtkonstanter Funktionen ¢, r kann uns also dieser Fall als erste Approxima-
tion dienen, wenn man nur die Konstanten, die man fiir ¢ und r setzt, passend wihlt.

') Siehe [1].

%) Siehe [2].

%) Wir sollten j%, j%, %, j% schreiben, weil wir uns aber nur mit einer Losung des Systems
beschiftigen werden, lassen wir den Index « aus.
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Es handelt sich freilich auch darum, was fiir ein grosser Fehler in der Lésung ent-
stehen wird. Der Inhalt dieser Arbeit ist die Abschédtzung des Fehlers der Losung,
der entsteht, wenn man in System (1) statt der Funktionen g, r die Funktionen g r,
(resp. im System (2) statt der Funktion ¢ die Funktion g,) nimmt.

I. Der Fall r = 0.

Es soll jy, j,, j; eine Losung des Systems (2) und ky, k,, k5 eine Losung des Systems
sein, das aus dem System (2) entsteht, wenn man g, statt g schreibt. Diese beiden
Losungen sollen dieselben Anfangsbedingungen fiir o = 0 erfiillen, d. i.

(3) 11(0) = k,(O) . 02(0) = k2(0)~ ‘1‘3(0) = k3(0).
Es interessiert uns die Abschétzung der Differenz j, — k;.

Wegen (3) bekommt man mittels des Mittelwertsatzes und der ersten der Gleichun-
gen (2): fiir o € J gilt

(4) Ji(@) = k(o) = a(j(6) — ky(d)),
wo 0 < & < aist.
Schitzen wir dhnlich die Differenz j,(o) — k,(o) fiir o € <0, 6) ab:
jao0) = ky(0) = a(js(c") — ky(a") + q(") j3(0") — qo(0”) ks(a")),
wo 0 < ¢’ < o ist, also
|i2(0) — kyfo)] =
< o(]ji(0") = ku(o")| + |a(e")] - is(0”) = ks(a")| + la(a") = qo(a")] - [ks(a")]) -

Bezeichnen wir

C = max ¢(o), &= max |q(c) — qo(c)|, K, = max |k;(0)].
,3> UE(O,E)

a€(0,3) 0e(0

Man hat dann
liz(6) — kal0)] £ allis(0') — ki(e)| + Clis(e") — ks(a') |+ oK)
‘Wenn man dieselbe Methode nochmals auf die rechte Weite anwendet, bekommt man
lia(0) = ka0)] <
< o(0']ia(07) = ky(a7)| + Co'la(03) ja(03) — qo(a3) ka(o3)] + eKs) .

wo 0 < 0] < 0',0 < 03 < g’ ist. Bezeichnen wir noch

K, = max |k,(0)],
e(0,5)

hat man weiter (esist 0 < ¢’ < o):
lia(0) — ky(0)| < 0eK, + 0*(|ja(0]) — ka(a7)| + C(C|jx(0s) — ka(a})| + €Ky)) -
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Bezeichnen wir ¢” den der beiden Punkte 67, 67 in dem der Wert |j, — k,| grosser oder
gleich dem Wert in dem anderen Punkte ist; man bekommt so

(5) lja(0) = ki(0)] < 0K, + 6%:CK( + o*(1 + C?) |jy(0") — ky(a”)|.

wo 0 < ¢” < ¢’ < o ist. Wir werden jetzt durch Induktion beweisen, dass fiir jedes
n=12 .eseing,(0 <o, < d)sogibt, dass

n—1

(6) lii(o) = ki(o)] < ea®(K, + CK,o)k;)(l + C?f o +

+ (1 + C?)r o jy(a,) = ky(a,)| -

Fiir n = | bekommt man (6) gleich aus (4) und (5). Es mag jetzt (6) fiir den Wert n
gelten. Den Ausdruck |j,(o,) — k,(o,)| schitzen wir mit Hilfe von (5) ab; wenn man
nun g, statt ¢” schreibt, sicht man, dass die Ungleichung (6) auch fiir den Wert
n + 1 giiltig ist.

Nehmen wir jetzt in (6) den Grenzwert fiir n — + oo. Aus dem ersten Glied ent-
steht eine unendliche Reihe, die offenbar fir

1
ol < —r

1 + C?

konvergiert. Wenn man sich auf solche o beschréinkt, dann wird lim (1 + C?)"¢?"*! =
n—+aow

= 0; weil die Funktion |j, — k,| auf dem Intervall <0, &) beschrinkt ist, ist der
Grenzwert des zweiten Gliedes in (6) gleich Null. Man bekommt so

ec’(K, + CK,0)
1—(1+C¥)a®

lis(o) = ki(o)] = ea®(K, + CKIJ)IE:Z(I + CHro** =

Wir haben so diesen Satz bewiesen:

Satz 1. Die Funktionen q, q, sollen stetig und nichtnegativ im Interfall J =
= (0,a)(0 < a £ + o) sein. Es mag jy, j,, js die Lisung des Systems (2) sein,
die dieselben Anfangsbedingungen fiir 0 = 0 wie die Lésung k,, k,, ky erfiillt, wo
ki, ks, ks die Losung des Systems das aus dem System (2) entsteht, wenn man darin
qo statt q schreibt. Es sei

(o) = sup 4(@). +(0) = sup [4(@) - ().

7e(0,0)
Ki(o) = sup |ky(o)|, Ky(0) = sup |k;(o)]
5€(0,0) 5e(0,0)
fiiro e J. Fiir dieo € J, welche die Bedingung
(7) (1 + C*¥o))o® < 1
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erfiillen, gilt dann die Abschdtzung

(®) lis(e) = ki(o)| < “Za(a)l(Ile(;g;:(c:gg):)q(a))_

II. Der Fall r % 0.

Es soll ji, jas j3, ja die Losung des Systems (1) und k,, k,, ks, k, die Losung des
Systems sein, der aus dem System (1) entsteht, wenn man g, r, statt g, r schreibt.
Die beiden Losungen sollen dieselben Anfangsbedingungen fiir ¢ = 0 erfiillen, d. i.
es soll

©) J1(0) = k,(0) . ky(0) = k5(0). j5(0) = k5(0), ja(0) = ka(0)
sein. Es interessiert uns wieder die Abschitzung der Differenz j; — k;.

Wir werden ganz analog wie im Falle I fortschreiten. Wegen (9) bekommt man nach
dem Mittelwertsatz die Gleichung

J1(0) = ky(0) = 0(j2(6) — ky(5))
wo 0 < ¢ < o ist. Bezeichnen wir

C = max q(0), D= maxr(c), K, = max |k,(s)|, K, = max |ks(o)|,
0¢(0,5) 0e(0,7) 7€(0,5) 0e(0,5)

K3 = max |ky(o)|, &= max |g(c) — do(0)|, 1 = max |r(a) — ro(0)|.
0c(0.5) ;

6€(0,7) 6e(0,5
Es ist dann
ji(0) = k(o) = 0. 5(jy(0") — ki(") + 4(0") j3(0") — go(0”) ks(s")),
wo 0 < ¢’ < g ist, es gilt also
(10)  |ji(0) = ky(o)| < 0%eK, + 0*(|ji(0) = ki(o")| + C|js(0”) — ks(a")| .

Man kann auf dieselbe Weise die Dit’ferenzj;(a) - k3(a) fiir o € <0, 6> abschitzen:
es ist

Js(0) = k(o) = o(=a(0") ja(0") + 1(6") jul0") — go(a") kx(o") + ro(0’) ka(o"))
wo 0 < ¢’ < o ist, es gilt also

lis(0) = ka(0)] < a(eKy + nKs) + o(Clja(07) ~ ky(a")| + Dlju(0”) — ka(o’)| =

< o(eK, + 1K3) + a2[C(|ji(0]) — ki(aD)] + C|ja(a)) = ka(a?)| + eK2) +
+ D(D|j3(0§) - k3(0"2')| + nK,),
wo 0 < d] <0¢',0 < o} <o ist. Man hat so
(11) lis(6) — k()| < (K, + nK3) + o2(Ce + Dy) K, +
+ *[Clji(o]) = ki(a])| + (C* + D) |jy(6") = ka(a”)|],

wo0 <oa] <06',0<d” <g'ist.
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Definieren wir die Zahlen A4,, B, (n = 1, 2, ...) durch die Gleichungen
(12) A, =1, B, =1,
(13) Aps1 = A, + C*B,, B, = A4, +(C* + D*)B,.

Wir werden beweisen, dass gilt: Zu jedem n = 1,2, ... gibt es Zahlen o,, g,
0<0,<d,0 <0, <dso,dass

n—1

(14) lii(0) = ky(o)] < a2eK,(1 + Y. A0%) +
k=1
n—1
+ 6°C(eK, + nK; + o(Ce + Dn) K,) Y, Bia?®~ 1 +
k=1

+ 0®"(A,)js(0,) — ki(a,)| + CB,|js(a7) — ks(a})]) -

Beweis durch Induktion nach n: Fiir n = 1 folgt (14) gleich aus (10), wenn man o, =
= g, = ¢’ setzt. Es soll also (14) fiir den Wert n gelten. Die auf der rechten Seite
auftretenden Ausdriicke |j,(a,) — ky(0,)|. |js(o,) — ki(o;)| kann man mittels (10)
und (11) abschitzen. Man bekommt

n—1
liv(o) = ki(o)| = 6%eKy(1 + ) 4,0%*) + 0>C(eKy + nK; + o(Ce + Dn) K,) .
k=1

n—1
.Y Ba** D 4+ 6?7 %K, A, + 6" C(eK, + nK3) B, + ¢*""2C(Ce + Dn) K,B, +
k=1

+ ®*?[(A, + C*B,) |ji(0ns1) — ki(o,41)| + C(4, + (C* + D*) B,).
. |j3(0;+1) - k3(0';,+1)|] ’

wo man o, gleich dem der beiden Punkte ¢', o] gesetzt hat, fiir welches der Wert
iy — kl| grosser oder gleich dem Wert in dem anderen Punkte ist, und o, ., wieder
dem der Punkte o, ¢” fiir welches der Wert |j; — k| grosser oder gleich dem Wert
in dem anderen Punkte ist. Wegen der Gleichungen (13) sieht man, dass die letzte
Ungleichung gerade die Ungleichung (14) fiir den Wert n + 1 ist.

Man hat bewiesen,*) dass die Zahlen A4,, B,, die durch die Gleichungen (12), (13)
bestimmt sind, die Zahlen

n—1 1 _
(15) B, =Y (—1) k12 (z(n + k 1)) D"k I(1 + C? + D),
k=0 k _
(16) A, = B,+, — (C* + D*) B, (n=12..)
sind.
Konvergiert die Reihe
+ o0
(17) Y. B,g?"~ ",

n=1

*y Siehe [3].
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+ o
konvergiert auch die Reihe ) A,6" und es ist

n=0

]' A 2n __ 1 B 2n 0
m n0 = im n0 = N

n—+ow n->+x

das bedeutet, dass der Grenzwert der beiden letzten Glieder in (14) gleich Null ist.
(Alle 0, 0, sind aus dem Intervall <0, ) und deswegen sind die Ausdriicke |j(a,) —
— ky(a,)|, |js(an) — ks(oy)| sicher mit einer von n unabhingigen Konstanten
beschriinkt.)

Man kann beweisen, dass die Reihe (17) zu der Summe®’

(15) !

I —d*(1 + C*+ D* — D*g?)
konvergiert, solange

(19) o*(1 + C* + D* + D*¢?*) < 1.

Nimmt man also in (14) den Grenzwert fiir 1 — + oo, bekommt man fiir die o,
die die Ungleichung (19) erfiillen, die Abschitzung

+ o + oo
lii(e) = ky(o)| < 0?eK,(1 + Y. B+ 0" — (C* + D?) Y B,o™) +
n=1 1

+ o
+ 0*C(eK, + nKs + o(Ce + Dy) K,) Y. B,a*"~ "),
n=1

es ist also

(20) lii(o) = ki(o)| <

0%eK,(1 — (C* + D*)0”) + 6°C(eK| + nK; + o(Ce + Dn) K,)
1 —o*(1 + C? + D* — D?¢?) '

A

=

Wir haben so diesen Satz bewiesen:

Satz 2. Die Funktionen q, q,, r, ro sollen stetig und nichtnegativ im Intervall
J =40,a)(0 < a £ + o) sein. Es mag jy, j,, js, ju eine Lisung des Systems (1)
sein, die dieselben Anfangsbedingungen fiir o = 0 erfiillt wie die Losung k,, k,, k;
k4 des Systems, das aus dem System (1) entsteht, wenn man q, statt q und r, stattr
schreibt. Es soll 0 € J sein. Bezeichnen wir

(21) € = sup q(5), = sup r(G), K;= sup |ky(6)], K, = sup |ks(d)],
5¢(0,0) e(0,0) 3e(0,0) 5¢(0,0)
Ky = sup |ky(8)|, &= sup |q(3) — qo(G)]. n = sup |r(6) — ro(d)| -
e(0,0) 5¢(0,0) 7e(0,0)
Wenn
(22) a(1 + C? + D* + D*¢?) < |
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ist, dann gilt

(23) lii(o) = ki(o)] =
- 0K, + 0*C(eK, + nK;) + o*D(Cn — De) K,
= 1 — (1 + C* + D? — D%¢?) '

Bemerkung: Satz 1 ist ein spezieller Fall des Satzes 2, es geniigt r = r, = 0, d. 1.
n = D = 0im Satze 2 zu nehmen.
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Vytah

ODHAD CHYBY RESENI, VZNIKLE NAHRAZENIM PODILU Q/P, R/P
VE FRENETOVYCH FORMULICH KONSTANTAMI

&

VLADIMIR PETRUV

Frenetovy formule byly vyfeSeny v pripadé, Ze podily ¢ = Q/P, r = R/P jsou
konstantni, coZ v pfipadé nekonstantnich podild Q/P, R/P mizZe slouZiti za prvni
aproximaci; otdzka je, jak velké chyby se pfi tom dopustime.

V préci je stanoven odhad feseni jy, j,, j3, j4 Systému

dj, _ . dj, .
* —_ = S = = + j S
( ) do J2 do J1 qJs3
dj, . ) dj, .
_— = - + 1rjy, — = —F
o qj2 Ja do 73

a feSeni k,, k,, ki, k, systému, ktery vznikne, nahradime-l1i v systému (*) funkce q, r
jinymi funkcemi q,, ro. V pfipadé, Ze funkce g, qo, r, ry jsou spojité a nezdporné
v jistém intervalu J, plati pro ¢ € J, jeZ spliiuji podminku

o*(1 + C* + D* + D*¢%) < 1
odhad

2 3 4 _
li1(0) = ki(0)] < o%eK, + 0’C(eK; + 1K3) + o D(C’17 De) K,
1 —6*(1 + C* + D* — D*¢?)

)
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kde &isla C, D, K, K,, K3, &, n jsou ddna rovnicemi (20) (viz text). O feSenich j,, j,,
J3s Ja @ ky, ky, ks, k, se ovSem predpoklddd, Ze spliiuji stejné poédteéni podminky
pro o = O.

Peszrome

OLIEHKA OUIMBKU PEMEHUS, BOSBHUKAIOIEN 3AMEHOU
YACTHBIX Q/P, R/P B ®OPMVJIAX ®PEHE ITOCTOAHHBIMU

BJJAAVUMMUP TETPYB (Vladimir Petriv)

®opmysbl PpeHe OBLIM pellleHBl UL YaCTHOTO CIrydasi OCTOSIHHBIX ¢ = Q/P,
r = R/P. B ciyyae HENMOCTOSIHHBIX ¢, ¥ MOTYT 3TH PeIEHUs CIIyX)UTh KaK HEepBOE
npubinkeHue. IIpobiaeMy NpeAcTaBiseT OLeHKa BO3HHKAIOIIMX ITOTPEIIHOCTEN.

B paboTe ompelesieHa OLEHKA PO3HOCTH PELUCHUS jq, jo, j3, j4 CHCTEMBI

dj; . dj, . .

* - |

h L =2 = j; +qjs,

*) do ? do ’
djs . ) dj,s .
== = —qj, + Fjs, — = —rj3,
do ]2 4 do 3

u pewtenus ky, k,, k3, k, cucteMpl, KOTOpasi BO3HUKAET 3aMEHOHl B cHcTeMe (*)
bysxiuit g, r gpyrumMu QYHKUHSMHA (g, F'o. B CIlydae HEIPEpbIBHBIX M HEOTpH-
HaTeJIbHBIX GYHUKHI ¢, g, T, o B HEKOTOPOM UHTepBasie I 1 o € I, yIoBiIeTBOpS-
JOLIUX YCIOBHIO

o*(1 + C* + D* + D*¢?) < 1,
HMEET MECTO OLIEHKa
o%eK, + 0*C(eK, + nKs) + 0*D(Cn — De) K,
1 — o*(1 + C* + D* — D?*¢?)
rae C, D, K, K,, K3, &, n onpeJieJieHa IIpU NMOMOLIU ypaBHEHMH (20). O pemieHUsX

J1sJ2sJ3s Ja ¥ kq, ky, ks, k, TpemmosogaeTcs, YTO OHM YAOBJETBOPSIOT TEM Ke Ha-
YaJIbHBIM YCJIIOBUSAM ISl ¢ = 0.

|j1(‘7) - kl(a)l =

9
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