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SVAZEK 10 (1965) APLIKACE MATEMATIKY CisLo 3

FEHLERABSCHATZUNG BEI NUMERISCHER LOSUNG
VON ANFANGSWERTPROBLEMEN GEWOHNLICHER
DIFFERENTIALGLEICHUNGSSYSTEME

K.-H. BACHMANN

(zum Thema a)

Ausgangspunkt der Fehlerabschitzung ist das Picard-Lindeloffsche lterationsver-
fahren und eine darauf aufbauende von ToLLMIEN 1938 [I] veroffentlichte Fehler-
abschitzung, die hier in einer etwas abgeinderten Form benutzt wird. Gegeben sei
das Anfangswertproblem

(1) y =flx.y) mit y(a)=y,.

Hier und im folgenden seien n-dimensionale Vektoren durch halbfette Kursiva ge-
kennzeichnet. Fiir Abschdtzungszwecke werde irgendeine der gebriduchlichen Normen
(z.B. Summe der Absolutbetrige der Komponenten) benutzt und durch “y” bezeich-
net. Durch ein numerisches Verfahren V' werden Niherungswerte y, fiir die exakte
Losung u(x) an den Stellen x, € [a. b] (mit x, = a) erhalten. wobei x,;, > x,. Eine
stetige und differenzierbare Funktion v (x) ist eine Niherungsfunktion. wenn
vi(xy) = yi: vi(x) kann z.B. ein Interpolationspolynom sein. Durch Einsetzen von
v,(x) in die Ausgangsgleichung (1) erhidlt man den Defekt der Niherungslosung

(2) d,(x) = f(x,v,(x)) — vi(x).
Das Picard-Lindeloffsche Iterationsverfahren ergibt nun cine zweite Niherung durch
(3) vy(x) =y, + f f(x, v, (1)) dt = v,(x) + [ d (1) dr.

a Ja

Man vergleiche hierzu auch [2].

Es werde wie iiblich die Giiltigkeit ciner Lipschitzbedingung in einer geniigend
groBen Umgebung von v (x) vorausgesetzt, die alle durch das Iterationsverfahren
erhaltenen Nidherungen und u(x) enthilt:

(4) [fxoy(x) = flx.z(x)) < Lly(x) = z(x)]| fir xc[a, b].
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Dabei liegen y(x) und z(x) in der erwithnten Umgebung von v, (x). Unter der Voraus-
setzung

(3) [vi(x) = vo(x)|| <& fiir xe[a0b]

gilt dann dic Abschitzung

(6) [u(x) = vy(x)] < efe" 7 — 1) ey [ab].
Sei weiter u{x) die exakte Losung des Anfangswertproblems

(7) y' = flx.y) mit y(x) = y..

so gilt die Abschiitzung

(8) lu(x) — u(x)| = Hu(.\',‘) — u(x)] - el

Hiermit 1Bt sich cine rekursive Fehlerabschitzung autbauven: Sei

(9) ”“(*’1.-) - Vz(-“A)H = 9
und
(10) Ivi(x) = vo(y)|| < & fir xelyxg].

Dann ist
(1 ‘) Spvy = (3,(0“ Vit TNy ::,\(U’"'”“ L

eine Schranke fir

Nevr) — Vz(-\'k+1)”-

Ein Algorithmus zur numerischen Berechnung der v,{x,) und der o, wird im allge-
meinen nur Niherungswerte fiir die v,(x,) licfern. Hierzu kann folgendes Verfahren
angewandt werden: Fiir v (x) wird ein Interpolationspolynom eines Grades ver-
wendet, der der Ordnung des zur Gewinnung der y, verwendeten Verfahrens 1 ent-
spricht. Ist Iein Verfahren vierter Ordnung, 7. B. das iibliche Runge-Kutta-Verfahren,
so verwendet man fir v (x) cin Polynom vierten Grades. Damit it sich der Defekt
d,(x) berechnen. fir dic numerische Rechnung wird man ihn auch nur an diskreten
Stellen berechnen. Damit kann durch eine Quadraturformel das bendtigte Integral
tiber den Defekt und dadurch v,(x) genithert bestimmt werden. Hierzu wird der
Defekt ebentalls durch ein Interpolationspolynom angenihert und integriert, dic
erhaltene Niherung fiir vy(v) sei Vy(x). [Vy(x) = vo(x)| 1B sich mittels einer
Restgliedabschiitzung nach oben abschiitzen. Wird noch EEVI(.\) - v[(.\‘)‘

abgeschiitzt.
kann (11) angewandt werden, um den Fehler der tatsiichlich verwendeten Niherung
V,(x) 7u bestimmen.

Dicse Artdos Vorgehens kann also Kurz dadurch charakerisiert werden, dal3 eine
genitherte Berechnung des Fehlers ciner Ausgangsnitherung v, ertolgt. und der hierbei

auftretende Fehler abgeschitzt wird. Insofern weicht das Vertahren von den reinen
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Fehlerabschidtzungen ab, die den Fehler der Ausgangsndherung v, selbst abschitzen.
Hierdurch verspricht das angewandte Verfahren genauere Resultate ohne wesentlich
erhohten Rechenaufwand. Defektabschdtzungen sind in der Literatur bereits mehr-
fach gegeben worden, eine auch fiir den Einsatz automatischer Rechenanlagen
geeignete Form hat J. SCHRODER [3] fiir die Ldsung einer gewdhnlichen Differential-
gleichung beschrieben. Hier werden sogleich Systeme von Differentialgleichungen
behandelt, statt des Betrages des Defektes ist das Integral iiber den Defekt die
maBgebliche Grofe. Im folgenden sei der eingeschlagene Weg kurz erldutert, wenn V
ein Verfahren hochstens vierter Ordnung ist.

Die Néherungsfunktion vl(x) ist stickweise aus Polynomen zusammengesetzt, die
durch Interpolation iiber die Intervalle [x,.x,], [x,, x4] usw. bestimmt werden.
vy(x) wird im Intervall [x,_. x;, ] (k ungerade) als Polynom vierten Grades so
bestimmt, daB

(]2) Vl(xk—-l) = Yi-1» v’l(xk—l) = f(\’ Yk—l\) N
viltxi) = yi, vilx) = flx, vi)
Vi(Xe1) = Yirr -
Der Defekt verschwindet somit an den Stellen x,_; und x,, fiir x, ., gilt, wenn noch
X4y — Xp = Xp — X,_; = h vorausgesetzt wird,
(13) h dl(-\'k+1) = hf(x, Yis1) + 4h f(-\'s Yo + hf(x yioi) = 3yesr — Yi-1) -

Taylorsche Entwicklung von d(x) ergibt bei der Voraussetzung geniigender Diffe-
renzierbarkeitseigenschaften, daB d,(x) zweckmiBig durch cin spezielles Polynom
vierten Grades approximiert wird:

(14) hd(x) = P(z) + R(z) = agPo(z) + o, Py(z) + a,P,(z) + R(z)
mit
X — X,
T

und

Po(z) =  5z* + 4z% — 322 — 2z,

P(z) = — 4z + 4z,

Pyz) = — 2* — ;:2 -3z

Das Restglied R(z) wird in der Langrangeschen Form verwendet:

(15) R(z) = h” (z2 = 1)(z* =) Zad);s di(&) mit Cel(zioy. Xpai -
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Die hierin vorkommende fiinfte Ableitung des Defektes ist identisch mit der fiinften
Ableitung von f(x, v,(x)), da v,(x) ein Polynom vierten Grades ist. Es ergibt sich

(16) vo(x) = vi(x) + J: P(1) dt +J: R(1)dt =

-1

Vi(¥) + 2000(2) + %1 01(2) + 204(2) + j " R(1)dr =

-1

Il

Il

V,(x) + j: R(1) dt

-1

mit
Qufz) = 22z + 1) (= = 1),
Ql(zi) = —(z+ 1) (z =12,
0,(z) = —32%(z + 1)2.
Hieraus folgt

(7)) = )] = fool Max [0+ | M [0,(3)] +

# lal] Max [0.(2)] + g0 = 0438 Jao] + ] + o] + = o0
ze[—1,
wobei

(18) 'U R(r)dtii < g, fir ze[—-1,1]

verwendet wird. Aus (16) und (18) folgt noch
(19) 1Va(x) = vo(3)]| = 4.

Damit ldBt sich die durch (1) gegebene Fehlerabschitzung auf die hier vorliegenden
Verhiltnisse anwenden:

Sei [Vy(xi-y) — u(x—y)| £ Dy y. 50 wird
(20) [Va(xe) — u(x)|| £ Dy = Dy e + g™ — 1) + gy
(21) [Va(xis1) — u(xs )| £ Divy = Dy o ™ 4 g™ — 1) + g,
Zu bestimmen sind also die Parametervektoren a,, @, und a, sowie die Norm ¢, dcs

Quadraturfehlers und die Lipschitzkonstante L, um die neue Niherung V, zu errech-
nen und deren Fehler abzuschitzen. o, a; und o, lassen sich z.B. so bestimmen, daf}

der Defekt an den Stellen -z = —1, =z = —;, 7z =0, : :; und = = 1 berechnet
wird (bei = = —1und z = 0 verschwindet er), und das Interpolationspolynom vierten
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Grades fiir dl(x) durch die erhaltenen Punkte gelegt wird. Es folgt, wenn die Funk-
tionswerte von f(x, v,(x)) direkt statt des Defektes benutzt werden:

2h
(22) g = E (fk—l - 4fk~% + 6fk - 4fk+% + fk+1) P
h
oy = — Yi—1 + Yi — ’lgggahﬂc—l - iéhfk——} - ’éhfk - zlghfmg + 1_86 feris
% = — Yi-1 + Yies1 — a%hfk—x - ;iéhfk-.; - ;léhfk - iﬁth% - fghfkﬂ .
Dabei bedeuten
(23) fi1 zf(xk—ls)'k—l)’

fiey = f(x — h/2, y,—y) mit

Y-y = 271)’1(—1 + 1%Yk + ali)’kﬂ + §3§’1fk~1 - 13€hfkv
fi = f(-\’m Yk) s

firy = f(-\'k + h/2, Yk+'7) mit

Yers = ea¥i-t + 16¥k + ga¥ert + 33hfic1 + rehfe.
foir = f(xke Yk+1) .

Zur Abschitzung der Norm ¢, des Quadraturfehlers werden Schranken fiir die
fiinften totalen Ableitungen der einzelnen Komponenten von f(x, v,(x)) benétigt.
Numerisch kann man sich Nidherungen dafiir durch Differenzenquotienten ver-
schaffen, wenn das nicht auf analytischem Wege einfach mdoglich ist. Entsprechendes
gilt fiir die Lipschitzkonstante, fiir die man durch Normenbildung fiir einen Dif-
ferenzenquotienten bzw. aus mehreren Differenzenquotienten eine Ndherung ge-
winnen kann, wenn sie nicht analytisch einfach zu bestimmen ist. Aus (16) ergeben
sich die verbesserten Ndherungswerte

Y= Viy(xy) und Y,y = Vz(xk+1) zu

(24) : Yo =Yi—a,

Yis1r = Yirr — %3 -
Es ist noch folgendes zu bemerken:

1. Der Fehler kann bei jedem Schritt parallel zur Rechnung abgeschitzt werden,
Rundungsfehler lassen sich dabei beriicksichtigen. Damit ist eine automatische
Steuerung der Schrittweite moglich. Z.B. kann man verlangen, dal3 die errechnete
Fehlerschranke zwischen zwei linearen Funktionen verlduft. Ist sie zu klein, wird die
Schrittweite vergrofBert; ist sie zu grof3, wird die Schrittweite verkleinert. In diesem
Sinne kann das Verfahren zur optimalen Wahl der Schrittweite ausgenutzt werden.
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2. Das Verfahren beschreibt eine Korrektor-Formel, die zugehorige, Prediktor-
Formel soll von vierter Ordnung sein. Die Stabilitdt des Verfahrens hingt von der
Wahl des Prediktors ab. Benutzt man dazu z.B. das iibliche Runge-Kutta-Verfahren,
so bleibt das Verfahren auch mit dem Korrektor ein Einschrittverfahren, Stabili-
tatsbetrachtungen sind dann nicht weiter nétig. Durch ungiinstige Wahl eines
Prediktors auftretende Instabilitdten sollten mittels der Fehlerabschitzung erkannt
werden.

3. Der Rechenaufwand ist ziemlich hoch, er hidngt davon ab, wieweit durch ana-
lytische Vorbetrachtungen Informationen iiber die auftretende fiinfte Ableitung und
die Lipschitzkonstante erhalten werden konnen. Ist das nicht der Fall, ist man dabei
auf Nédherungen angewiesen, die jedoch ziemlich grob sein diirfen.
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