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SVAZEK 10(1965) A P L I K A C E M A T E M A T I K Y ČÍSLO 3 

ПРИБЛИЖЕННОЕ РЕШЕНИЕ НЕСИММЕТРИЧЕСКИХ ЗАДАЧ 

НА СОБСТВЕННЫЕ ЗНАЧЕНИЯ . 

ПРИМЕНЕНИЕ К МЕТОДУ СЕТОК 

ИВО МАРЕК (1УО МАЯЕК) 

(к теме с( 

В докладе исследуется проблема приближенного построения характеристи­

ческих значений и собственных векторов уравнений 

(1) Мы = ХСи , 

где М, С — линейные операторы, отображающие в некоторое банахово про­

странство X соответствующие области определения ^ ( М ) _ X, Я)(С) _ X, 

и е X. Задача на собственные значения сводится к некоторой последователь­

ности неоднородных задач, для которых предполагается известным порядок 

точности схемы {МИ} приближенного решения уравнений 

Ми = V , V е X , 

Мпи
н = VЙ , VЙ Е ХН , 

где X — некоторое подходящее пространство Банаха, Мк соответствует в Хи 

операторы М я СИ оператору С Пусть РИ отображает X в ХИ так, что 8пРИи —> и 

для и е X и к —> 0, где 5Й : ХИ *-> ХИ, ХИ <= X. Обычно Хн является конеч­

номерным пространством. 

Введем итерационные процессы типа Келлога [2] 

(2) Mw<"+1) +Cu(nì, u ( n + 1 ) = l v П ) M

( n + 1 ) 

/("(»>) 

IVi/iM/j ~ ^ h w ( ř l ) ' w ( n + l ) — A (n) M f t 

(з) *<-> = 
/(u<" + 1 ) ) 

;" = У*(и?")) 
(n) y'H+lY 
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где у' (у'и) — линейные непрерывные функционалы в X (Хи), для которых 

У'(ио) + 0, у'н(иН1) Ф О, где и0(ин

0) — собственный вектор оператора Т = М~ХС 

(Тн = М^ХСИ), соответствующий характеристическому значению /л0 (р0), для 

которого 

(4) |А| < \ц0\ , ц0 = А0 ' , (|А| < |д*|, д* = (А*)" 1 ), 

для Я е о-(Т), Я Ф /|0 (сг(Т) обозначает спектр оператора Т), (Я 6 о"(ТЛ), Я ф р0). 

С помощью итераций (2), (3) исходная задача сводится к последователь­

ности неоднородных задач типа Ми = V (МИин = Vй). 

Теорема 1. Пусть 

(а) оператор Т = М~1С (ТИ = М^С^ имеет простое доминантное собствен­

ное значение р0 (р0) (т.е. имеет место (4)). 

(б) Схема {Мн, Рн} приближенного решения уравнения Ми = V, V е X, имеет 

порядок точности р (т.е. для решений и, ин, где Ми = V МИин = Vй, Vй = РИу, 

имеет место неравенство 

\\Рни - ин\\ = 0(НР). 

(в) Для произвольного вектора V е М~12, г е X, справедливы соотношения 

С^ = РИСю + и>", || и!'11| = 0(НР). 

(г) Система операторов {ТИ}, Тн — М[1СИ, и функцоналов {у'н} равномерно 

ограничены 

\\м;'сн\йс, Ыйс. 

(д) Существует а > 0 независящее от И такое, что неравенства 

К ( Р л " о ) | = « 

сираведливы для собственного вактора и0 = р0

1Ти0 и для собственных функци­

оналов {и'н} 

Ц'И(ХИ) = ^он<(Тнхн), хн е Хн. 

Тогда для определенных собственных векторов щ, и0 операторов Т, ТИ соответ­

ствующих Я0, Я0 имеют место неравенства 

| А 0 - А0| йс.Н", \Р„и0-ик

0\ йс2Н>, 

где сх, с2 — постоянные, не зависящие от Н. 

Решение приближенной проблемы Мии
н = ХнСни

н мы можем строить разными 

методами, не применяя итерационных процессов (2), (3). Тем не менее метод 
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итераций является часто весьма удобным, как показывают многочисленные 

примеры, например, расчеты ядерных реакторов, где такой метод носит назва­

ние метода итераций источника [1]. 

В качестве примера покажем применение приведенного метода для системы 

уравнений 

М]и] = - — /с/х) -~^- + ^^(x) и](х) = X ]Г с]к(х) ик(х), х е (0,1), 
ах [ ах ^ к=1 

с краевыми условиями 

йы (х) 
lnuj = k/x) 

lJ2iij a kj{x) 

dx 

du(x) 

-аnuj{0) = 0, 

+ аj2uj{í) = 0, 
X=í (IX 

в предположении, что 

О < съ й К(х) ^ сА , 

О ^ Ч](х) й с5 , 0 й с]к(х) й с6 , 

О й <*п й с1, 0 ^ а}2 ^ с8 , егд + а}2 > 0 , ] = 1, ..., т . 

Коэффициенты могут быть разрывными, матрица С = (с]к), в общем, несимме­

трической. Чтобы обеспечить сходимость и высокий порядок точности в классе 

разрывных коэффициентов, применим для неоднородных уравнений Ми = V, 

где 

/ М х 
М = ; 

однородные разностные схемы {МЛ, /*19 /у2} ([4] — случай равномерных сеток, 

[5] — случай неравномерных сеток). Для применимости теоремы 1 является 

достаточным лишь существование доминантных собственных значений опера­

торов Т = М~1С, Тн = М^гСн, ввиду инвариантности этих операторов 

относитеьно конуса неотрицательных функций. 

Для определенности мы рассмотрим случай равномерной сетки. 

Теорема 2. Пусть операторы Т9 Тн обладают доминантными собственными 

значениями /л0, /4- Если разностная схема {МИ, 1*}и \)2} имеет порядок точности ру 

то справедливы неравенства 

|я 0 ~ 4 | = о(нр), | |рЛи0 - «511 = о(нр), н = - . 
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Теорема 1 применима также для решения подобных проблем для уравнений 
с частными производными если только известен порядок точности соответству­
ющей системы неоднородных уравнений. Переход от одномерных задач к за­
дачам многомерным можно осуществить с помощью методов А. А. Самарско-
го [3]. 
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