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SVAZEK 10 (1965) APLIKACE MATEMATIKY CisLo 5

i

SUR L’EXISTENCE ET L’UNICITE DE LA SOLUTION DANS LA THEORIE
DU FLUAGE LINEAIRE
II. SECOND PROBLEME AUX LIMITES

IvAN HLAVACEK et MIRCEA PREDELEANU

(Regu le 26 aont 1964.)

L’existence et 'unicité de la solution du second probléme aux limites
(probléme du type Neumann) est prouvée dans la théorie du fluage linéaire
tridimensionnel. On suppose I’homogénéité et I'isotropie des matériaux,
I’invariance par rapport au temps du coefficient de contraction latérale. On
considére non seulement les phénoménes héréditaires, mais aussi I’age des
matériaux.

On considére de nouveau la classe des corps définie par les équations (1)—(3)
de Ia part L ([11]).

On se restreindra aux domaines bornés satisfaisant aux conditions suivantes,
(voir [7], p. 191):

a) 1

ou chaque Q; est étoilé par rapport a une certaine sphere;

b) la frontiére

ol S, est une partie de la surface exprimée, dans le systéme fixé de coordonées ortho-
gonales X(x,, x,, X3), par

xlk = (pk(xmk’ xnk) >

et la fonction ¢, est continue ayant les dérivées prémieres continues par parties dans
le domaine fermé g, (la projection de la surface S,);
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c) un des deux cylindres ouverts

Gl,c(()) = E((xmkv xnk) € Ii » Py — 5 < xlk < (/)k) B
G;c’(é) = E((xmk: xnk) € 9i » (/)k < xlk < q)k + 5)
x

appartient, avec 6 > 0 suffisamment petit, & €, on le désigne G”;

d) il existe des domaines fermés gi» < g, tels que le domaine
A
G® = U G,((J(ti)

k=1

ol G¥® est la part du domaine G, qui se projette sur g{’, contient une ,,couche

frontiére* du domaine Q, c’est-a-dire I’ensemble des points X € Q, dont la distance
de la frontiére I est plus petite qu’un nombre n > 0.

Les équations de I’équilibre en déplacements ont la forme (5) [11], ou Popérateur
Lu est donné par (7).

La condition aux limites sera maintenant

(19) k§1vk ou(t) = pt) sur I,

ou v, sont les composantes du vecteur-unité de la normale vers la frontiére I', p;
les composantes du vecteur de la charge de surface par unité de la surface.

On considére encore les espaces suivants de fonctions:') par L,(2) on désignera
Iespace des fonctions-vecteurs F(X) = (F,(X), F,(X), F3(X)), dont chaque composan-
te F;€ L,(Q), i = 1,2, 3. On introduira la norme en L,(Q) par

3
|Flfz(!z) = EZJFiIfz(Q) :

L,(2,7), ou Ly(Q,7) resp., soit I'espace de toutes les transformations mesurables
de I'intervalle J dans L,(Q) ou L,(Q) resp. telles que I’expression (norme)

sup [F()] L) = |Flrae.s »

ou
sup [FOleao) = [Flico.
est finite.
Par L,(I') on désignera I’espace des fonctions p(X), définies presque partout dans I"
(c’est-a-dire presque partout dans les domaines bidimensionnels gi), pour lesquels
il vaut ’

A
kzl f pz[xmw Xnyes (pk(xmk’ x”k)] dka dx”k = Iple(I‘) < 0.
=tdax

1) 11 est nécessaire de compléter les définitions des espaces Wé“(.Q,J), W%‘”(_Q,J), W(z1 W82,7)
W’g—l)(!), J) de fagon que les transformations correspondantes soient mesurables dans J.
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L,(I') représente I’espace des fonctions-vecteurs p(X) = (py(X), p,(X), p3(X)), dont
chaque composante p; € L,(I'), i = 1, 2,3 et on introduit la norme dans L,(I') par

3
[Plfz(r) = Xllpiliz(r) :
P

Ly(I', J) ou Ly(T, J) on désignera I'espace de toutes les transformations mesurables
de l'intervalle J dans L,(T') resp. L,(T) telles que I’expression (norme)

Sup|P\t)le(r) lpl(T, J),

ou
sup [P(D)]Lory = [PlL(T, )

est finite.

Les fonctions-vecteurs des forces massiques —F € L,(, J) et de la charge de surface
p € L(I', J) soient données.

On suppose que pour tous les ¢ € J les conditions de I’équilibre entier soient ac-
complies

deX+jpdS=0, jerdX+erpdS=0,
Q2 r

Q r

ou r est le rayon-vecteur.

Dans la premiére partie, on a démontré qu’on peut transformer le probleme du
fluage linéaire a l’aide des équations intégrales de Volterra correspondante a un
probléme de la théorie de I’élasticité classique pour les forces massiques modifiées.

Pareillement, on peut procéder méme en cas de solution du second probléme aux
limites. En substituant les déformations

1/0u; Odu,
i =~ | — + —
2\0x, O0x;

dans les équations (1) —(3), on regoit

oult) = G(t) da(t) — f 96(47) 4 . (2) dr,
ou &, est défini par
u; Bu 3 Ou;
\ by = —* 45, - —
T o o, O (0=3) X, ox,

Ensuite, dans la premiére partie, on a déduit

3 96
Ok
— = Lu,
k=1 0x,
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(& comparer (7)) et alors les équations d’équilibre (4) sont transformées en les équa-
tions intégrales (5) de la forme

G.Lu(t) = F(t) (i=1,23),
qui sont équivalentes, d’aprés le lemme 3, aux équations
Liu(t) = G7'Fft) (i=1,273).
Pareillement, on peut écrire
G, 8,(t) = ou(t) (i,k=1,2,3)

et transformer la condition aux limites

Me

(20) G, (Ywéy)=p; swrl (i=1273),
k

1

1]

en la condition aux limites de la théorie classique de I’élasticité

3 .
(21) 2 VO = Gt—lpi = P:'k sur I’ (i =1,2, 3) s

k=1

car nous avons le

Lemme 4. Soit, dans I'équation intégrale (19), la fonction 0%(t, t)/0t mesurable,
bornée dans le carré J x J, G(t) mesurable et |G(f)] =y > 0 pour te J, p(t)€
3

€ L,(I', J). Alors il y a précisément une solution Y. v, 6,(t) dans espace L,(I', J)
k=1

de I’équation (20) pour chaque i = 1,2,3, et 'on a

Sweul) = 2O [, 9 2 g = 671,
22 S = 20 = [ 9 e = 67 00,

ou la résolvente est donnée par la somme de la série absolument et uniformément
convergente des noyaux itérés

_ %t 1

H 7 = = 3 A1), A6 R

Comme p(t)/G(t) € L,(I', J), on peut procéder a une démonstration du lemme 4
de méme que dans le cas du lemme 3, si 'on remplace partout & (1) par p(1)/G'1),

3 o
Lu par Y v,6y, et la norme dans 'espace W{~"(Q) par la norme dans I’espace
k=1

Ly(T).

Remarque 2. Le lemme 4 subsiste méme si la fonction 8/dr . %(t, t) n’est pas
bornée, mais qu’elle posséde une singularité faible, c’est-a-dire |0/dt.%(1,1)| <
< Cy/(t — 1) ol C, est une constante et 0 < o < 1 (comparer & la remarque 1).
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Maintenant, sur la base des lemmes 3 et 4, on peut définir la solution de notre
probléme (5), (19) par un probléme équivalent de la théorie de I’élasticité, posé pour
chaque t € J par les équations

(23) Liu(t) = G/ F1) = F1(1),
(4) Tnduld) = 67 pl) = p10),

ou les seconds membres représentent les forces massiques modifiées et la charge de
surface modifice.

En résolvant le second probléme aux limites, on comprendra la solution faible du
probléme aux limites (23), (24), c’est-a-dire la fonction des déplacements u(X, ) €
€ W{P(Q, J) telle que pour chaque t € J on a (en continuant, on supprime 'argument ¢):

1° jUdX=‘0, frotudX:O,
2 2

2° pour chaque fonction-vecteur ¢(X), qui posséde toutes les dérivées continues
dans Q et satisfait aux conditions

j(de=0, Jrot(de=0,
Q

Q

(on indiquera I’espace linéaire de ces fonctions Q), est

3 o 3 3
(25) Z j J&ikdX=2f¢iPTdS‘zJ¢igTdX-
k=1 J o 0x; i=1 ) i=1 ) g

i,

Remarque 3. On a introduit les conditions 1° parce qu’on élimine les déplace-
ments et les petites rotations du corps comme un entier rigide.

Remarque 4. La relation (25) résulte de I’équation (23) et de la condition (24) par
Iintégration par parties. Le second membre de (25) représente une fonctionelle (v, p*) —
— (v, F*) qui est linéaire et continue non seulement pour ¢ € Q, mais aussi pour
ve WY(Q), si on considére sur la frontiére I' les valeurs v dans le sens des traces.
Pour la premiére intégrale (v, p*) du second membre, cela n’est qu’une conséquence
de la définition de I'intégrale de surface, en continuent de cela, que selon le lemme 4
fait p* e Ly(I', J) et 'immersion W3"(Q) dans L,(I') est continue. En outre, on a aussi

. 3
N ve W(Q)=Y | v;pfdS=0.
i=1 Jp
Ensuite tenons compte de ce que le lemme 4, event. la remarque 2 ont lieu méme
dans le cas ou 'on substitue aux éléments de L,(I', J) les éléments de L,(Q, J). Si
Fe L,(Q,J), alors F* € L,(Q, J), et la seconde intégrale du second membre représente
une fonctionelle bornée pour tous les v e W{(Q).
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Théoréme 2. Le second probléme aux limites pour un corps défini par les relations
{1)—(3), compte tenu des suppositions du lemme 4 (évent. de la remarque 2), soumis
aux forces massiques— F e L,(Q, J) et la charge de surface p € L,(I',J), a une solu-
tion u, qui est unique dans Hy(Q, J) = WiD(Q, J)?), et

(26) IuIWz‘”(Q » = [|Flu@sn + [Plues] -

Démonstration: Qu’on choisisse d’abord un t e J fixé et, dans la suite, qu'on
supprime le signe de la dépendance de ¢.

H,, soit I’espace hilbertien qui provient comme une enveloppe complete de I’espace
linéaire Q dans une norme correspondant au produit scalaire

: vy
[v.uly, = 2 G(u)dX .
ik=1|q 0x

La forme bilinéaire ainsi définie possede en effet les qualités du produit scalaire
dans W{(Q). Cela veut dire que, dans I’ensemble Q I'inégalité de Korn ([7],§42)

o, 3 (o, \?
V|2, = Z P 5. (v) dX = J 5 <;1>dx
ik=1 0x; o k=1 \0x;

et I'inégalité de Poincaré

2 L A
|V|Lz(m =G > () dx
o k=1 \0X;
ont lieu.

D’ici, on déduit I'inégalité
(27) [v[w, o S ealvli,, veEQ
de laquelle il résulte qu’on peut immerger I'espace H, dans W$"(Q) (comparer [7],
§ 3). L’inégalité (27) sera valable dans H,, tout entier.

Suivant le théoréme de Fréchet-Riesz, il existe précisément un élément ue H,
tel que

[v, ulug = (v, p*) — (v, #*)
pour v € H,, alors spécialement aussi pour ¢ € Q = H,, alors u satisfait a la condi-
tion (25).
On peut se persuader facilement par le passage a la limite, que u satisfait méme
a la condition 1°, et alors représente la solution faible d’aprés notre définition.

Supposons qu’il y a deux solutions faibles u’ € Hy, u” € H,. Alors I’élément u, =
= u' — u" e H_ satisfait, pour tous les ve Q a la condition

[v, UO]HQ =0.

2) HQ(.Q, J) soit Pespace des transformations mesurables de I'intervalle J dans I’espace HQ.
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Comme Q est dense dans H,, et que 'on a (27), on a
- 2
0 = [uo, UoJue Z €5 uo|w.cria)

et alors u’ = u” dans W{(Q).

11 résulte de P'inégalité (27) que
|u(0) a0 = calu(ig :

de I'inégalité de Korn et de la définition de la solution faible il résulte

lu()fi, = (u(t), p*(2) — F*(1)) < [u(®)lw,o0) - (POl wac-v@) + [FHO)lwai- o) -

Par la conjonction de ces inégalités et par le passage a la borne supérieure, on

regoit
Ulw,(,0) = C3 W, (= 1)(0,J) wa(-(,0) -
(28) |u] < ([P + |7 )
D’aprés la citation dans la remarque 4 on dérive par suite
(v, p*(O)] = calVlwane - P*Oleacry -
d’ou il résulte
[P*wa-v0) = CalP*|ir -
Suivant les inégalités analogues & (17), on obtient
IP*|eary = eslPlir -
Donc, en somme,
(29) P*| w20y = ColPliarsy -
De fagon analogue on a
|(v, FH1)| = [Vwaoe - |Z (1) Lacey »
d’ou
I'g;*IWﬂ'i)(Q,]) < ['g_*le(Q,J)

et suivant les inégalités analogues a (17), on regoit
A ' [F *|La0.0) = 5|Flicen -
Nous obtenons alors en fin de compte
(30) |7 * | wac- i@ = €s|Flusan -

Enfin par substitution (29) et (30) dans (28) on obtient (26).
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Souhrn

EXISTENCE A JEDNOZNACNOST RESENI V LINEARNI REOLOGII
II. DRUHA OKRAJOVA ULOHA

IvAN HLAVACEK a MIRCEA PREDELEANU

Dokazuje se existence a unicita feSeni 2. okrajového problému (Neumannova typu)
pfi danych objemovych a povrchovych silach, v linedrni prostorové reologii.

Materidl je uvaZovdn homogenni a isotropni, zapo&teno je dotvarovdni i stdrnuti
materidlu a pfedpoklddd se stdly, v Case neproménny koeficient pfiéné kontrakce.

Reseni tlohy je definovdno ve slabém smyslu. Pivodni problém je podobné jako
pfi prvé okrajové uloze (Dirichletova typu), probirané v L. &sti (viz [11]), pfeveden
na ekvivalentni Gilohu klasické teorie pruznosti s modifikovanymi objemovymi silami
a povrchovym zatiZenim.

Pe3ome

CYUIIECTBOBAHUE U OQHO3HAUHOCTH PEUIEHUS B TEOPUU
JIMHEMHOM ITOJI3VUYECTHU
II. BTOPASI KPAEBAS 3AJAYA

VBAH TI'JTABAYEK 1 MUPYA TIPEJDJIEAHY

(Ivan Hlavatek et Mircea Predeleanu)

Jloka3blBaeTcst CylIeCTBOBaHME M OJHO3HAYHOCThL pPEIIeHUs 2-0i KpaeBO¥ 3amauu
(Tnna Heﬁmaﬂa) MpU 33JIAHHBIX OOBEMHBIX CHJIAX M IOBEPXHOCTHBIX Harpyskax,
B paMKax JIMHEHHOHW NpocTpaHCTBeHHOW moJ3ydecTu. Cuuraercs, 4To MaTepuai
OJHOPOAHBIH M M3OTPONHBINH, YUYUTHIBAETCS HACJIEJCTBEHHOCTb M TaKXE CTapeHUe
matepuana. Hdajee npemmosaraercs, 4ro Kod(pPUIUEHT MOMEPEYHOro CXATHS HE
MCHSIETCS CO BpEMEHEM.
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