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SVAZEK 10 (1965) A P L I K A C E M A T E M A T I K Y ČÍSLO 5 

P Ř E D B Ě Ž N Á S D Ě L E N Í 

ÜBER OPTIMALE FORMELN ZUR NUMERISCHEN BERECHNUNG 
LINEARER FUNKTIONALE 

[VORBERICHT] 

I v O BABUSKA 

(Eingegangen am 10. Mai 1965.) 

1. Es sei ein Banach'scher Raum B, ein Funktional F e B* und die Folge 

flJ)eB*9 k = 0 J , . . . , j ; j = 1,2,... 

gegeben. Das grundlegende Problem der numerischen Analysis ist die Approxi
mierung des gegebenen Funktionais F durch eine lineare Kombination der Funktio-
nale/W. (Vgl. [1].) 

Ein spezieller und typischer Fall ist das Problem der numerischen Quadratur. 
Hier ist 

Р(<р) = Г ф) Ах, / < » = ср ( * 

und wir setzen 
J 

F~Z aÿ>fÿ>(ę) . 
k=0 

Das Problem optimaler numerischer Formeln (z.B. Quadraturformeln) hängt mit 
der Wahl der Koeffizienten a[j\ k = 0, ...,j; j = 1,2, ... zusammen, sodaß die 
Norm des Fehleroperator 

ғ-l aa)ñ u fU) 

k = 0 

minimalisiert wird. 

Die Wahl der Koeffizienten a[j\ welche die Norm des Fehleroperator minimalisieren, 
hängt eng mit dem Raum B zusammen. Die konkrete Wahl, aber, eines geeigneten 
Raumes B ist in der numerischen Praxis oft sehr unverläßlich. Das ,,Risiko" der Wahl 
eines konkreten B können wir jedoch oft auf folgende Weise herabsetzen. Wir wählen 
eine Menge 90x von Räumen B so, daß Fe B* und f[j) e B*, k = 0, ..., j ; j = 1, . . . 
für alle B e Wl 
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Wir bezeichnen 
j 

l)n X(B,(j) = i n f | | F - E a ^ ) / r ' ) | | 
akU) k = 0 

und wählen die Koeffizienten b^\ k = 0, ..., j ; j = 1, ... und setzen 

\F-Y biJ)f[m 
7 k J k I ß* 

/?(
;
ß)(a, {MJ)}) = *=° — , 0 < a < 1 . 

Z(ß,([j«]) 

Wenn die Koeffizienten b[j) die Eigenschaft haben werden, daß für jedes B e SD? 
die Folge /Y)ß)(l, {b[j)}), j = V 2, ..., beschränkt sein wird, resp. 

lim ß\B\\, {bp}) = 1 , 

so sagen wir, daß die Formel 

I ьíW 
fc=0 

universal größenordnungsmäßig resp. universal assymptotisch optimal ist. 

Wenn die Folge 

ßf\a, {b[j)})i, j = 1,2 0 < a < l 

für jedes B e 9Ji beschränkt ist, so sprechen wir von einer universal fast größenord
nungsmäßig optimalen Formel. 

Vom Standpunkt der numerischen Praxis ist oft das „Risiko" der Wahl von 9J? 
kleiner als die Wahl des konkreten Raumes B. 

2. Wir wollen einige Ergebnisse im Zusammenhang mit den Problemen der Qua-
draturformeln im Raum der periodischen Funktionen anführen. 

Wir bezeichnen :/€ den Raum aller reeller Folgen y = (y0, yx, ...) , welche folgende 
Eigenschaften haben: 

1. 7j £ 0 , y0 > 0 , ; = 0 , 1 , . . . ; 

2. Es ex. j 0 > 0 , so daß yjo > 0 ; 

3. I im( /y7= 0. 
j~*co 

Wir ordnen jedem yej^ einen Banach'schen Raum By aller total stetiger 2/r-
periodischer komplexer Funktionen cp mit der Norm 

2 71 

NŁ-f ъГkWd* 
1 = ° Jo 

zu. 
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Die Menge SD? mögen alle Br y e^f bilden. Es gilt nun folgender Satz. 

Satz 1. Es sei 

F(cp) = j - f \ipx cp(x) dx ; fij\q>) = cp (- k\ , fc = 0, 1, ...,j, j = 1, 2, ... 

V Qip(2n/j)k fU) 

Dann ist die Formel 
1 y 

I *a 

universal assymptotisch optimal. 

Satz 2. Unter den Voraussetzungen von Satz 1 sei y e 3tf und (y)a[j) seien von der Art, 
daß 

ß^\\, {^a\P}) = 1 . 

Dann existiert ein ye^P derart, daß 

ß(fy\l, {(y)a[J)}) -> oo 
für j —> oo ist. 

Satz 3. Es sei 
+ 00 

g(x)= £ c ,e t o 

fc= — 00 

eine 2n-periodische quadratisch integrierbare komplexe Funktion. Es sei 

F(cp) = ^ rgW <*) dx ' fPfo = f(~k)-
Dann ist die Formel 

1 j " = [1/2] 

/ k=1 n=-U/21 

universal fast größenordnungsmäßig optmal. 
Auf Grund ähnlicher Schlußfolgerungen lassen sich in einer Reihe von Fallen 

nicht nur universale Approximierungen von Funktionalen, aber auch universale 
Approximierungen von Operatoren konstruieren. 
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