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SVAZEK 11 (1966) APLIKACE MATEMATIKY CisLo 1

ADITIVNI PROCESY S NAHODNYMI SKOKY DO ABSORPCNI BARIERY
A JEJICH POUZITI PRI VYKLADU LOMU V KOVECH

JAN SEDLACEK
(Doslo dne 28. kvétna 1964.)

\ 1. UVOD

Statistickd interpretace Ginavy a inavovych lomu v kovech, k niZ prvni kroky uéinil
ve své prdci v r. 1949 W. WEIBULL, pfihliZzela delsi dobu pouze ke klasickému labo-
ratornimu hodnoceni tinavovych vlastnosti, které spodivd ve vySetfovdni zdvislosti
tnavovych Zivotd N, (po&et cykld do lomu), na stfidavém cyklickém napéti o kon-
stantni amplitudé ¢. Mechanismus Gnavového lomu je v tomto pfipadé popisovdn
pomoci jednoduché linedrni hypotézy kumulace poskozeni, vztaZené k procesu ristu
iinavové trhliny. Tato hypotéza, vyjddfena vztahem AZ, = 1/N,, vymezuje piiristek
poskozeni zpisobovaného kazdym cyklem stfidavého napéti o amplitud€ o, pfiCemz
N, uddva celkovy pocet cykli do lomu pfi konstantni amplitud€ napéti .

Uvazujeme-li nyni, Ze se prib&hem unavové zkousky vystfidaji proménlivd cyklicka
napéti o riznych amplituddch o, (i = 1,2, ..., k), je pfislusnd linedrni hypotéza
kumulace poskozeni representovdna vztahem

k

Y. n, [N,

i=1 =1
kde N,, oznaCuje délku tnavovych Zivotdt pfi konstantni amplitudé napéti o; a
n,, < N,, uddvd pocet cykll z celkové délky unavového Zivota, pfi nichZ amplituda
napéti byla na trovni o;.

Tato hypotéza je hlavné pro svou jednoduchost pouZivdna téméf vyluéné jako
jediny prostfedek pro feSeni uloh z oboru unavy v téch ptipadech, kdy se proces
stfidavych napéti vyznaduje v Case zm&nami v amplitudé, 1 kdyZ je jiZ dnes experimen-

k
tdln& prokdzdno, Ze vyraz Y, n, [N, + 1, a Ze nabyvd hodnot v Sirokém intervalu
i=1
(a,b); a <1, b> 1. Rada experimentdlnich praci, provedenych v zahraniéi, uvddi
pro tento soudet dokonce tak Siroky interval kolisdni, Ze je namisté nediivéra k odha-
dam a pfedpovédim tinavové Zivotnosti, zaloZenym na této hypotéze.

Ukazuje se v8ak, Ze linedrni pravidlo pro popis mechanismu unavového lomu ne-

plati ani v pfipadé, kdy amplituda stfidavych napéti zlistavd konstantni, a Ze jedinym
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moZnym prostiedkem pro vérohodny vyklad tnavovych lomil jsou stochastické
procesy.

Prvni zpsob vykladu inavovych lomd, zaloZeny na stochastickém prabéhu pro-
cesu kumulace poskozeni, byl proveden v pracich [2] a [3]. U nds jsme se od r. 1958
zabyvali obecngjSim teoretickym feSenim stochastického pojeti procesu kumulace po-
Skozeni, jeZ by umoZilovalo spojeni skuteéné povahy provozniho zat&€Zovéni strojnich
Casti s mechanismy lomi v kovech, ¢imz by byla pfipravena teoretickd zdkladna pro
feSeni otdzek provozni Gnavy. V tomto ¢ldnku jsou uvedeny nékteré vysledky feSeni
zaloZeného na stochastickém vykladu procesu Sifeni inavové trhliny a vytvdfeni
situace pro provozni lom, pfiCemZ je uvaZovano prohloubeni jesté v tom smyslu,
aby bylo moZno podchytit téZ lomy ndahlé povahy, k nimz miZe dojit za kazdého
stavu poru$eni soudrZnosti kovu prudkym skokem ve vyvoji lomové trhliny. Tim je
vlastn& umoZnéna statistickd interpretace i jinych lomd, neZ jsou lomy unavové (jako
napf. lom staticky, tvdrny apod.).

2. DEFINICE UNAVY

K pochopeni zdkladni stavby teoretického modelu tinavy je zapotiebi uvést pres-
nou definici unavy. Abychom pak mohli vzdjemné& porovnat technické pojeti unavy
s matematicko-statistickou interpretaci unavy, uvedeme nejprve, co se pod pojmem
,,unava kovi‘ rozumi v technickém slova smyslu.

2.1. Technické pojeti inavy

Unavou kovili rozumime &asovy proces poruch soudrZnosti kovi, jehoZ jedinou
pfitinou vzniku je cyklicky ménivé napéti o(r) (napf. st¥iddni tahu a tlaku). P¥itom
k tnaveé dochdzi i tehdy, kdyZ amplitudy stfidavych napéti jsou pod mezi kluzu oy,
(tedy v oblasti platnosti Hookova zdkona), a teprve od urgité hodnoty o,, kterd je
nazyvana mezi unavy, nezpusobuji stfidava napéti o amplitudé ¢ < o, inavu kovi.

Pozndmka 1. Pro dalsi vyklad tinavy pfipomefime, Z¢ proces poruch md obecné
nékolikaetapovy pribéh, jejz 1ze charakterisovat takto:

1. etapa — spodivd ve hromad&ni mikrodefektii v mistech, kde se nachdzi vétsi
nepravidelnosti ve stavbé kovu, které nakonec vedou ke vzniku prvnich nespojitosti.

2. etapa — je charakterisovdna soustfedovdnim nespojitosti do jediného mista
a vznikem mikrotrhliny, kterd je zdrodkem tnavového lomu.

3. etapa — predstavuje jakysi riistovy, nevratny proces, v némZ mikrotrhlinka pfe-
chdzi z mikrooblasti do makrooblasti.

4. etapa — je vlastng zdvér 3. etapy, nebot je charakterisovdna tim, Ze ristovy
proces trhliny dosdhl stavu z,,;,, v némZ je materidl tak zeslaben, Ze pod vlivem maxi-
ma napéti dochdzi k lomu.

Struéné lze pak tento Styfetapovy proces interpretovat jako dvouetapovy proces
ryze ndhodného charakteru, kde jednotlivé etapy vymezuji:
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1. etapa — iniciace lomu (zdrode¢né mikrotrhliny) a riistovy proces mikrotrhlinky
v makrotrhlinku;

2. etapa — dosaZeni jistého kritického stavu nutného pro vznik lomu, k némuz
miZzeme dospét jednak ristovym procesem, jednak ndhlym prudkym skokem z libo-
volného stavu 0 £ z < Zy,q,

2.2. Matematicka definice

Unavu materidlu povaZujeme za stochasticky proces {Z(f): t = 0} nevratné po-
vahy, ktery spliiuje ndsledujici poZadavky:
(1) z(0) = 0.

(2) pro kazdé ¢ > 0 jest
K(t)

Z(t) = i\élfi,

kde &, (i = 1,2, ..., k(t)) jsou nezdporné ndhodné veliCiny, majici stejné rozdéleni
spojitého typu, nezdvislé na &ase t, a {k(t) : t > 0} je ndhodny proces s vlastnostmi:

a) pro kazdé t > 0 je k(1) = 0,1,2,...;

b) pro libovolnou dvojici t; < t, jest k(t;) < k(t,).

(3) Proces {Z(t) : t = 0} kong&i absorpci v uréitém pevném stavu z = zy;,.

Dile budeme znadit symbolem G(x) distribuéni funkei veli¢iny &, symbolem y(x):
jeji hustotu pravdépodobnosti, a symbolem 7 dobu trvdni procesu {Z(t):t = 0},
tedy dobu do absorpce procesu {Z(t) 1t = 0} vestavu z,,;,. Podrobné&jsi popis procesu
{k(f) : t > 0} jest obsaZen v oddile 3.1. Z pfedpokladii o procesu {Z(t) : t = 0} zfejm&

plyne: G(x) =0 proviechna x <0,

y(x) =0 proviechna x <0,
o= sup{t:Z(t) £ zynd -

Pozndmka 2. Pfi realisaci vySe definovaného procesu vyjadfuje Z(t) rozsah po-
Skozeni v daném Casovém okamZiku t, takZe v realisacich popisuje Z(t) Casovy pribeh
kumulace dil¢ich poSkozeni, &ili zdkonitosti vzniku, $ifeni a rstu nespojitosti, pred-
chdzejicich pred jakymkoliv ptipadem lomu v kovech. Realisace procesu {Z():
1t = 0} miZeme tedy povaZovat za teoretické modely mechanismi lomovych jevil
v kovech a za vyjddieni obecnych zdkoni vytvdfeni lomovych situaci viibec.

3. MODEL PROCESU {Z(1):¢ = 0} A JEHO MATEMATICKO-STATISTICKE
VYJADRENI
3.1. Strucna charakteristika teoretického modelu

Necht {Z(t) : ¢t = 0} je proces unavy materidlu, spliiujici podminky oddilu 2.2.
Zmény stavi tohoto procesu rozdélme podle jejich povahy a podle pravdépodob-
nostniho mechanismu jejich vyskytu do dvou t¥id:
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a) Stavovou zménou typu a) budeme rozumét pfechod procesu {Z(f):t = 0}
béhem &asového intervalu (t, ¢ + At) ze stavu Z(t) = z do stavu Z(t + At) =
=z + & < Zyp kde € je ndhodnd veliCina s distribuéni funkei G(x). Budeme pfed-
poklddat, Ze vyskyty zmé&n typu a) tvofi (obecn& nehomogenni) Poissontiv proces.
To znamend, Ze pravdépodobnost p,(tf) vyskytu aspoil jedné zmény v intervalu
(t,t + At) se rovnd

(4a) pt) = A,(1) At + o(At),

pravd&podobnost dvou nebo vice zmén v tomto intervalu je o(At), a potty zmén ve
dvou disjunktnich intervalech jsou navzdjem nezdvislé. Zde zna&i A,(t) spojitou ne-
zdpornou funkci parametru ¢ (tzv. intensita pravdépodobnosti pfechodu), a o(Af)
veli¢inu nekone¢né malou fddu vyssiho nez At.

b) Stavovou zménou typu b) rozumime nahly prudky skok aZ do absorpéni ba-
1iéry Zy.ip jehoZ vysledkem je ndhly kfehky lom, tj. pfechod procesu béhem intervalu
(t, t + At) ze stavu Z(t) = z do stavu Z(t + At) = z,;,. O pravddpodobnosti p(z, t)
zmény tohoto typu budeme piedpoklddat

(4b) po(z, 1) = Az, t) At + o(Ar),

takZe pravd8podobnost zmé&ny typu b) zdvisi nejen na Sase, nybrz i na pfedchdzejicim
stavu. Pro jednoduchost se budeme zabyvat ptipadem, kdy intensitu pravdépodob-
nosti pfechodu A(z, t) Ize rozloZit na soudet dvou nezdpornych funkci, z nichZ jedna
zdavisi jen na stavu z a jedna jen na Case ¢, tj.

Mz, t) = Ay(z) + A5(1) .

V kazdé¢ realisaci procesu {Z(t) : t = 0} miiZe nastat nejvyse jedna zmé&na typu b),
nebot pfi uskutenéni takové zmény proces zanikd. Poznamenejme jesté, Ze dojde-li
v intervalu (t, t + At) ke zm&né& typu a), neni jiZ v tomto intervalu zm&na typu b)
moznd, takZe proces miZe zaniknout nejdfive v dal§im intervalu, tj. v okamZiku
t + 2At.
3.2. PodrobnéjSi matematicko-statistické vyjadfeni a popis modelu @navy

Model tnavy definovany procesem {Z(t) : t = 0} v odst. 3.1, 1ze nejlépe represento-
vat funkci po(z, t), s jejiz pomoci je moZno vyjddfit trvdni procesu {Z(t):t = 0},
nachdzi-li se tento na po&dtku Zasového intervalu (¢, ¢ + At) v jistém stavu { <
< 2z < Zy, Podle tohoto vykladu bude tedy funkce po(z, t) definovdna simultdnni
praxidépodobnosti

(5) po(z, 1) dz = Py {z < Z(t) < z + dz, © > 1},
0=t<w 0=z<z4),

pfi¢emZ podle pfedpokladu z odst. 2.2 resp. 3.1 musi platit pro z > zyir 2€

po(z, 1) =0 proviechna t=0.
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Z definice (5) funkce po(z, t) tedy vyplyvd, Ze
(6) Pl <z, t>1t}= f po(¢, 1) A,
0

coZ slovy znamend, Ze proces {Z(f) : t = 0} nebyl pfi stavu { = z < Zkrit do doby ¢
absorbovdn, a tudiZ stdle jesté trvd, alesponi do doby t + At.
Dosadime-li do vztahu (6) za z kriticky stav z,,;,, dostaneme

Zkrit
(7) P {{ £ zigip T > t} = Py{Zivot > t} =f po(C, 1) de,

0

ktery#to vztah vlastng ptedstavuje doplng&k margindlni distribuni funkce ndhodn¢
proménné 7 do jedniky. To tedy znamend, Ze vyraz

(8) 1 - rm Po((, 1) A = Py{t <t} = L, (1)

0

definuje distribu¢ni funkci délek ¢asii, potfebnych do dosaZeni kritického stavu v pro-
cesu {Z(f) : t = 0}, &ili model Zivotnosti p¥i unavé. Vzhledem k pfedpokladu o spo-
jitosti veli¢iny t dostdvdme pro hustotu pravdépodobnosti I,,_,(t) vztah

©) Lw?) = = f;[ f :mpo(c, f) dc].

Obecné pak plati pro jakékoli z < z,,4,, Ze funkce

Zkri t(

z
Jo
definuje pravd&podobnost vystupt ze stavii {; € <0, z) v procesu {Z(t) : t = 0} do
stavil {, € <z, zy» v dob& © < t, a vyjadfuje tudiZ inversni proces {T(z) : z = 0}
k ptvodnimu procesu {Z(t) : t = 0},
Zkrdcené tedy piSeme:

(11) proces {Z(t) : t = 0} ... je vyjédFen funkci po(z, t), kterd uddvd pravdépodob-
nost, Ze lom do doby t za stavu poskozeni { < z jest&
nenastal;

(12) proces {T(z) : z = 0}... je vyjddfen funkci 1 — [ po(C, 1) dC, z niz vyplyvd
(o]

popis tnavové Zivotnosti, tj. délek tnavovych zivoth t,
a to formou simultdnni pravdépodobnosti.

(12') Li)dt =P {{ <z, t<t<t+dt} =
Z 0
-[-] (e a o
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3.3. Odvozeni zdkladni rovnice procesu {Z(r) : t = 0}

UvaZujme libovolny stav u procesu {Z(t) : t = 0}, a pfedpoklddejme o n&m, Ze
splituje nerovnost u < z < Zzy4,. UvaZujme ddle ¢asovy interval (t, t + At), na jeho#
poldtku je pravé tento uvaZovany stav u, takZe v okamZiku t je proces ve stavu
z, = u, a ptejme se s jakou pravdépodobnosti se proces na konci intervalu ¢ + At
bude nachdzet ve stavu z,,,, = z. Tato pravdépodobnost je podle pfedchoziho vy-
kladu urdena vztahem P,{z < { <z +dz, © <t + At} = py(z, t + At)dz, tj. je
vymezena funkei py(z, ). Pro uréeni funkce py(z, t) z daného mechanismu procesu
{Z(t) : t = 0} vychdzejme z té&chto dvou moZnych piipadi:

Prvni pripad

Vychdzime-li z pfedpokladu, Ze v &ase ¢ je proces {Z(t) : t = 0} ve stavu u < z,
pak pro stav z na konci intervalu (¢, t + At) je nutné, aby béhem At nastal skok typu
a) velikosti z — u. PonévadZ je uvaZovany proces {Z(f) : t = 0} podle ptedpokladu
aditivnim procesem, plati pro uskuteénéni tohoto skoku, Ze k nému dojde s pravdé-
podobnosti

(13) Py = X4(1) Atrpo(u, 1) (z — u) du + o(At) =

0

= 24(t) [2(z) * po(z, 1)] At + o(At)

(kde vyraz [y * py] oznaluje konvoluci funcki y(x), p(x, t)).

Druhy ptfipad

Jako druhy moZny ptipad uvaZujeme takovou skuteénost, Ze na pocdtku intervalu
(t,t + A1) je proces {Z(t) :t = 0} ve stavu u = z. Md-li se proces {Z(f):t = 0}
v tomto stavu nachdzet i po uplynuti doby ¢t + At, znamend to, Ze musi po interval
délky At setrvat ve stavu z, a nesmi tudiz dojit ani ke zmé&né stavu typu a) ani typu b).
Tento druhy pfipad lze charakterisovat pravdépodobnosti setrvdni p,, pro niZ plati

(14) p. = polz. 1) [1 = 2() At — A(t, ) Af]

(zanedbdme-li €leny 2. a vyssiho Fddu).
Spojime-li nyni oba mozné ptipady, dostdvdme

pofz. t + AAtz = po(z 1) _ 2400 [1(2)*po(z, )] +

+ polz O [=44(1) = A1, 2] + o{a),
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takZe v limit& pro At — 0 dostdvame pro funkci po(z, t) integrodiferencidlni rovnici
tvaru

1) D 0 b e 0] - pule ) TAG) + 4. 2]

Tato rovnice typu Fellerova-Kolmogorova je obecnym vyjddfenim teoretického mo-
delu procesu kumulace poskozeni {Z(1) : t = 0}, a lze ji povaZovat za popis mechanis-
mu nejen unavovych lomu, nybrz i vSech lomua dalSich, jeZ jsou vyvoldny ndhodné
kolisajicim provoznim napétim. Specidln€ zde mdme na mysli ndhodné silové rdzy,
pulsy, sily od poryvii a ndhodnd krdtkodobd pfetiZeni, vyvoldvajici ndhodnd st¥idavad
napéti, pod jejichZ ¢inkem je pak ve struktufe vyvoldvdn progresivni poruchovy
proces soudrZnosti {Z(f) : t = 0}.

3.4. Popis inversniho procesu {T(z) 0=z £z

Inversnim procesem {T(z) : 0 < z < z,,,,} neni nutno se obirat podrobng&ji. Stru¢-
né bylo v odst. 3.2 ukdzdno, jakd je spojitost mezi popisem procesi {Z(t) 1t = 0}
a {T(z): z = }, takZe rovnice (15) spolu se vzorci (12) a (12') jednoznagn& uréuje
i proces inversni.

4.0. Specialni pfipady mechanismii lomi v kovech (konkrétni realisace procesu

{Z(t) : t = 0})

4.1. Jednoduchy model, odpovidajici nehomogennimu procesu kumulace
dil¢ich poskozeni (poruch)

4.11. Funkee p,(z, 1)

Uvazujme zdkladni rovnici (15) procesu {Z(t): t = 0}, v niZ pro jednoduchost
poloZme A(z, t) = 0 pro viechna z, ¢, takZe rovnice (15) se ndm zjednodusuje do tvaru

(16) ) Dol 0] = ol )

Tato rovnice (16) odpovidd vSem tém mechanismiim lomovych jevil, jez Ize charakte-
risovat pouze skoky typu a), co? je schématicky zndzornéno na obr. 1.

20 Pro feseni integro-diferencidlni rovnice

absorpc'm'.stav Zyerit

i (16) pouZijeme Laplaceovy transformace

vii¢i proménné z, (ddle oznadované jako
Z-transformace), kterd ndm prevddi rov-
nici (16) na jednoduchou diferencidlni
rovnici tvaru

t
cas lomu (17) M =
Obr. 1. ot

A(t) Pofs, 1) [9(s) = 1]
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s pocdtenimi podminkami
(17) Po(5,0) =0, 0=Py0,1) 1.
Pfitom znadi

(18) Py(s, 1) = L{po(z, 1)} = ~[‘me“"po(z, t)dz,

0

o(s) = 202} = j “ey(z) dz.

0

Regenim rovnice (17) obdrZime

- @It -g(s)1ae
e

(19) PO(S, t) =
¢ili
(20) Po(s’ t) = AT AMNIE)

kde A(t) je absolutng spojitd, m&fitelnd funkce, definovand integrdlem
t

1) A(l) = f a(e) de.
0

Vysledny vztah pro funkci p(z,t) obdrZime tedy z inversni Z-transformace
(£~ = A)funkce P(s, 1), tj.

(22) po(z: 1) = AlPo(s, 1)} = e ADA[ADIO)

Vztah (22) charakterisuje celou fadu jednodudsich mechanismii lomovych jevi, které
respektuji nehomogenitu procesu uskutecnovdni skokovych pfiristki ndhodné veli-
kosti . Piipad homogenity je zde obsaZen jako specidlni pfipad, kdy A,(t) = 4, =
= const. V takovémto pripad& je A(t) = A,t a py(z, t) je tudiZ ddna vztahem

(23) oz, 1) = e HIALMION) = AfmhTImION,
g(s) = 2{y(2)} .

4.12. Zivotnost za daného mechanismu lomového jevu

Popis Zivotnosti za daného mechanismu lomu, ktery, jak pozndvdme ze vztahu
(22), je pIng definovén znalosti funkci 4,(t) a 9(z), je velmi wizce spojen s popisem
procesu Z(t), tj. s funkei po(z, t). Ze vztahu (8) Ize napt. odvodit, Ze

(24) 2L, () - 201 - 3{ f

0

oo(C. 1) dc} - E [ = Pofs. 0]
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nebot pro L-transformaci funkce ¢(z) ve tvaru

o(z) = j S0 0x
plati vztah
(25 2{0(2)} = 1905,
kde

o(s) = L{f(x)} -

Uvazujeme-li tedy napf. homogenni proces skokovych zmén v procesu {Z(t): t = 0},
dostdvame ze vztahu (23), Ze pro distribuéni funkci délek Zivotl T plati obecny vztah

1 - —g(s
(26) L{L, (1)} = L {1 — e MTi=oWIy

Vétsinou vyhodn&jsi pro nds bude uvaZovat misto funkce L., (f) funkci hustoty
pravdépodobnosti I, (1), pro niZ na zdkladg vztahu (9) a vztahu (25) plati, Ze

_ 1 OP(s, 1)
(27) ’?{lzmc(t)} - s ot ‘

UvaZujemz-li tedy homogenni proces uskuteéiiovdni skokt v mechanismu lomového
jevu, je podle (20) Z-zobrazeni funkce po(z, t) ddno funkci

Pofs, t) = e~ Hi1=061
takZe #-zobrazeni funkce I, (1) bude uréeno vztahem

(28) "g{lzmz(l)} = %‘1 [1 - g(s)] e~ Mill—g()]

RozepiSeme-li pak exponencidlni funkci ve vztahu (28) v fadu, dostdvdme, Ze

(29) L0} = (- A tk [1—g(s)]" _

= “hfz - S)(A t) [()]k

Odtud tedy vyplyvd, 7e lze P-zobrazeni funkce hustoty pravdépodobnosti L 1)
vyjadfit ve tvaru rozdilu dvou soudtit

(30) ka(t)} A e—“tikgo (l t [g(s)]k kzo (4, t)k [g(S)]k+1}

N

coz mizZs byt vhodnéjsi vztah pfi hleddni origindlu k #-obrazu funkce l,km(t)‘
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Ptiklad 1. Necht skokové pfiriistky &; vyhovuji podmince
(31) ¢;=c+e pro viechna j=0,1,2,...,
(pficemZ ¢ ~ 0),

takZe jde o mechanismus Unavy s pfibliZné stejnymi pririistky poSkozeni, uskutec-
novanymi ndhodné v Case.
V takovémto p¥ipadé odpovidd tedy funkci p(x) zndmd -funkce

1/2¢ pro c—e<x<c+eg,
(32) 3(x, &) = y,(x) = <

0 pro x<c¢c—g¢ x>c+eg,

pro jejiz Laplaceovo zobrazeni dostdvdme

(33) L0} = lim 2{6(x.3)} = g(6) = e
Dosadime-li tedy (33) do (30), obdrzime, Ze

(34) L)} = lle_mkéo(}k—l"t)f E[e""“ — e~ Des]
kde K je nejvétsi celé Cislo uréené podilem

(35) [sz{l - K.

Ponévadz pak plati, Ze

—kes .,
Ade _ 0 pro z <ke,
s N1 pro z > ke,

dostaneme pro origindl Z-obrazu (34) jako vysledny vztah funkci hustoty pravdé-
podobnosti ve tvaru

(36) lzkrit,(t) = F(

K+ 1)

K+1
}‘1 tKe—llt

>

coZ je Pearsonova kfivka III. typu.

Pozndvame tedy, Ze homogenni Poissoniv proces poruch soudrznosti v kovech
s konstantnimi piirostky poSkozeni vede na Pearsonovu kfivku Zivotnosti (36),
k jejimuz urCeni je nutno zndt 3 parametry, které lze spojit s technickou povahou
lomovych jevu takto:

1) pramdrny podet nap&tovych cykld, jejichz amplituda o p¥ekraduje danou mez
unavy o, udavd odhad parametru 4,

2) kriticky rozsah poskozeni zy., ktery lze vyjddfit pomoci pevnosti, tj. nap&tim,
jehoZ je zapotiebi, aby nastal lom staticky,
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3) velikost primé&rného dil¢iho poskozeni, tj. odhad parametru ¢, ktery je um&rny
vhodné mocnin€ amplitudy stfidavych napéti o.
K parametru A,, ktery je moZno povaZovat za hlavni uréujici parametr inavového
procesu, pripojme, Ze pokud je proces stfidavych napéti, vyvoldvajici unavu, stacio-
narni, ergodicky, s nulovou stfedni hodnotou, lze pro jeho odhad vychdzet ze vztahu

A Ny —¢(s
(37) Al = ;Oe (©e/2B5(0))

(no = prmdrny polet priichodi procesu o(t) nulovou polohou za jednotku Zasu)
resp. ze vztahu

. 1 BO)TF _(o
38 M l=—|—=2 e (0c%/2B2(0)
( ) 1 1 271:[ :|

B,(0)

kde B,(t) znaéi korelagni funkci procesu st¥idavych napéti a ¢, mez tinavy. Pozna-
menejme, Ze oba tyto vztahy uddvaji ocekdvany pocet stfidavych napéti o amplitudé
o > a,, pfipadajici na ¢asovou jednotku, a jsou tedy spojeny s primdrnimi procesy
lomovych jevd, tj. s povahou skuteCnych zat€Zovacich procestt v dob& provozu.
(Podrobnosti jsou uvedeny v praci [8].)

Spojeni vztaht (36) a (38) ndm umoZiiuje téZ rozbor tinavovych vlastnosti a Zivot-
nosti s ohledem na urcité, zvolené typy procest stfidavych napéti, nebo nam dovoluje
zvazit vliv riznych amplitud o stfidavych napéti na unavu, jestliZe mechanismus
inavy je vyjddfen Poissonovym homogennim procesem poruch pfiblizné konstant-
nich velikosti ¢ = ao®, (tj. im&rnych f-mocning piislu§né amplitudy o).

4.2. Jednoduchy model nahlych kiehkych lomia
4.21. Funkee py(z, t)
UvaZujme zdkladni rovnici (15) v niZ poloZme
(39) Mq(t) =const = 1, =0,
Ax(z) = 2y, A, 0,
2a(t) = A1)

takZe po dosazeni a #-zobrazeni jednotlivych sloZek integro-diferencidlni rovnice
(15) obdrzime pro tento mechanismus lomu parcidlni linedrni nehomogenni diferen-
cidlni rovnici tvaru

(40) R 6P(;3(Ss, ) aPo(s 0 _ = a(s, t) Po(s, 1),
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kde
(41) a(s, 1) = 4[1 = g(s)] + A(¥),
Po(s, t) = L{po(z, 1)},
gs) = 2{(2)}-
PFitom Py(s, t) vyhovuje témto po&dtednim podminkdm:
(42) Py(s, 0) = (Py,s) =0 provsechna s=0,
Py(0, t) = Po(t), t = 0, nabyvd hodnot 0 < Py(f) < 1.
Regeni rovnice (40) lze pfevést na feseni Cauchyho tilohy pro parcidlni linedrni homo-

genni rovnice a plati pro n& (viz [7]) vztah

— At j'(‘)).(r)d: A1/22 j’j’* A2ty yar
e .

(43) Pofs, ) = e

Funkce po(2, t) je tedy déna jako origindl k Laplaceové obrazu ve tvaru (43), tj. plati
pro ni

—at— [EAde /a2 [$T 228 yae
(44) Po(z, 1) = e “=Jo A {e i 1,
pfiGemZ 2t
Al =0, /12 +0. absorpéni stay Zerit

Pro ndzornost a grafickou pfedstavu

uvazovaného mechanismu ndhlého néhly prudky skok

v 11 ey do absorpéniho st

kfehkého lomu uvddime je§t& zdvirem z: 2 e 2
(ol

schematicky obr. 2.

4.22. Zivotnost pri nahlych kiehkych t

lomech

¢as lomu

Obr. 2.

Zivotnost pii procesech tinavy, cha-
rakterisovanych ndhlym skokem do
absorp&ni bariéry, jak je to schematicky naznaCeno pro proces {Z(t):t = 0} na
obr. 2, bude popsdna inversnim procesem {T(z):0 < z < z,,;,,} a k nému pfi-
ndleZejicimi funkcemi L, (t) a I, (). Ze vztaht (8) aZ (12) spolu se vztahem (25)
Ize pro né odvodit, Ze

A\

PAL D} = < [1 = Pos. )]
¢ili

—aue= foamdr (1 /i) [§H
(45) Lo()=1-¢ A {_ e ,

N
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a podobné

1 0Py(s, t
g{lzkrit(t)} = - - 0( ) s
s ot
¢ili
—2st— [t a(n)dr A S Aot g
(46) L. ()} = g_( _ le ast= [oa@ar+ Ga/an [ 72 )d>'
t S

Piipomefime viak, Ze Ize krom& vztahti (45) a (46) pouZit k ureni funkei Zivotnosti
L, (t) al,_ (1) tohoto obratu:

O funkei py(z, t) byl u¢inén pfedpoklad, Ze pro viechna z > z,;;, a viechna ¢ % 0
se identicky rovnd 0. MiZeme tedy psat, Ze

(@7) f polC, 1) AL = r‘mpo(c, 0dr + r polt, ) dt = rﬂ"po(c, D dc .
0 0

Zkrit 0

Dosadime-li tedy (47) do vztahu (8), dostdvdme, Ze

(48) szrit(t) =1- jwpo(C, t) dg,

kde za po((, t) uvaZujme vztah (44).

Pfipomefime si, Ze #-zobrazeni funkce po(z, t) vzhledem k prom&nné z je defino-
vano vztahem

(49) jme_szpo(z, t1)dz = Py(s, 1),

které za ptedpokladu, Ze py(z, ) je vhodnd exponencidlni funkce, mbZe byt defino-
vano i pro Cisla s, jichz

Res <0, Ims=0.
UvaZujeme-li tedy krajni pfipad, kdy Ze s = 0, potom

(50) lim Pofs, £) = Po(0, i) = j pofz 1) dz,
s—0

0

takZe distribudni funkce délek Zivotii L., (f) miZe byt na zdklad& vztahii (48) a (50)
definovédna vztahem

(5]‘) L(t) =1- PO(O t) -1 - C_Mt_ﬁ)l(t)dﬁ'(llllz(j(}jztg(r)dt'

Obecné pak plati, Ze lze distribuéni funkci délek Zivoti  vyjddfit ve tvaru
—t 1)dt

(52) L(t) =1—ce jol»‘( )d ,

kde u(r) je tzv. intensita imrtnosti pfi lomovych jevech.
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Porovndnim vztahi (52) a (51) tedy dostdvdme, Ze intensita umrtnosti p¥i lomovych
jevech ndhlého charakteru je ddna vztahem

(53) u(t) = Ay + At) — A, g(A1),
kde

g(s) = L{(2)} = J‘we”z y(z)dz,

0
A, = konstanta = 0,

A, = konstanta £ 0.

Ptiklad 2. UvaZujme primdrni proces lomového jevu, tj. asovy prib&h plsobi-
ciho napéti o(t), jenZ odpovidd ndhodnému procesu, jehoZ jedna realisace je zndzor-
néna na obr. 3. Z ni vyplyvd, Ze do-
chdzi k jakymsi kritkodobym napéfo- {6
vym $pi¢kdm o; > 0, kde jak vyskyt
Spidek v &ase, tak i jejich velikost, N
jsou veli¢iny ndhodné& proménlivé. &

6y &, &, S5 t

a) Predpoklddejme, Ze nap&fové o
3picky o; (j =1,2,..., k(1)) jsou ve- Obr. 3.
liéinami napozorovanymi na ndhod-
né veli¢in€ o, jejiZz hustota pravdépodobnosti je ddna funkci ve tvaru

(54) h(o) = ae™*
0=o<w, a>0).

Pfedpoklddejme ddle, Ze kaZdd ze $picek o; vyvold v procesu {Z(t) : t = 0} skokovy
piirtstek poSkozeni ¢;, pro néjZ lze v prvni aproximaci pfedpoklddat pfimou umér-
nost, takZe uvazujeme jednoduchou linedrni transformaci proménné o, tj.

(55) E=oa0, (x>0).

Ze vztahii (54) a (55) miZeme tedy odvodit, Ze hustota pravdpodobnosti y(x),
vystupujici v modelu procesu {Z(t):t = 0}, je za uvaZovaného pfedpokladu (55)
ddna vztahem :

(56) 3(x) = 1 h <§> = @@
N ,

4 o

takZe #-zobrazeni funkce y(x) nds privadi ke vztahu

(7) o) = L) = £ — o
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b) O procesu kritkodobych $pitek o(t), (viz obr. 3), ddle pfedpoklddejme, Ze pro
jejich uskute¢tiovani lze uvaZovat homogenni Poissontiv proces, takZe uddvd-li
v podet §piek, které nastanou v intervalu Sasovém (0, t), je tato ndhodn4 veli¢ina po-
psdna frekvencni funkci p‘,(t) ve tvaru

(59 pl) = @ eon

(r=01,2..,220,120).

Parametr A tohoto rozloZeni lze pak interpretovat jako priamérny podet $picek, pfi-
padajici na jednotkou Casu. MuZeme jej v dal§im povaZovat za odhad parametru 4,
ktery uddvd intensitu pravdépodobnosti pfechodu v procesu {Z(f):t = 0}, a md
tudiZ vztah ke zm&ndm stavu typu a) v procesu {Z(t) : t = 0} .

Plati tedy

(59) A=A =Eby) =7.
¢) Posledni pfedpoklad, ktery uinime o realisaci procesu {Z(t) : ¢t = 0} se tykd

stavovych zmén typu b). Pfedpoklddejme, Ze ndhly skok za stavu z € < 0, z,) je
piimo Uimé&rny pouze tomuto stavu, takZe plati pro funkci A(z, t) jednoduchy vztah

(60) Mz )=z, (1) =0, 2 =1).

Vychdzime-li nyni z pfedpokladit (57), (59) a (60), dostdvdme pro proces {Z(r) :
1t = 0} vztah

_ . W(ala) {j’* !¢+ (afa)) = dt
e |

(61) Po(s, t) = e

= g Vtt¥a/n)lg(s+(a/a)+D)/(s+(ala)) _

_ t v(a/a)
=e M1+ .
s + afo

Na zdklad& vztahu (51) mZeme tedy ze vztahu (61) odvodit pro distribuéni funkci
délek Zivotd, Ze

(6) L(o)

1+ (av/a) [t +(a/a) = tde

1—Py(0, 1) =1 —e

Il

1 — e—Vt (elg(t-*(a/a)/(a/a))ai/a —

| — ettt ajo\*®
ala ’

Intensita selhdni pfi uvedeném mechanismu lomového jevu je tedy ddna vztahem

(63) u(t)=v<1_ ik ):- t

v s
t + alo t+ alo

Il

(@>0,0>0,9>0,t=0)
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z n&hoZ vyplyvd, Ze

(64) lim pu(t) = 0.
10+

lim p(t) = v .
t— o0

To tedy znamend, Ze intensita /t(t) je v daném pf¥ipadé rostouci funkci &asu, kterd md
za asymptotu rovnobéZzku s osou t o rovnici u(t) = v. Schematicky je tato funkce
zndzornéna na obr. 4.

Poznamka. V konkrétnich pfipadech M)
vySe uvedeného modelu bude vétSinou
vhodné predpoklddat, Ze skokové pfi-
rustky &; jsou imérné energii napjatosti.
JestliZe tedy uvazujeme kratkodobé spicky
napéti velikosti ¢;, plati pro energii na-
pjatosti ¢; od jednotlivych Spicek o;, Ze ©

g;mconstor, (j=1,2,...k(1), Obr. 5.

takZe namisto transformace (55) zavedeme transformaci prom&nné ¢ ve tvaru
(65) & = const ¢ = fo’
(B = konstanta > 0).

Za daného predpokladu dostdvdme pro hustotu pravdépodobnosti p(x) ndhodné
proménné ¢ novy vztah

— g% X\ 1 _ax™t _pene
9 o) = () s =

V dalsi analyze mechanismu lomu bychom tedy za pfedpokladu (65) museli uva-
Yovat namisto diiv&jsiho vztahu (56) pro y(x) vztah novy, oznadeny jako (66).

Z dosavadnich vysledkii experimentdlniho vyzkumu S§ifeni unavové trhliny je
mozZno vyvodit zavér, Ze ndhodnd proménnd £ ma v obecnych pfipadech kiehkych
loma I'-rozloZeni, s hustotou pravdépodobnosti tvaru

b
a
67 X) = ——x""1e™™
(67) ¥(x) %)
(x=20,a>0 b=1).
takZe Laplaceovo zobrazeni funkce y(x) je tvaru

(68) : g(s) = Crap
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V tomto piipadé je pak intensita selhdni za daného mechanismu lomu definovdna
funkei p(f) ve tvaru

(69) W) = 5 [1 - ——“hub],

ktery odpovida celé fadé mechanismd lomovych jevit strojirenské praxe.

5. ZAVER

V ¢ldnku byly objasnény teoretické zdklady stochastického vykladu mechanismu
unavovych lomu a piislusné modely Zivotnosti. Teorie byla vyloZena tak, aby v sobé

Mevr

obsdhla téZ nejnovéjsi poznatky experimentdlniho vyzkumu, sméfujiciho k pozndni,
jak se Sifi nespojitosti a vytvdfeji trhliny, které se pak pod vlivem dynamickych sil
déle rozruistaji, aZ ve svém zdavéru konci lomem. Pfitom je moZno povaZovat tuto
teorii téZ za pripravu pro vyklad obecnych procest stdrnuti, pokud je moZno tyto
procesy charakterisovat veli¢inou, zdvislou na n&jakém parametru (napf. radioaktivni
rozpad, procesy opotiebeni, ubyvdni pevnostni Ginosnosti atd.). Realisace vysledk@
zde vyloZené teorie pfi vykladu lomi v kovech mlzZe byt tedy povaZovdna za jeden
pfipad moZnych aplikaci na strojirenskou praxi. '
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Pesrome

AOJINTUBHBIE ITPOLIECCHI [TPU HAJTMYMU CJTYYANHBIX CKAUKOB
B BAPBLEP ABCOPIIIMU N UX MPUMEHEHUE
K M3JIOXKEHUIO SIBJIEHUU U3JIOMA B METAJIJIAX

SIH CEJIAYEK (JAN SEDLACEK)

B craThe OMMCaHBI TEOPETHYECKHE OCHOBBL CTATHCTHYECKOM MHTEPIPETALNK SIBJIE-
HUI M3JI0Ma B MeTaJLJIaX, IPH 0O BSICHEHNY KOTOPBIX UCIOJIb3YETCsl TEOPUSI CTOXACTH-
YECKMX IPOIECcCOB. [JIaBHOE BHUMAHWE yIOENACTCS CaAMOM CYLIHOCTH SIBACHWHA W3-
JioMma, T. €. HPOoIeccy KyMYJISIIMK IIOBPEXACHUI; CTOXaCTHYECKOEe OOBSICHEHUE HaeT
BO3MOXHOCTb BBIPA3UTh JCUCTBUTEIBHYIO IPUPOAY MEXaHM3Ma W3JIOMOB U COCTOsI-
Hue u3iaoMa. OQHOBPEMEHHO OOPAILEHO BHUMAHHE HA CBSI3b MEX/Ty CTATHCTHYECKUM
MPOLECCOM IOCTENEHHOTO IMOBPEX/ICHUSI CPTYKTYPBI METAJLIOB U MEXIy HeHCTBH-
TEJIbHO! MPUPOJON BHEIIHUX IIPOLECCOB HATPY3KU M HA TO, YTOOBI CTOCOOCTBOBATH
peleHnto Gosiee OOLIMX MPOOJIEM YCTAJIOCTHBIX SBJICHUN KOHCTPYKTHBHBIX 4YacTei
MAaIIvH BO BpeMsl SKCIUIyaTaluH, T. €. BO BPEMsI HX CIIYXKOBI.

Hanee BbIBomMTCS OCHOBHOe ypaBHeHue Pesutepa-Kosmoroposa, BeIpaxaroliee
CTOXACTHUYECKUI MTPOLECC KyMYJISILUM MOBPEXICHUI, KOTOPOE AAaeT He TOJIbKO OIMca-
HME IOCTENEHHOr0 BO3PACTAHUS WU3JIOMOBBIX TPEIINH, HO TaKXe ONUCAHWE BHE3aIl-
HOTO 0Opa3oBaHus M310MOB. TakuM 00pa3oM JaHO OOBSICHEHHE HE TOJBKO yCTa-
JIOCTHBIX M3JIOMOB, HO U APYTHX U3JIOMOB, UMEOLIMX MECTO B NMPAKTUKE MAIIMHO-
CTPOCHHS.

YT0 Kacaercsi ONMMCAHUS YCTAIOCTHBIX CBOMCTB METAJIIOB, U3 OCHOBHOTO ypaBHe-
HUSI CTOXACTHYECKOTO IPOIIeCcca KyMYJISIUH ITOBPEXKICHHH BEIBOASTCS (DYHKIIMHU IIIOT-
HOCTH BEPOSITHOCTH, OTHECEHHBIE K PACIPE/ICIICHUIO CPOKOB B a0COPIILIMIO ITpoLecca,
KOTOPBIE COOTBETCTBYIOT CPOKAM JOJTOBEYHOCTH. OTH (DYyHKIMH, OMpeAeIeHHbIE
B pe3yJIbTaTe yXe YIMOMSIHyTOTo ypaBHeHus: ®Pennepa-KosmMoroposa, comepxar Bce
Te MapaMeTpbl, KOTOpble 0oJjiee KOHKPETHO OIPECISIFOT IPOLECC HArpy3KH U BO
BpeMsi paboThl MJIM OTHOCSATCS K OCHOBHBIM IOKA3aTEJISIM MPOYHOCTH METAJLIOB.
TakuM 00pa3oM ecTh BO3MOXHOCTh PELIMTh YCTAJIOCTHBIE MTPOOIEMbI MEXaHUYECKUX
KOHCTPYKIUH, YTO SIBJISIETCS TJIABHOM LEJIbIO B MPUIOKEHUSX PELICHUS 3a[a4u.
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Summary

ADDITIVE PROCESSES WITH RANDOM JUMPS
INTO THE ABSORPTION BARRIER
AND THEIR APPLICATION TO FATIGUE IN METALS

JAN SEDLACEK

The paper deals with the theoretical foundations of the statistical interpretation of”
fracture phenomena in metals using stochastic process theory. The main interest is
concentrated on the nature of fracture phenomena, e.g. on the process of damage
accumulation, the stochastic interpretation of which enables the real nature of the
fracture mechanism to be expressed. At the same time an attempt is made to relate
the stochastic development of successive damage of the metallic structure to the ex-
ternal loading processes. This approach makes possible the solution of more general
problems dealing with the fatigue of structural components in operation e.g. while
in service.

The basic eguation of the Feller-Kolmogorov type is derived expressing the sto-
chastic process of damage accumulation; this egation makes possible a description
of the gradual growth of a fatigue crack and also of the development of a fracture
due to a sudden violent change. Thus not only fatigue fractures may be interpreted
but also other types of fractures encountered in the field of mechanical engineering.

As far as the final purpose of the description of fracture properties of materials is
concerned, from the basic equation relating to the stochastic process of damage
accumulation there are derived the probability density functions relating to the dis-
tribution of times to absorption; these times correspond to the lives of components.
These functions, determined by the solution of the above Feller-Kolmogorov equation,
contain all the parameters which describe the loading process during service time
and are related to the basic strength characteristics of the metals. In this way it be-
comes possible to solve the problem of service fatigue of mechanical structures which
is the main purpose of application of the described theory.

Adresa autora: Jan Sedldéek, Statni vyzkumny ustav tepelné techniky, Husova 8, Praha 1.
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