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SVAZEK 11 (1966) A P L I K A C E M A T E M A T I K Y ČÍSLO 5 

APPROXIMATIVE FORMELN FÜR DEN FEHLER 
BEI ITERATIONSVERFAHREN 

MIROSLAV SISLER 

(Eingegangen am 5. November 1965.) 

Bei der Berechnung der schrittweisen Approximationen mit Hilfe eines Iterations­
verfahrens stößt man immer auf die Frage von der Fehlerabschätzung und der damit 
verbundenen Frage von der Beendigung der Berechnung. Die Fehlerabschätzungen, 
die man oft in der Literatur finden kann, haben folgende Fehler: entweder sie sind 
zu grob, oder sie sind zu kompliziert und da unanwendbar vom praktischen Gesichts­
punkt — daher wendet man sich zu verschiedenen Kriterien, die oft sehr einfach sind, 
aber nur wenig Auskunft über die Grösse des Fehlers bieten. 

Nehmen wir z. B. das einfache Beispiel der Lösung eines linearen Gleichung­
systems mit Hilfe eines Iterationsverfahrens. Hier ist die v- + 1-ste Approximation 
durch folgende Formel definiert: 

(1) x v + 1 = Axv + h, 

wo A eine quadratische Matrix vom Typus n x n ist und x v + 1 , x v /i-dimensionale 
Vektoren sind. Dieses Iterationsverfahren konvergiert, wie allgemein bekannt ist, 
im Falle, wenn alle Eigenwerte der Matrix A im Absolutebetrag kleiner als 1 sind. 
Aus der Formel (1) bekommt man sofort folgende Formeln: 

(2) x v + 1 - x v = A(xv - x v „ 1 ) , 

(3) x v + 1 - o = A(xv - a) 

(o bezeichnet den Lösungsvektor, d.h. den Vektor, für welchen die Gleichung 
0\= Aa + b gilt). 

Führen wir jetzt die Begriffe von Fehler und der Korrektion der v-ten Approxima­
tion folgenderweise ein: Als der Fehler von v-ter Approximation wird man die Zahl 
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und als die Korrektion von v-ter Approximation wird man die Zahl 

dv = | |x v + 1 - xv(| 

nehmen. 

Aus den Gleichungen (2) und (3) folgen sofort die Abschätzungen 

<4) dv^\\A\\dv^, 

<5) öv + l ^ \ \ A \ \ ö v . 

Die Norm entspricht allerdings der erwählten Vektornorm. Sobald ]|A|| < 1 ist, 
bekommt man die bekannten und praktisch anwendbaren Abschätzungen 

* <-M-d 

Eine schwerere Situation tritt jedoch im Falle ein, wenn die Eigenwerte der Matrix A 
zwar kleiner als 1 sind, doch die Ungleichung || A || _• 1 bei allen gebrauchten Normen 
gilt. In diesem, in der Praxis sehr gewöhnlichen Falle, sind allerdings die Ungleichun­
gen (4) und (5) für die Fehlerabschätzung wertlos. In diesem Falle kann man z.B. 
folgenderweise fortschreiten: Aus den Formeln (2) und (3) folgen sofort die Bezie­
hungen 

(6) xv+1 — xv — A (xv_M+1 — xv_jU(, 

(7) xv + 1 - o = Afi(xv_fl + 1 - a). 

Man kann leicht beweisen, dass im Falle, wenn alle Eigenwerte der Matrix A im 
Absolutbetrage kleiner als 1 sind, die Ungleichung 

|JAfc|| ^ Kqk 

gilt, wo K eine gewisse positive Konstante und q eine gewisse positive Zahl, 0 < q < 1, 
bezeichnet. Falls man die natürliche Zahl JI so wählt, dass die Ungleichung Kqß < 1 
gilt, folgen durch die Formeln (6) und (7) die Beziehungen 

(8) dv SPdv-ß, 

(9) öv + 1 _ P W i , 

wo IJÂ H g Kqß = P < 1. Die Anwendung dieser Beziehungen zu der Fehlerab­
schätzung ist aber praktisch unmöglich, denn es ist sehr schwer die Zahlen K, q und \i 
abzuschätzen. 
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Eine noch schwerere Situation tritt z.B. bei Iterationsverfahren zur Lösung nicht­
linearer Gleichungssysteme ein (sehe z.B. [1] und die dahin angeführte Literatur). 
Da bekommt man für den Fehler und für die Korrektion die Abschätzungen in 
folgender Form: 

(10) dv S P max dt, 
i — v — 1 v — fi 

(11) öv ^ P max dt, 
i - v— 1 , . . . , v — ß 

wo 0 < P < 1 ist. Hier ist die Abschätzung von der Zahl \i und der Konstante K 
praktisch unmöglich. 

In diesem Artikel zeigt man daher zwei approximative Formeln für den Fehler, 
die annehmbar genaue und dabei leicht realisierbar sind. Dabei setzt man voraus, 
dass es sich um eine Iterationsverfahren von der Form 

* v + l = (p(*v) 

handelt, wo x v + i , xv rc-dimensionale Vektoren sind und cp = (q>l9 ..., <pn) (cpu ..., cpn 

sind die Funktionen von n Veränderlichen). Ferner geht man von der Voraussetzung 
aus, dass für die Korrektion die Ungleichung (8) bzw. die allgemeinere Ungleichung 
(10) und für den Fehler die Ungleichungen (9) bzw. (11) gelten. 

Aus der Ungleichung (10) folgt nicht die Monotonie der Folge dv, es folgt aber 
daraus, dass lim dv = 0 ist. Es handelt sich jetzt darum, die sinkende Tendenz der 

v—> 00 

Zahlen dv mathematisch zu ergründen. Zu diesen Zwecke benutzt man die Methode 
der kleinsten Quadrate. 

Nach dem v-ten Iterationschritte ist die Approximation xv und die Zahlen d0, du ... 
..., dv_i ausgerechnet. In der Ebene mit den Koordinaten x, y ist daher die Menge 
von v Punkten Aß = [/L, dM], lx = 0, 1, . . . , v ~ 1, festgesetzt. Unsere Aufgabe wird 
es jetzt sein die Zahlen 0 < ß v < 1, 0 < ALV (sie hängen allerdings von der Anzahl 
der Punkte ab) so zu finden, dass die graphische Darstellung der Funktion 

(12) yv(x) = öv XAV 

die Punkte Aß bestens im Sinne der Methode der kleinsten Quadrate approximiert. 
(Dio Auswahl der Funktion yv(

x) in der Form (12) folgt offensichtlich aus der Form 
der Ungleichungen (8) und (10).) Es ist klar, dass für 0 < Qv < 1 lim yv(x) = 0 ist. 

JC-+0O 

Um die Methode der kleinsten Quadrate jetzt anwenden zu können, muss man 
zui* logaritmischen Form übergehen. Man zieht also durch die Punkte Bß = 
= [/z, log dß\ \i = 0, 1, ..., v — 1 in der Ebene mit Koordinaten x, Y eine Kurve 
von der Form 

log yv(x) = x log Qv + log Av 
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d.h. die Kurve mit der Gleichung 

Yv(x) = xqv + v̂ > 

wo qv = log gv, lv = log Äv. Man sucht also die Zahlen qv, lv so, dass der Ausdruck 

ß = 0 

d.h. der Ausdruck 
v - l 

E (i"qv + ív - І 0 g ^v)2 

minimal wird. 

Man löst also folgendes System der Normalgleichungen: 

v - l v - l v - l 

qv E A*2 + K E A* = E A* l o S ^ > 
^ = 0 /i = 0 /i = 0 

v - l v - l 

qv2> + /y.V = E 1 0 ^ ^ -
/t = 0 M = O 

v = l v - l 

Falls man Sv = E l oS ^ u n d ^v = E A* lo& ^ bezeichnet, bekommt man die Lösung 
,u = 0 Af = 0 

in der Form 

(13) g ^ 1 2 T v - ( 6 v - 6 ) 5 V ! 

v 3 — V 

(14) 7V = ^-(4v-2)Sv . 

Die gesuchten Konstanten ßv , Av in der Gleichung (12) sind dann, die Zahlen 

(15) Qv = e«% Av = el". 

Für die ausführend grosse natürliche Zahl v legt man jetzt approximativ 

di « yv(0 = Ö M V > * = v . 

Für den Fehler gilt dann offensichtlich die Abschätzung 

00 00 00 00 

öv = |X V - pfl g £ | | x , - Xf + 1 | | = T . d; « £ Vv(i) = E 6 v^v = 
i=v i=v i=v i=v 

OO /)V 

1 - ß v 
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Für den Fehler haben wir also die Beziehung 

(16) öv ^ Q 
1 - Ô v 

die leicht anwendbar ist und gewöhnlich realistischen Werte bietet1). Die Berechnung 
der Zahlen ßv , Av und der Zahl an der rechten Seite der Ungleichung (16) führen 
wir wieder bei jedem Schritte durch. Die Berechnung der schrittweisen Approxima­
tionen ist beendet, wenn für irgendeine natürliche Zahl JI die Ungleichung 

^ = ß"rr7T = £ 

i Slß 

gilt, wo e eine von der verlangten Genauigkeit der Berechnung abhängige, früher 
gegebene positive Zahl ist. 

Zur praktischen Berechnung führen wir jetzt einige Bemerkungen ein: 

a) Die Zahlen Sv, Tv kann man bei jedem Schritt rekurrent durch die Formeln 

Sv + 1 = Sv + log dv, Tv + 1 = Tv + v log dv 

berechnen. 

b) Die Berechnung der Zahlen ßv , Av hat keinen Sinn im Falle v = 1 (in diesem 
Falle ist nur ein Punkt A0 = [0, d0] zur Verfügung und auch die Formel (13) hat 
keinen Sinn). Es ist daher nötig mit der Berechnung der Zahlen ßv , Av von v ^ 2 
zu beginnen. 

c) Es ist klar, dass die Berechnung der Zahl an der rechten Seite der Ungleichung 
(16) Sinn nur für ß v < 1 hat. Für ß v > 1 ist nähmlich die Zahl an der rechten 
Seite der Ungleichung negativ und für ß v = 1 hat die rechte Seite überall keinen Sinn. 
Es ist also nötig bei jedem Schritt zu beglaubigen, ob die Ungleichung ß v < 1 gilt. 
Falls diese Ungleichung nicht gilt, geht man zu folgendem Schritt über, ohne die 
Abschätzung (16) für öv zu berechnen. Es ist klar, dass die Ungleichung ß v ^ 1 bei 
der Berechnung der ersten Approximationen leicht eintreten kann, denn die Werte 
dv können zuerst wachsen und ß v ist dann grösser als 1. 

Nun kommen wir zur Ableitung einer ferner, noch einfacherer Formel, als die 
Formel (16). Die Formel (16) wurde auf Grund der Formel (10) bzw. (8) für die Kor­
rektion dv abgeleitet, wobei anstatt der wirklichen Werten dt die nach der Beziehung 
(12) berechneten approximativen Werte yv(i) genommen wurden. Es war also appro­
ximativ 

dv+l . yv(v + 1) Q:+1AV 

yЛy) ßvЛ v 

= ß v -

*) Mit Rücksicht auf die approximative Ungleichung, die zur Ableitung der Ungleichung 
(16) benutzt wurde, wird nicht exakt ihre Gültigkeit für alle v garantiert. In der Praxis kann man 
aber ihre Gültigkeit für alle v mit der Ausnahme einer kleinen Anzahl Anfangsapproximationen 
erwarten, solange die Konvergenz noch nicht stabilisiert wird. 
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Mit Rücksicht auf das Faktum, dass für genügend grosse v die Zahlen Qv, A v, mit 
Hilfe der Methode der kleinsten Quadrate berechnet, sich nur sehr wenig ändern, 
kann man approximativ den Quotient dv + ijdv für eine Konstante halten. Da aber 
für den Fehler öv die, zu den Beziehungen (10), (8) für die Korrektion, analogische 
Beziehungen (11), (9) gelten, setzt man jetzt voraus, dass auch die Quotienten dv + l\bv 

für genügend grosse v approximativ konstant sind, d.h. dv + 1\5v ~ R. Nun kann man 
ganz analogisch wie in vorhergehender Erklärung die Punkte A'ß = [/i, <5 J , fi = 
= 0, 1 , . . . , v — 1 durch die Funktion in der Form 

(17) y'v(x) = Q'*A'V 

approximieren. Nach dem Übergang zur logarithmischen Form und nach der An­
wendung der Methoden der kleinsten Quadrate bekommt man für den Wert qv = 
= log Qv folgende zur Beziehung (13) analogische Beziehung: 

12T; - (6v - 6) S; 

Hier ist S; = __; log öß, T'v = __. ß log Sß. Jetzt gilt 
li = 0 )i = 0 

| _; - qv\ S -J— [12V_T n |log ö„ - log d„\ + (6v - 6 ) 5 |log ö, - log d„\] = 
v — v ^ = o ,i=o 

= -_--- I~i2 v i> Y K - d>\ + (6v - 6 ) ? T \5» - d A -= 
vJ - v |_ „=o <?„ ß=o d_ J 

= - r 1 - [l-_> %2 + (6v - 6)? M = 
i r v - i v - i - l 

= - + " \nYßR+(6v-6)YR = 
r - v L p o /i=o J 

# r ^ v ( v - l ) _;, ., "1 _.„„ v(v - 1) 12Kv 
= 12 -i -• + 6(v - 1) v = 12K - - '- = . 

v3 - v L 2 7 J v3 - v v2 + v + 1 

Dabei wurde die approximative Formel 

log Sß - log dM = — (Sß - dß) 

und die Ungleichung 

\Sß - dß\ = 5M + 1 

benutzt (die letzte Formel folgt sofort aus den Dreiecksungleichungen dß _g öfl + l 

+ 3ßundbfl __ 5M + 1 + </„). 
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Da nun lim 12Rv/(v
2 + v + 1) = 0 ist, gilt auch 

v-*-oo 

lim \qv - qv\ = 0 , 
V-+00 

woraus folgt, dass man für genügend grosse v die Zahlen Qv und Qv in den Beziehun­
gen (12), (17) für gleich setzen kann, d.h. es gilt approximativ 

(i8) Qv = e ; • 

Aus den, wie im vorhergehenden Text, analogischen Betrachtungen folgt nun mit 
Hilfe der Beziehungen (17) und (18) 

^±i ^ y'Xv + 0 ^ er1^: = Q 
^ y'v(v) Q;AV ' v 

oder 

(19) öv + l = ß A . 

Nach der Dreiecksunggleichung und nach der Beziehung (19) folgt sofort die Un­
gleichung 

<>v S <Sv + i + dv = Qvöv + dv 

und daher stufenweise 

öv(l - Qv) S dv, 

(20) 
1 - Єv 

Für den Fehler öv bekommt man also die approximative Formel (20)2). Diese Bezie­
hung bietet gewöhnlich viel bessere Werte für den Fehler <5V, als die Beziehung (16) 
und es ist nicht nötig dabei die Werte Av = elv nach der Formel (14) zu berechnen. 

Für die praktische Berechnung gelten wieder die oben eingeführten Bemerkungen 
a), b), c). Zum Schluss führen wir noch eine Bemerkung ein, die mit der Fehler­
abschätzung im Falle, wenn die einzelnen Komponenten des gesuchten Lösungs­
vektors sehr verschieden sind, zusammenhängt. Dann hängt die Grösse des Fehlers 
bei gewöhnlichen Normen nur von der grössten Komponenten des Lösungsvektors ab 
(die relativ kleinen Komponenten machen sich in gewöhnlich benutzten Normen 
nicht geltend). Darum kann man z.B. folgende Norm empfehlen: 

max 
i= l , . . . , n 

\PiX,\ , 

wo ßi von Null verschiedene Konstanten sind. Man kann z.B. ß{ = l/x(.0) wählen, 
i = 1, 2 , . . . , n, wo x^0) die j-te Komponente der Anfangsapproximation ist (es muss 

2) Es gilt wieder die Bemerkung1). 
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allerdings x\0) =f= 0 sein). Solange die Anfangsapproximation nicht zu verschieden 
von der gesuchten Lösung ist, erreicht man auf diese Weise die approximativ gleichen 
relativen Fehler bei allen Komponenten der approximativen Lösung xv. 

Zum Schluss der Arbeit zeigen wir an einem numerischen Beispiele die praktische 
Anwendbarkeit der Abschätzungen (20). Wir werden folgendes Gleichungsystem 
lösen: 

x2 + y2 + z 2 + v2 - 30 = 0 , 

xyzv — 24 = 0 , 

3x - 2y + 4z - v - 7 = 0 , 

x2z + y3v - 2xv - 27 = 0 , 

Zur Lösung benutzen wir die in Arbeit [2] beschriebene Methode (es handelt sich 
um die Verallgemeinerung des bekannten Gauss-Seidelschen Verfahrens). Die Kon­
vergenz dieses Verfahrens ist linear, d.h. für den Fehler und die Korrektion gelten 
die Abschätzungen (10), (11), wo 0 < P < 1 ist. Die Fehlerabschätzung (20) mit dem 
wirklichen Fehler zu vergleichen, ist das System so gewählt, dass die Lösung bekannt 
ist. Die genaue Lösung ist x = 1, y = 2, z = 3, v = 4, Als die Anfangsapproxi­
mation nimmt man die Werte x0 = 0,92, y0 = 2,03, z 0 = 3,35, v0 = 3,76. Die be­
rechneten Werte werden in Tabelle 1 zusammengefasst. Es wird nur jede fünfte 
Approximation angeführt. Durch Vergleichen der sechsten und achten Spalte in der 
Tabelle stellt man fest, dass die durch die Formel (20) gegebenen Werte etwa für 
v _ 20 eine sehr gute Abschätzung des wirklichen Fehlers der einzelnen Approxi­
mationen darstellen. 
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S o u h r n 

PŘIBLIŽNÉ VZORCE PRO CHYBU PŘI ITERAČNÍCH METODÁCH 

MIROSLAV ŠISLER 

V práci jsou podány dva přibližné vzorce pro chybu postupných aproximací x v 

počítaných podle vzorce tvaru 

x v + 1 = <p(xv), v = 0, 1,2, . . . 

349 



(x v + \, x v jsou 72-dimensionální vektory). Je-li a hledané řešení (tj. platí-li a = (p(o)) 
a je-li l i m x v = o, pak chybou v-té aproximace rozumíme číslo <5V = ||xv — a\\ 

a opravou v-té aproximace číslo dv = ||xv + 1 — x v | | . Předpokládáme, že se jedná 
o lineární iterační metodu, tj. že pro chybu a opravu platí nerovnosti 3V S P$v-n> 
dv _ Pdv_tl, resp. obecnější nerovnosti Sv = P max Sb dv = P max dh 

i = v—l,...,v — fi i = v — 1 , . . . , v — |t 

kde je 0 < P < 1 a \i je jisté přirozené číslo. Pro chybu jsou v článku odvozeny tyto 
vzorce: 

Õ < 

i 

l - 2v 

kde čísla Qv a Av jsou dána vzorci 

12TV - (6v - 6) Sv log Qv = 
v" — v 

1 6TV - (4v - 2) Sv 

log Av = 1 -—-- . 
v2 + v 

v - 1 v - 1 

Přitom je 5V = £ log d^ Tv = Y t1 1°S ^ - Čísla Qv a Av jsou vypočtena pomocí 
n=o n=0 

metody nejmenších čtverců, jestliže při v-tém kroku přibližně vyjadřujeme již vypo­
čtené opravy di9 0 = i = v — 1, pomocí hodnot funkce yv(x) = QX

VAV v bodech 
x = i. Vzorce pro chybu óv platí pro všechna v s výjimkou menšího počtu počáteč­
ních aproximací. Jakost druhého vzorce pro chybu Sv je patrná z numerického 
příkladu. 

Р е з ю м е 

П Р И Б Л И Ж Е Н Н Ы Е ФОРМУЛЫ ДЛЯ ПОГРЕШНОСТИ 

П Р И ИТЕРАЦИОННЫХ МЕТОДАХ 

МИРОСЛАВ ШИСЛЕР (МIК08^АV ЙНЬЕК) 

В работе приводятся две приближенные формулы для погрешности последо­

вательных приближений хл,, вычисляемых при помощи формулы вида 

XV + 1 = <КО> V = 0, 1,2,... 

( х у + 1 , ху — п-мерные векторы). Если о — точное решение (значит, если о = (р(а)) 
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и еслиНт ху = а, то число ду = II ху — оII обозначает погрешность т-ого прибли-
v-+ 00 

жения и число ^у = | |х у + 1 — ху|| обозначает поправку У-ОГО приближения. При 
этом мы предполагаем, что итерационный метод является линейным и для 
погрешности и поправки имеют место неравенства 3V ^ Р<5У_М, йх ^ Р<1у„д, 
или более общие неравенства 5У ^ Р тах 519 с/у _. Р тах йь где 

^ = V—\,...,V — \^ 1=\ — 1 , . . . ,У — Ц 

0 < Р < 1 и / 1 - некоторое натуральное число. Для погрешности в работе до­
казываются следующие формулы: 

1 • - ßv 

dv 

1 - ^ V 

где числа 0,„ и Л„ получаются при помощи формул 

12ГУ - (6У - 6) 5У 1о§ е . = 
V " — V 

ю ёЛ = 6 Т - - ( 4 у - 2 ) 5 У 
V2 + V 

у - 1 г - 1 

Здесь 5У = Х ! ю ^ ^ ? Ту = ^ / Л о ^ ^ . Числа ^V и Лу получаются при помощи 
д = 0 д = 0 

метода наименьших квадратов, если мы при т-том шаге приблизительно вы­
ражаем уже вычисленные поправки йь О _̂  г ^ V — 1, при помощи значений 
функции уу(х) == 6*Д в точках х = г. Формулы для погрешности Зу имеют 
место для всех V за исключением нескольких начальных приближений. Точность 
второй формулы для погрешности 5Х можно усмотреть из приведенного 
численного примера. 

Адгевве с/ев АШогв: Т>г. Мггов1ау ЁШег С 8 с , Ма1етатлску й8*ау С8АУ, 2кпа25, Ргапа 1. 
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