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SVAZEK 11 (1966) APLIKACE MATEMATIKY ¢isLo s

APPROXIMATIVE FORMELN FUR DEN FEHLER
BEI ITERATIONSVERFAHREN

MIROSLAV SISLER

(Eingegangen am 5. November 1965.)

Bei der Berechnung der schrittweisen Approximationen mit Hilfe eines Iterations-
verfahrens st6f3t man immer auf die Frage von der Fehlerabschidtzung und der damit
verbundenen Frage von der Beendigung der Berechnung. Die Fehlerabschitzungen,
die man oft in der Literatur finden kann, haben folgende Fehler: entweder sie sind
zu grob, oder sie sind zu kompliziert und da unanwendbar vom praktischen Gesichts-
punkt — daher wendet man sich zu verschiedenen Kriterien, die oft sehr einfach sind,
aber nur wenig Auskunft iiber die Grosse des Fehlers bieten.

Nehmen wir z. B. das einfache Beispiel der Losung eines linearen Gleichung-
systems mit Hilfe eines Iterationsverfahrens. Hier ist die v+ 1-ste Approximation
durch folgende Formel definiert:

(1) X+, = Ax, + b,

wo A eine quadratische Matrix vom Typus n x n ist und x,,, X, n-dimensionale
Vektoren sind. Dieses Iterationsverfahren konvergiert, wie allgemein bekannt ist,
im Falle, wenn alle Eigenwerte der Matrix A im Absolutebetrag kleiner als 1 sind.
Aus der Formel (1) bekommt man sofort folgende Formeln:

(2) Xypy1 — X, = A(xv - xv—l) H

(3) Xy+1

I
Q
It

A(x, — a)

(a bezeichnet den Losungsvektor, d.h. den Vektor, fiir welchen die Gleichung
a.= Aa + b gilt).

Fiithren wir jetzt die Begriffe von Fehler und der Korrektion der v-ten Approxima-
tion folgenderweise ein: Als der Fehler von v-ter Approximation wird man die Zahl

o, =[x - d]
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und als die Korrektion von v-ter Approximation wird man die Zahl

dv = ”xv+l - xv”
nehmen.

Aus den Gleichungen (2) und (3) folgen sofort die Abschitzungen
(4) dv é HA” dv—l H
© s < 1415,
Die Norm entspricht allerdings der erwihlten Vektornorm. Sobald |A| < 1 ist,
bekommt man die bekannten und praktisch anwendbaren Abschédtzungen
6\» é "—1*"— dv ’
L— 4]

1A

Oyp1 S ———

L— A

|

Eine schwerere Situation tritt jedoch im Falle ein, wenn die Eigenwerte der Matrix A
zwar kleiner als 1 sind, doch die Ungleichung ||A|| = 1 bei allen gebrauchten Normen
gilt. In diesem, in der Praxis sehr gewohnlichen Falle, sind allerdings die Ungleichun-
gen (4) und (5) fiir die Fehlerabschitzung wertlos. In diesem Falle kann man z.B.

folgenderweise fortschreiten: Aus den Formeln (2) und (3) folgen sofort die Bezie-
hungen

(6) Xy41 — Xy, = Au(xv—u+1 - xv—u) ’
(7) X, —a = Ax,_,,; —a).

Man kann leicht beweisen, dass im Falle, wenn alle Eigenwerte der Matrix A im
Absolutbetrage kleiner als 1 sind, die Ungleichung

|4 = Kq*

gilt, wo K eine gewisse positive Konstante und q eine gewisse positive Zahl,0 < g < 1,
bezeichnet. Falls man die natiirliche Zahl u so wihlt, dass die Ungleichung Kq"* < 1
gilt, folgen durch die Formeln (6) und (7) die Beziechungen

®) d, < Pd

vepo
(9) (Sv+1 g Pév—u+1 b
WO HA““ < Kg" = P < 1. Die Anwendung dieser Beziechungen zu der Fehlerab-

schdtzung ist aber praktisch unmdoglich, denn es ist sehr schwer die Zahlen K, g und y
abzuschétzen.
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Eine noch schwerere Situation tritt z.B. bei Iterationsverfahren zur Losung nicht-
linearer Gleichungssysteme ein (sehe z.B. [1] und die dahin angefithrte Literatur).
Da bekommt man fiir den Fehler und fiir die Korrektion die Abschitzungen in
folgender Form:

(10) d, <P max d;,
i=v—1,...,v—pu
(11) 5, <P max §;,

i=v—1,...,v—pu

wo 0 < P < 1 ist. Hier ist die Abschidtzung von der Zahl u und der Konstante K
praktisch unmoglich.

In diesem Artikel zeigt man daher zwei approximative Formeln fiir den Fehler,
die annehmbar genaue und dabei leicht realisierbar sind. Dabei setzt man voraus,
dass es sich um eine [terationsverfahren von der Form

4

Xv+1 = (p(xv)

handelt, wo x, ., X, n-dimensionale Vektoren sind und ¢ = (¢4, ..., ¢,) (@1, ..., @,
sind die Funktionen von n Verdnderlichen). Ferner geht man von der Voraussetzung
aus, dass fiir die Korrektion die Ungleichung (8) bzw. die allgemeinere Ungleichung
(10) und fiir den Fehler die Ungleichungen (9) bzw. (11) gelten.

Aus der Ungleichung (10) folgt nicht die Monotonie der Folge d,, es folgt aber
daraus, dass lim d, = 0 ist. Es handelt sich jetzt darum, die sinkende Tendenz der

v= o0

Zahlen d, mathematisch zu ergriinden. Zu diesen Zwecke benutzt man die Methode
der kleinsten Quadrate.

Nach dem v-ten Iterationschritte ist die Approximation x, und die Zahlen d, d, ...
..., d,_, ausgerechnet. In der Ebene mit den Koordinaten x, y ist daher die Menge
von v Punkten 4, = [p,d,], p =0, 1,...,v — 1, festgesetzt. Unsere Aufgabe wird
es jetzt sein die Zahlen 0 < Q, < 1, 0 < A, (sie hingen allerdings von der Anzahl
der Punkte ab) so zu finden, dass die graphische Darstellung der Funktion

(12) n(x) = 0,%4,

die Punkte A4, bestens im Sinne der Methode der kleinsten Quadrate approximiert.
(Die Auswahl der Funktion y,(x) in der Form (12) folgt offensichtlich aus der Form
der Ungleichungen (8) und (10).) Es ist klar, dass fiir 0 < Q, < 1 lim y,(x) = 0 ist.

X 0
Um die Methode der kleinsten Quadrate jetzt anwenden zu kdnnen, muss man
zut logaritmischen Form ibergehen. Man zieht also durch die Punkte B, =
=[wlogd,], p=0,1,...,v — 1 in der Ebene mit Koordinaten x, Y eine Kurve
von der Form

log y,(x) = x log Q, + log 4,
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d.h. die Kurve mit der Gleichung
Y,(x) = xq, + 1,,

wo ¢, = log Q,, I, = log A,. Man sucht also die Zahlen q,, /, so, dass der Ausdruck

(000 — Tox 4,

d.h. der Ausdruck
v—1

> (ug, + 1, — logd,)?

n=0
minimal wird.
Man 16st also folgendes System der Normalgleichungen:

v—1

1
=y plogd,,
n=0

n=0

v—1 v—

g,y 1 + 1,
pu=0

v—1

v—1
g, u +1,.v =Ylogd,.
n=0

p=0

v=1 v—1 '
Fallsman S, = ) logd, und T, = ) plogd, bezeichnet, bekommt man die Losung
u=0 n=0

in der Form

12T, — (6v — 6) S,
(13) g, = 2= =65

vVe =V

6T, — (4v — 2) S,

vV 4y

(14) l, =

Die gesuchten Konstanten Q,, A4, in der Gleichung (12) sind dann die Zahlen

(15) 0, =ev, A, =c¢e".
Fiir die ausfithrend grosse natiirliche Zahl v legt man jetzt approximativ
di~y(i)y=QiA,, izv.

Fiir den Fehler gilt dann offensichtlich die Abschdtzung

8y =[x, — a” éii::v“xi - xi+1” =i§vdi Niiyv(i) = iiij i, =

o
"1-0,

=4,% 0} = 4
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Fiir den Fehler haben wir also die Beziehung

(16) S, S Q"

die leicht anwendbar ist und gewdhnlich realistischen Werte bietet'). Die Berechnung
der Zahlen Q,, 4, und der Zahl an der rechten Seite der Ungleichung (16) fithren
wir wieder bei jedem Schritte durch. Die Berechnung der schrittweisen Approxima-
tionen ist beendet, wenn fiir irgendeine natiirliche Zahl u die Ungleichung

A
5, = 0y E—<e
I3 Ky - Qu
gilt, wo ¢ eine von der verlangten Genauigkeit der Berechnung abhingige, frither
gegebene positive Zahl ist.

Zur praktischen Berechnung fithren wir jetzt einige Bemerkungen ein:

a) Die Zahlen S,, T, kann man bei jedem Schritt rekurrent durch die Formeln

Sv+1=Sv+10gdy, T\v+1=Tv+V10gd‘,
berechnen.

b) Die Berechnung der Zahlen Q,, 4, hat keinen Sinn im Falle v = 1 (in diesem
Falle ist nur ein Punkt 4, = [0, dy] zur Verfiigung und auch die Formel (13) hat
keinen Sinn). Es ist daher notig mit der Berechnung der Zahlen Q,, A, von v > 2
zu beginnen.

c) Es ist klar, dass die Berechnung der Zahl an der rechten Seite der Ungleichung
(16) Sinn nur fiir @, < 1 hat. Fiir Q, > 1 ist ndhmlich die Zahl an der rechten
Seite der Ungleichung negativ und fiir Q, = 1 hat die rechte Seite iiberall keinen Sinn.
Es ist also notig bei jedem Schritt zu beglaubigen, ob die Ungleichung @, < 1 gilt.
Falls diese Ungleichung nicht gilt, gecht man zu folgendem Schritt iiber, ohne die
Abschitzung (16) fiir 6, zu berechnen. Es ist klar, dass die Ungleichung Q, = 1 bei
der Berechnung der ersten Approximationen leicht eintreten kann, denn die Werte
d, konnen zuerst wachsen und @, ist dann grosser als 1.

Nun kommen wir zur Ableitung einer ferner, noch einfacherer Formel, als die
Formel (16). Die Formel (16) wurde auf Grund der Formel (10) bzw. (8) fiir die Kor-
rektion d, abgeleitet, wobei anstatt der wirklichen Werten d; die nach der Beziehung
(12) berechneten approximativen Werte y (i) genommen wurden. Es war also appro-
ximativ

dyey . n(v+ 1) _ @A,

dy oy 014, o

1)y Mit Ricksicht auf die approximative Ungleichung, die zur Ableitung der Ungleichung
(16) benutzt wurde, wird nicht exakt ihre Gultigkeit fir alle v garantiert. In der Praxis kann man
aber ihre Giltigkeit fiir alle v mit der Ausnahme einer kleinen Anzahl Anfangsapproximationen
erwarten, solange die Konvergenz noch nicht stabilisiert wird.
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Mit Riicksicht auf das Faktum, dass fiir geniigend grosse v die Zahlen Q,, A4,, mit
Hilfe der Methode der kleinsten Quadrate berechnet, sich nur sehr wenig dndern,
kann man approximativ den Quotient d,.,/d, fiir eine Konstante halten. Da aber
fiir den Fehler §, die, zu den Beziehungen (10), (8) fiir die Korrektion, analogische
Beziehungen (11), (9) gelten, setzt man jetzt voraus, dass auch die Quotienten 8, /9,
fiir geniigend grosse v approximativ konstant sind, d.h. 8,,,/d, = R. Nun kann man
ganz analogisch wie in vorhergehender Erklirung die Punkte A, = [u,4,], p =
=0,1,...,v — 1 durch die Funktion in der Form

(17) y(x) = 074

approximieren. Nach dem Ubergang zur logarithmischen Form und nach der An-
wendung der Methoden der kleinsten Quadrate bekommt man fiir den Wert ¢, =
= log Q, folgende zur Bezichung (13) analogische Bezichung:

12T, — (6v — 6) S,

’

q, =
-y
v—1 v—1
Hier ist S| = 2 logé,, T, =Y plogd,. Jetzt gilt
= n=0

1 v—1 v—1
q, —q,| < —— 12 n liog 5, — logd,| + (6v — 6) Y |log §, — logd,|] =
vyt — v u=0 n=0

1 r v—1 1 v—ll
== lzg,u—|6u—d,,|+(6v-6);5—]5u—d,,|:|§
1 o 2o,
< 122 dut1 6y — )y ut1
V3—V_ n=0 ll
= ! 122uR+(6v——6)2R:|=
v3—v_ ©=0 n=0
R 12V(V—1)+6(v—1)v=12RV(V_1)= 2Ry
-] 2 vV—v v +v+1

Dabei wurde die approximative Formel
1
log 6, — logd, = — (6, — d,)
5u

und die Ungleichung
Iéu - dul < Outq

benutzt (die letzte Formel folgt sofort aus den Dreiecksungleichungen d, < 6, +
+d,und é, < 8,,, + d,).
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Da nun lim 12R,[/(v* + v + 1) = 0 ist, gilt auch

V=00

woraus folgt, dass man fiir geniigend grosse v die Zahlen Q;, und @, in den Beziehun-
gen (12), (17) fiir gleich setzen kann, d.h. es gilt approximativ

Aus den, wie im vorhergehenden Text, analogischen Betrachtungen folgt nun mit
Hilfe der Beziehungen (17) und (18)

5v+1 - y;(V + 1) . Q:+1A(' — Q
s, i) o4, '

oder
(19) Syir = 0,5, .

Nach der Dreiecksunggleichung und nach der Beziehung (19) folgt sofort die Un-
gleichung

5" é 5v+1 + dv = Qvév + dv
und daher stufenweise
6v(1 - Qv) é dv 5

d,
I_Qv

Fiir den Fehler 6, bekommt man also die approximative Formel (20)?). Diese Bezie-
hung bietet gewdhnlich viel bessere Werte fiir den Fehler §,, als die Bezichung (16)
und es ist nicht ndtig dabei die Werte 4, = e'” nach der Formel (14) zu berechnen.

Fir die praktische Berechnung gelten wieder die oben eingefithrten Bemerkungen
a), b), ¢). Zum Schluss fithren wir noch eine Bemerkung ein, die mit der Fehler-
abschitzung im Falle, wenn die einzelnen Komponenten des gesuchten Ldsungs-
vektors sehr verschieden sind, zusammenhéngt. Dann hidngt die Grosse des Fehlers
bei gewohnlichen Normen nur von der grossten Komponenten des Losungsvektors ab
(die relativ kleinen Komponenten machen sich in gewdhnlich benutzten Normen
nicht geltend). Darum kann man z.B. fo]gende Norm empfehlen:

H/\

(20) 3,

x| = max |gx,
o f; von Null verschiedene Konstanten sind. Man kann z.B. §; = 1/x(» wihlen,
=1,2,...,n, wo x{? die i-te Komponente der Anfangsapproximation ist (es muss

2) Es gilt wieder die Bemerkung?).
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allerdings x{» % 0 sein). Solange die Anfangsapproximation nicht zu verschieden
von der gesuchten Losung ist, erreicht man auf diese Weise die approximativ gleichen
relativen Fehler bei allen Komponenten der approximativen Losung x,,.

Zum Schluss der Arbeit zeigen wir an einem numerischen Beispiele die praktische
Anwendbarkeit der Abschdtzungen (20). Wir werden folgendes Gleichungsystem
losen:

x4+ y + 22+ -30=0,
xyzv — 24 =0,
3x—=2y+4z—-0v-7=0,
x*z 4+ y3 —2x0 — 27 =0.

Zur Losung benutzen wir die in Arbeit [2] beschriebene Methode (es handelt sich
um die Verallgemeinerung des bekannten Gauss-Seidelschen Verfahrens). Die Kon-
vergenz dieses Verfahrens ist linear, d.h. fiir den Fehler und die Korrektion gelten
die Abschitzungen (10), (11), wo 0 < P < 1 ist. Die Fehlerabschitzung (20) mit dem
wirklichen Fehler zu vergleichen, ist das System so gewahlt, dass die Losung bekannt
ist. Die genaue Losung ist x =1, y = 2, z = 3, v = 4. Als die Anfangsapproxi-
mation nimmt man die Werte x, = 0,92, y, = 2,03, z, = 3,35, v, = 3,76. Die be-
rechneten Werte werden in Tabelle 1 zusammengefasst. Es wird nur jede fiinfte
Approximation angefithrt. Durch Vergleichen der sechsten und achten Spalte in der
Tabelle stellt man fest, dass die durch die Formel (20) gegebenen Werte etwa fiir
v = 20 eine sehr gute Abschitzung des wirklichen Fehlers der einzelnen Approxi-
mationen darstellen.
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Souhrn
PRIBLIZNE VZORCE PRO CHYBU PRI ITERACNICH METODACH

MIROSLAV SISLER

V préci jsou poddny dva pfibliZzné vzorce pro chybu postupnych aproximaci x,
pocitanych podle vzorce tvaru

Xyt = (P(Xv), v=20,1,2,...

349



(x,+1, X, jsou n-dimensiondlni vektory). Je-li a hledané Yeeni (tj. plati-li a = ¢(a))
a je-li lim x, = a, pak chybou v-té aproximace rozumime &islo d, = ||x, — a
Voo
a opravou v-té aproximace Sislo d, = [x,+; — x,|. Pfedpokldddme, Ze se jednd
o linedrn{ iteraéni metodu, tj. Ze pro chybu a opravu plati nerovnosti 8, < Po,_,,
d, < Pd,_,, resp. obecnéjsi nerovnosti 6, < P  max J,d, <P max d,
i=v—1,...,v—p i=v—1,..,v—u

kde je 0 < P < 1 a pujejisté pfirozené &islo. Pro chybu jsou v ¢ldnku odvozeny tyto
vzorce:

A
)

9,

IIA

I_Qv,

kde ¢isla Q, a A, jsou ddna vzorci

12T, — (6v — 6) S,

log Q, =

¢ vi—y

log 4, = =W =25 £4v =S,
ve 4+ v

v—1 v—1
Pfitom je S, = Y logd,, T, =Y plogd, Cisla Q, a A, jsou vypoétena pomoci
=0 =0
metody nejmen§’ich étverct, jestfiie pfi v-tém kroku pfiblizn€ vyjadfujeme jiZz vypo-
¢tené opravy d;,, 0 < i < v — 1, pomoci hodnot funkce yv(x) = Q7A, v bodech
x = i. Vzorce pro chybu 4, plati pro vSechna v s vyjimkou mensiho po&tu poldte¢-
nich aproximaci. Jakost druhého vzorce pro chybu §, je patrna z numerického
prikladu.

Pe3rome

NPUBJIM)KEHHBIE ®OPMVYJIbI AJIA ITOIPEITHOCTHU
IMTPU UTEPAIMOHHBIX METOJAX

MUPOCJIAB IIUCJIEP (MIROSLAV SISLER)

B paboTe npuBoasTcs aBe MpubIKXeHHble GOPMYJIBL IS OTPEUIHOCTH TOCIe N0~
BATEJIbHBIX MPUOJIMKEHUI X, BEIMUCIIIEMbIX IPU oMoy GOPMYyJIbl BUaa

X, =0(x,), v=0,1,2,...

(X,+ 1, X, — n-MepHble BekTopbl). Ecitn @ — TouHoe peuenne (3HauuT, ecam a = ¢(a))
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uecyiulim x, = @, TO Y4CNIO 0, = |] x, — a" 0003HayaeT NOrpeiHOCTh V-0ro NpuoITH-
v o0

JKEHUS U 4uCJIo d, = ”va — xv“ 0003HayaeT nonpasKy v-oro npubmmkenus. [Ipu

3TOM MBI IIpPEIIoJlaraeM, YTO UTEPALMOHHBIA METOA SIBJSECTCS JIMHEHHBIM M 1A

TIOTPEITHOCTY M TIONMpaBKM MMEKT MECTO HepaBeHcTsa o, < Po,_,, d, < Pd,_,,

ua Oonee oOue HepaBencTBa 0, < P max 6,d, <P max d; tIe
i=v—1,...,v—pu i=v—1,...,v—nu

0 < P < 1 u u — HekoTOpOE HaTypaJibHOe Yuciao. [y norpewsHocTu B pabore no-
Ka3bIBAlOTCA cienyroume GopMyJIb:

0, = Oy ——,

IIA

rae uiciaa Q, u A, MOoIy4aroTcst Ipu IOMOoLIU Gopmyt

12T, — (6v — 6) S,
log Q, = 3( ) ;

Ve =V

log A, = 6T, — §4v —-2)8S, '
ve + v
v—1 v—1
3pecs S, = ) log d, T, = Y ulogd, Yucia Q, v A, NOJNy4arOTCS MPH MOMOLIK
n=0 n=0
METO/JIa HAUMEHBIUMX KBaJPAaTOB, €CJIM MbL IPH V-TOM WIare HpuOJIM3UTELHO BBI-
paxaeM yxXe BBIMUCICHHBbIE MONpaBkd d;, 0 < i < v — 1, npu moMoiy 3HAYEHWIA
oynaxouu y(x) = Q%A4, B Toukax x = i. POPMyJbl U MOTPELIHOCTH J, UMEIOT
MECTO TSI BCEX V 32 MCKJIIOUYEHHEM HECKOJIBKUX HayaIbHbIX MpuOkeHuit. TOYHOCTH
BTOpO# (GOPMyJIbI JIst TOTPEIIHOCTH J, MOXHO YCMOTPETh W3 TPHUBEIECHHOTO
YHCJICHHOTO TIpUMeEDA.

Adresse des Autors: Dr. Miroslay Sisler C.Sc., Matematicky tstav CSAYV, Zitna 25, Praha 1.
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