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SVAZEK 11 (1966) A P L I K A C E M A T E M A T I K Y ČÍSLO 5 

ŘEŠENÍ NĚKTERÝCH INTEGRÁLNÍCH ROVNIC PRVNÍHO DRUHU 

BOHUSLAVA HAŇKOVÁ 

(Došlo dne 9. září 1965.) 

Integrální rovnice prvního druhu tvaru 

. nnx . nnč, . nnx sin sin sin 
(1) [VOZ ^ - — ^ d ^ = konst £ _ £ - , 

J 0 « = i ínn\ « = i,3,... ínn\ 

\a) \a) 

kde 
0 < x , £ < c , / = 1 pro k = 2, 3, 4 , 

l = 3 pro k = 5 , 

byly sestaveny vesměs pro výpočet průhybu desek se smíšenými okrajovými podmín
kami v článcích různých polských autorů, uveřejněných většinou v časopise Archi-
wum mechaniki stosowanej během posledních čtrnácti let ([4], [5], [6], [8], [9]). 

Rovnice vznikly při řešení těchto problémů: 

/ = 1, k = 2: Montážní napětí v desce s počáteční deformací. Zatížení (stejně jako 
i ve všech následujících případech) je rovnoměrné. Obdélníková deska 
je prostě podepřená, na části délky c jedné hrany dokonale vetknutá. 
Neznámou funkcí je moment. 

/ = 1, k = 3: Kroucení přímého prutu. Vzhledem k analogickým diferenciálním 
rovnicím kroucení přímého prutu s pravoúhlým průřezem a průhybu 
membrány, podepřené na rovinném obvodě téhož tvaru jako je průřez 
prutu, je výhodné zaměnit tyto problémy tj. v uvažované integrální 
rovnici je neznámou funkcí síla reakce membrány, prostě podepřené 
na obvodě a podél úsečky uvnitř plochy membrány. 

I = 1, k = 4: Průhyb nekonečného pásu šířky a, prostě podepřeného, s kolmým záře
zem délky a — c. Neznámou funkcí je moment. 

Z = 3, k = 5: Průhyb polopásové desky šířky a. Dvě protější (nekonečně dlouhé) stra
ny jsou prostě podepřené. Třetí strana je na části délky c prostě podepře
ná, na zbývající části volná. Neznámou funkcí je podporová reakce. 
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Rovnice tvaru (1), pokud byly řešeny, byly citovanými autory řešeny přibližně bez 
ohledu na otázku existence řešení. Zatímco široce propracovaná teorie integrálních 
rovnic 2. druhu poskytuje možnost zjistit existenci řešení a najít řešení v uzavřeném 
tvaru rovnic i se značně složitými jádry, je řešení integrálních rovnic 1. druhu 
s těmito složitými singulárními jádry obtížné. Článek podává nástin důkazu existence 
řešení těchto rovnic pro c = a/2. Metoda důkazu spočívá na ortogonalizování jistých 
úplných systémů funkcí. Používáme zde některých myšlenek ze Schmeidlerovy knihy 
[1], Předností zvolené metody je možnost najít přímo tvar funkce, která je řešením 
uvažované rovnice, nevýhodou však je, že není vhodná pro důkaz unicity řešení. 

Pro přehlednost myšlenky důkazu bude důkaz proveden nejdříve pro jednodušší 
případ c = a a pro případ, že v rovnici (1) je k = 4. Konstantu na pravé straně 
rovnice (1) označme —2p. Funkce na pravé straně i jádro rovnice splňují podmínky 
([1], str. 31), při nichž lze integrální rovnici 1. druhu převést na systém lineárních 
rovnic. 

Věta 1. Rovnice 

(2) 
l*a oo 

y(í)X 
Jo " = -

. nкx . nкč, 
sin sm 

a a 

nn 

a 

dč = 
sm 

nnx 

•2P £ 
w = l , 3 , . . . 

O < x, £ < a, má jediné řešení tvaru y(č) = — (^p)(ač, — £2). 

D ů k a z . Rovnici (2) násobíme postupně funkcemi úplného ortogonálního systému 
<?«(*) = \j2\a sin (anx)[a, O = x = a, (a = 1, 2, ...) a integrujeme podle x. Na pravé 
straně vzniknou čísla 

/« = 

. nnx 
sin 

\\-2p) Í —-V 
J 0 * = i,3,... fnny 

= ~2p 
2)(~) I -
a) \nj «=i,3,... n4 

2\ . anx t sin — - dx = 
a a 

. nnx . anx , 
sin sin dx . 

r, a a 
Protože platí 

Ça . nnx 
sin 

Jo я 

. a7ix t /O pro a #= n, 
sin dx = < 

pro a = n . 

bude 

-ÌÍ-YЛ' (« = i,з,...). 
a/ \7r/ a 
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Podobně dostaneme funkce 

a a . otnx t ì(2\ a2 1 . aтr£ 
. n?rx . nnč, 

sin sin 

/U-)= / f - n i --in — ^= /(-)^^in 
VWJo" = 1 W 7 t a \j\aj2not a 

a 

(a = 1,2,...). 

Funkce £a(£), 0 <; £ g a, jsou v intervalu (0, a) ortogonální, nejsou však normované. 
Příslušné normované funkce budou 

^a\ a . anč, 
- 1 — sin 

0 ^ - _ J L ^ (a = l,2,...), 

LJoívW^ S m a I J 
Uvažovaná integrální rovnice má řešení ([1], str. 151 — 153] tvaru y(č) = ̂ gn /C(<_0> 

co n n= 1 
jestliže řada £ |qa |2 konverguje, při čemž gn = ]T cn a/a, kde c„a jsou koeficienty 

a = 1 n a = 1 
v rozvoji /?*(£) = ]T c„a /?a(£). Protože v našem případě je /?*(£) = (2otnja2) fia(Č), bude 

a = 1 

,.__=,.___=.,/ljViY--., n w , (.-1.3....). 
a az \y \a/ \a7i/ \ \a/ \a7i/ 

00 

Protože z těchto čísel vytvořená řada £ |aa |2 konverguje, rovnice (2) má ře-
a = l , 3 , . . . 

šení tvaru 
. nn£ 

sin 

a \7l/ n = l , 3 , . . . n 

Protože podle [12] je součet řady 

£ sin nx n , 2, 
\^ = _ ^T-X — xzj, 0 < x < 71 , 

n = l , 3 , . . . /I3 8 
bude 

sin 

I - ^ = ^ ( ^ - £ 
n=i,3,... w 8a \ a 

a podle toho y(Č) = —pj2(at; — £ 2). Z úplnosti systému funkcí /?*(£) na intervalu 
(0, a) plyne, že řešení je jediné. 
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Získaný výsledek lze obdržet i jinou cestou ([6]). 
Tohoto způsobu řešení se dá použít i pro případ obdélníkové desky s rozměry 

a x b, prostě podepřené podél tří stran a dokonale vetknuté podél strany délky a. 
V tomto případě jádro 

. nnx . nn£ nnb 
sin sin 

K(x, £) = £ & , , kde e , = cotgh n 

n=i nn a . t 7 nnb 
sinlr 

funkce na pravé straně 

. nnx nnb sin 
/ ( x ) = - 2 p £ F „ - — , kde F„= tgh 

n = i",... " ínn\4 a , , nrcb 
— cosh2 — 

\ a / 2a 
Řešení příslušné integrální rovnice je 

. nnč sin — -

7E w = l , 3 , . . . g r t n 

což se opět shoduje s výsledkem získaným jinou cestou ([2]). V limitním případě, pro 
b -> oo, je F„ -> 1, Q,. -» 1 a dostáváme předcházející výsledek. 

V dalších výpočtech budou potřebné následující součty řad: 

. nn sm 
(3) 

V 2 = _ J _ Г - l + ( - ! ) ' _ _ _H 
.-11 n3(n2 - 22a2) (2a)2 L (2a)2 4 2 5 J ' 

(4) f 
л =ҐГз,.. .n 2 (n 2 -2 2 a 2 ) 2 2 8 a 4 ' 

n = i 5 , . . . n ( n 2 - 2 2 a 2 ) 2 = (2Õӯ L-« V + І + ' " + 2 a - l j + 

1 A 1 1 
+ - I I + — + — + ... + — 

2 V 32 52 (2a "•- -)vJ' 
0 0 1 7Г2 

n = ř з , . . . n 2 ( n 2 - 2 2 a 2 ) ( n 2 - 2 2 j 9 2 ) = Ä f ' " * ^ ' 
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(7) 
* = i Z з , . . . n ( n 2 - 2 V ) ( n 2 - 2 2 / ? 2 ) 

1 1 
1 + - + ... + 

3 2 ) 8 - 1 
(2«)2(2/î)2 

1 1 1 
+ + . . . + 2ß + 1 2jS + 3 2a - 1 

(a2)2 [(2a)2 - (2ß)2] 

(8) I 
1 

« = i,з,...n(n2 - 2 2 a 2 ) 

. nn 

1 / 1 

" (2«)2 V +  + ... + 

, cc> ß , 

1 

sin 

(9) I 
sin 

2a - : 

nҡ 

G + (~iy2ү 
n=i n2(n2 - 2 2 a 2 ) ( 2 a ) 2 |_ 2a n=i n 

OO 

kde G = £ [sin (nn\í)\jn2 je tzv. Catalanova konstanta 0,915 96 ... , 

И7Г 

sin 
(10) 

(п) 

, t i n(n2 - 2 2 a 2 ) (2a)2 

00 

i Л i 
1 - - + ... + 2a - 1 

1 (Iҡ 

- i t з , . . . n 6 (n 2 - 2 V Y (2a) 4 V28a4 3 . 2 6 a 2 3 . 5 . 2 6 ' 

(12) I --
•ti « 6 (n 2 - 2 2 a 2 ) (n2 - 22/í2) 

. 5 . 2 6 J ' 

—— ľ -
2 4 a 2 ß 2 L22a' 

4 j3 4 (2V-2 2 j3 2 ) 8 + 

a 2 + ß2 тr4 

+ i z ~ г + 
22a2ß2 3 . 2 5 

И7T 

a * j8, 

sm 

(iз) I 
( - i ) " Л i , L ( r i ) a + 1 

2a 
+ ... + 

3 2a - 1 

Součty (3) —(5), (7) —(13) dostaneme pomocí rozložení obecného členu řady na 
částečné zlomky a použitím známých součtů řad ([3]), součet (6) metodou podobnou 
jako v článku [12]. 

Věta 2. Rovnice 

(14) 
(•^a oo 

y(i)I 
Jo n=l 

. nҡx . nҡţ 
sm sin 

a a 

nҡ 

a 

sin 
nҡx 

ъ~ i 
"^1,3, . . . (nҡ 

a 
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má řešení tvaru 

(15) ){{)-ІÍ.Ш. 

kde P*(š) = ^] can pa(Č) jsou funkce, které vzniknou aplikací Schmidtova ortogona-

iizačního procesu na funkce 

(*i<* 00 

«€)- I 
Jo " = i 

. П7ГX . П 7 r £ 

sm sin 

П7Г 

a 

M / í , , / x //4\ . 2a7rx 
(pa\x) áx , kde (pa[x) = /( - I sin , 

přitom 
(a = 1 , 2 , . . . ) , 

n /-£a oo ^ 

7n = Z C«n/a > /« = Z ~ TT ^"M ÚX ' 
a=í J 0 n = l ,3, . . . (nit\ 

sin 
nҡx 

D ů k a z . Rovnici (14) vynásobíme postupně funkcemi ortogonálního systému 
<pa(x) = yj(4)ja sin (2(xnx)\a, (a = 1, 2, . . . ) , úplného na intervalu (0, a/2) a integru
jeme podle x. Na pravé straně dostaneme čísla 

/ « = 2 / ( " ) ( " ) a c o s a 7 r Z 
sin 

, (a = l,2, . . . ) . 
aj\ҡj n = i,ъ,...nъ(n2 — 2 2 a 2 ) 

Funkce 

/щ = 

. П7C . П 7 r £ 

sin — sin 
v-t 2 a a 

2a ( - ) cos a7r 2, 

sin 
2ccҡč,' 

,... n(n2 - 2 2 
4 7Г 

2a -
a J 

, ( a = l , 2 , . . . ) 

podrobíme ortogonalizačnímu procesu: 

m) = л(o 
"(TNí)|a<i€ 

. nn . nnš 
sin — sin 

-£ 2 a 7T . 2 T T £ 

2^ sin 
aj \n=i,3,... n(n — 22) 16 a 

l-Ш I 
1 

+ T I 
1 a 

+ 4 * = i X . . и 2 (и 2 - 2 2 ) 2 4п- i з,... n(n2 - 2 2 ) 2 4 1 iб2J 

390 



Číslo g! dostaneme, nahradíme-li ve výrazu pro funkci /?*(£) funkci Pi(š) číslem 

2a 
sin 

fi = K — cos n _Г 
. п 3 (n 2 - 2 2 

kde K = 
4\/a 

tf/vя 

fnK 
gi = 

sm 
nк 

, = ! „ 3 ( „ 2 - 22). 

I + Z 
* = i,3,... n2(n2 - 2 2 ) 2 « = i,3,... n(n2 - 2 

Použitím součtů (3), (4) a (5) dostaneme 

+ i б 2 

g2 = konst 

/ _ Ж_ _ 7_y 

__________ 

__! 1 _! 
2 8 2 3 2 3 

< konst 

n n 

23 ~ І 5 

3 _ _ 

ѓ8" 

вì 

Číslo # 2 tedy vznikne, omezíme-li se ve dvojčlenu pro funkci /?_(<!;) jen na prvního sčí
tance. 

Podobně utvoříme fí2(š), ortogonalizací dostaneme /?*(£)' vypočteme zde se vyskytu
jící integrály a použijeme součtů řad (4), (5), (6), (7), a po úpravě dostaneme číslo 

T 2 /I I \-n2 

g2
2 = konst 

2 5 / + І 2 3 + 2 5 

7T 7r3\ 2 2 L 2 8 + 3\43 3 2 .4 3 JJ 
3 7 t 2 1 7Г2 

— + — I — 
2 8 2 3 2 8 

1 

2l 

, 1 1 1 

1 + _ 1 + 
Зтt2 3 З 2 тt2 

h h h — 
2 8 2 5 2 4 2 8 

1 Г 7Г 2 П 

4 3 З 2 . 4 3 

__! 1 _! 
2 8 +

 2 3 +

 2 8 

Uvedená konstanta je rovna číslu 4a3 jn4 a tedy nezávisí na n. 
00 

Pro důkaz konvergence řady ]T | # J 2 je důležité, že zlomek, vyjadřující #2 (ga) 
7 1 = 1 

můžeme krátit činitelem 1/24 (l/a 4). 
Dále zase omezíme-li se ve výrazu pro /?2(<?) jen na prvního sčítance, dostaneme 

g\ = konst H 1/__T 7 _ Ч " 

+ З І 2 3 + 2 5 

я __! 
2 8 3 _ 2 8 

Podobně se tvoří další členy. 
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00 

Pro důkaz konvergence řady ]T |gn |2 si všimneme nejdříve, že g\\g\ < 1, tedy že 

я3 1/я я3V 

Ti + ъ\2г + г~5) 
I2 Зя2 я 2 я3 1/я я3V 

Ti + ъ\2г + г~5) 2 8 3 . 2 8 

я я 3 

~Yъ~i" _ 
Зя2 

2 8 

(16) 

neboť nahradíme-li v čitateli levé strany nerovnosti (16) výraz TI 3 /2 5 výrazem 7i/23 + 
+ 7i3/25, čitatel se zvětší a celá levá strana nerovnosti (16) se zjednoduší na tvar 
(1 ™ i ) 2

5 což je číslo skutečně menší než 1 — (_-)2, které je na pravé straně nerov
nosti (16). 

Obecně platí 

lim 
и->oo 

^ F . И m ____£. kde «„ = - i - . 
gn n->oo 1 — an n + 2 

Ukázali jsme již, že ax = 4;. Podobnou úpravou, které jsme podrobili nerovnost (16)„ 

dostaneme při výpočtu podílu |g3/g2 |
2 číslo 

a7 = 

i _ liY-
2 8 V28J 3 _ 1 

2 8 \28) 3 pro podíl I04/03I2 číslo 

_1_ 
г8 Ш 

2 2 8 

3 

|_28 (27 зj 

a, = 
( 2 1 

2 2 8 

7 

_в 
2 8 

1Y_! 
2 7 3 

1 - (-) 
28 V27 

2 2 8 - ] 2 

3 

_3_ 

2~8 

J_V2_ 
27 з 

a obecně se dá ukázat, že napíšeme-li číslo an ve tvaru an = M/N, bude 

M 2 

M 

a„+i = 

N -

_____ 
м 2 

N 
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Proto předpokládáme-li an = íj(n + 2), bude 

n + 2 
a „ + i — 

_ 1 (n + l) + 2 
n + 2 v ; 

n + 2 

Teď lze již snadno dokázat pomocí Raabeova kritéria konvergenci řady ]T | g j 2 : 

l i m J A _ A, i i m B r jL___L . l l . 2 1 i m » ^ 
«-oo \ # n + 1 / n-«> LC1 ~ anf J »-oo (1 - a.,)2 

n = l 

. 2 
n  
\2 ~ 

л ľ n + 2 (n + 2) 2 

= 2 lim n = 2 . 

n + 2 

K případnému použití řady (15) pro výpočet hodnot funkce y(£), která je řešením 
rovnice (14) a nakreslení jejího grafu je ještě třeba sečíst řady 

. nn . nnč, 
sin — sin 

S _ 2 o_ 

n = i n(n2 - 2 2 a 2 ) ' 

jimiž jsou určeny funkce /?*({). 
Věta 3. PZafi 

. nn . 
sin — s i n nx 

00 ? / 7r\ 
(17) £ — —— = C! cos 2ax + C2 sin 2ax, x e 0 , - 1 , 

/i=i n(n2 — 2 2 a 2 ) \ 2 / 
kaV 

_ 1 f _ t A /7r x \ f cos 2ax , 
Ci = —r - c o s 2ax Igtg [ - + - . ) + dx , 

8a2 L \ 4 2 / J cos x J 

„ 1 T • rs / ~ x\ f sin 2ax , 
C2 = - s i n 2ax lgtg [ - + - ] - dx + K2 , 

8a2 L \ 4 2 / J cos x J 

K - 1 J _ _ _ _ _ i r i i V ( i y c ( 4 a 2 - 2 2 ) ( 4 a 2 - 4 2 ) . . . [ 4 a 2 - ( 2 k ) 2 ] 

2a 1 4 L *-i (2k + l ) ! ( 2 k + 1) 

r)} + b _ l 1 _ i + .. | Hr 1 , 

2a l 3 ' " 2a 
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D ů k a z . Řada v rovnosti (17) je Fourierovou řadou některé funkce v(x) 

. nn . 
sin — sni nx 

00 •-) 

(18) «(»)-X TT -ilň-
»=i n(rr - 2 2 a z ) 

Snadno se ověří, že rovnici (18) lze dvakrát derivovat člen po členu. Provedeme-li 
derivování a utvoříme součet 

v"(x) + 2 2a 2 v(x) , 

dostaneme 

(19) v"(x) + 2 2a 2 v(x) = g(x) , 

kde 

. nn . 
sin — sin nx 

00 <-) 

* ( * ) « - ! — • 
n = l 7Z 

Funkce v(x) vyhovuje tedy diferenciální rovnici (19). Přitom z rovnice (18) a z rovnice 
vzniklé jejím derivováním, plynou dosazením x = O pro v(x) počáteční podmínky 

. nn 
sin — 

o o <-> 

(20) v(0)=0, 1/(0) = £ 
n = i n 2 - 2 2 a 2 

Funkci v(x) lze tedy jednoznačně určit jako řešení rovnice (19) s podmínkami (20)~ 

Protože je 

. nn . 
sin — sin nx 

£ 2 L /JT x \ 
I = - lgtg ( - + - , 

w=i n 2 \ 4 2 / 

bude v"(x) + 22a2 v(x) = - \ lgtg (TT/4 + x/2). 

Obecné řešení příslušné rovnice homogenní je v(x) = Ct cos 2ax + C2 sin 2ax. 
Dále metodou variace konstant dostaneme 

~ / \ 1 I A x\ C c os 2ax . 1 
CÁX) = — ; - c o s 2 a * lgtg ( - + - + dx 

8a2 L V4 2) J cos x J 

C 2(*) = r sin 2ax lgtg ( - + - ) - ~ dx 
8a2 L \4 2/ J cosx 

dx + Ki, 

dxl + K2 . 
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Z počátečních podmínek vyplývá, že Kt = 0. Pro výpočet konstanty K2 použijeme 
rovnosti 

, nn 
sin — 

0 0 <*) 

1/(0) = 2 a . C2(0) = £ 

Užitím součtu (13), výpočtem integrálu 

"sin 2ax f dx 
cos x 

_ (_„.{_,_ +- ž
1

(_,y(^-2')(«.'-^...(-.'-(2 t). 
V } \ ái } ( 2 k + l ) ! ( 2 k + 1) 

a dosazením dostáváme tvrzení věty. 
Všimněme si ještě zvláště pravého krajního bodu intervalu (0, a/2), £ = a/2. Při 

přibližném řešení rovnice (14) ([8]) hodnota funkce y(£) pro £, = a/2 rychle vzrostla 
a při přesném řešení se očekávala hodnota nekonečně velká. Pro tento bod řada na 
levé straně rovnice (15) nabývá tvaru 

£ 1 1 A 1 
£ 7 2 ^ ~ - ^ ! + - + ••• + ..n(n2 - 22a2) 22a2 \ 3 2a - 1 

Protože víme, že obecný člen /?*(£) se dá vždy krátit číslem 1/n4, je vidět, že po tomto 
zkrácení je hodnota p*(aj2) pro n -> oo určena divergentní řadou. 

Pro důkaz existence řešení rovnice (l) s mocnitelem k = 2, 4 použijeme analogic
kého postupu jako v důkazu věty 2. Pro exponent k = 1 nelze již uvedeného postupu 
použít. V případě exponentů l = 3, k = 5 při stejné metodě důkazu existence řešení 
dostáváme řadu, jejíž majorantou je konvergentní řada z důkazu věty 2. 
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Р е з ю м е 

РЕШЕНИЕ НЕКОТОРЫХ ИНТЕГРАЛЬНЫХ УРАВНЕНИЙ 

ПЕРВОГО РОДА 

Б О Г У С Л А В А Г А Н Ь К О В А (Вон^5^АVА НАNКОVА( 

Интегральные уравнения 

nnx . nnä, . nnx 
sin sin sin 

a a d£ = konst l 
fmt\ n=T ,3 , . 

/ » c 00 

Jo »=i 

a) \a 

0 < х, % < с, 1=1 для к = 2, 3, 4 , 

/ = 3 для А: = 5 , 

были составлены цитированными авторами для различных проблем из теории 

упругости, которые можно свести к решению прогиба плиты с разрывными 

краевыми условиями. В предлагаемой статье содержится доказательство су

ществования решения этих уравнений для с = а/2. Метод доказательства 

заключается в ортогонализации известных полных систем функций. 

Для наглядности доказательство проведено прежде всего для более простого 

случая с = а с предположением, что в уравнении (1) показатель к = 4. Далее 

доказательство проведено для показателей / = 1, к = 3. Доказательства о су

ществовании решений уравнений с остальными приведенными показателями 

аналогичны. 

При вычислениях оказалось необходимым искать суммы некоторых беско

нечных числовых рядов, вообще вида 

. пл 
51П 

00 ?} 

V /с = 1, 2, ..., 6 , / = 1 , 2 . 

п^хп\п2 -22а2)1 

Суммы были найдены путем разложения общего члена ряда в простые дроби. 
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Чтобы вычислить значения функции у(€), которая является решением уравне
ния (1), была при помощи дифференциального уравнения второго порядка 
с постоянными коэффициентами найдена сумма функционального ряда 

. пп . 
8111 81П ПС 

оо о 

Е „=i n(n2 - 2 V ) 

Z u s a m m e n f a s s u n g 

LÖSUNG EINIGER INTEGRALGLEICHUNGEN ERSTER ART 

BOHUSLAVA HANKOVÄ 

Die Integralgleichungen 

. nnx . nn^ . nnx 
sin sin sin 

(1) \Cy(i)f ^ _ f L d ^ = konSt t —^, 
J 0 n=i [nn\ n=i,3,... inn\ u 

0 < x , £ < c , 1=1 für k = 2, 3, 4 , 

l = 3 für k = 5 , 

wurden von den zitierten Autoren für verschiedene Probleme aus der Theorie der 
Elastizität zusammengestellt, welche man auf die Lösung der Durchbiegung der 
Platte mit gemischten Randbedingungen überführen kann. Die Arbeit führt den 
Entwurf des Beweises über die Existenz der Lösung dieser Gleichungen für c = a\2. 
Die Methode des Beweises beruht auf dem Orthogonalisierungsverfahren bekannter 
vollständiger Funktionensysteme. 

Wegen der Übersichtlichkeit wird der Beweis zuerst für den einfacheren Fall 
c = a (der Exponent k = 4) durchgeführt. Weiter wird der Beweis für die Gleichung 
(1) mit den Exponenten 1=1, k = 3 durchgeführt. Die Existenzbeweise für die 
Lösung der Gleichungen mit den übrigen vorstehenden Exponenten sind analogisch. 

Bei den Berechnungen war es notwendig einige unendliche Zahlenreihen zu sum
mieren. Diese Zahlenreihen sind insgesamt von der Form 

. nn 
sin — 

00 J 

.? .„v-2vy k"-2 6' "h2-
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Die Summen wurden mittels Zerlegung des allgemeinen Gliedes der Reihe in Partial
brüche gefunden. 

Für die Berechnung der Werte der Lösungsfunktion y(ä) der Gleichung (1) wurde 
unter Benützung der Differentialgleichung zweiter Ordnung mit konstanten Koeffi
zienten die Funktionenreihe 

. nn . 
sin — sin nc 

00 0 

y — t 
n=i n{n2 - 2 V ) 

summiert. 
Adresa autorky: CSc. Bohuslava Hankovä, Katedra matematiky a deskr. geom. SF CVUT., 

Trojanova 13, Praha 2. 
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