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SVAZEK 12 (1967) APLIKACE MATEMATIKY CisLo 1

APPROXIMATIVE FORMELN FUR DEN FEHLER BEI ITERATIONS-
VERFAHREN VON HOHERER ORDNUNG

MIROSLAV SISLER

(Eingegangen am 12. April 1966.)

Das Finden der giinstigen Fehlerabschidtzungen gehort immer zu den sehr wich-
tigen Fragen bei jedem Iterationsverfahren. Wie schon in Arbeit [1] gesagt wurde,
die in der Literatur oft angefithrten Fehlerabschdtzungen sind meistens nicht nur
sehr iibertrieben, sondern auch sehr schwer realisierbar. Nimmt man z.B. das be-
kannte Newton-Verfahren fiir die Losung des Systems von nichtlinearen algebrai-
schen Gleichungen (das ist im allgemeinen das Verfahren zweiter Ordnung). Die
theoretisch abgeleiteten Fehlerabschitzungen erfordern hier die Berechnung der
Abschitzung fiir alle ersten und zweiten partiellen Ableitungen von oben und der
Abschitzung der Jacobi-Determinanten des Systems in gewisser Umgebung der
gesuchten Losung von unten. Das ist aber die schwere und fiir die Rechenmaschine
nicht geignete Aufgabe. Falls man wegen der Vereinfachung anstatt der Abschit-
zungen der partiellen Ableitungen und der Jacobi-Determinanten in der Umgebung
der gesuchten Losung nur ihre Werte in einem Punkte benutzt, bekommt man
Fehlerabschédtzungen, welche theoretisch im allgemeinen nicht gelten, aber die
gegebene Werte fiir den Fehler meistens zu grob sind. Solche Fehlerabschdtzungen
sind allerdings vom praktischen Gesichtspunkt schwer anwendbar.

In diesem Artikel werden daher einige giinstigere approximative Formeln fiir den
Fehler bei den Iterationsverfahren von der Ordnung N = 2 abgeleitet werden.
Die approximativen Formeln fiir den Fehler bei linearen Iterationsverfahren (d.h.
fiir N = 1) wurden in der Arbeit [1] angegeben. Absichtlich wird der Terminus
,,die approximative Formel fiir den Fehler* anstatt des Terminus ,,die Fehler-
abschitzung* benutzt um anzudeuten, dass die Ungleichungen fiir den Fehler nicht
ganz exakt abgeleitet sind, doch ihre Giiltigkeit kann man nur mit Ausnahme einer
kleinen Anzahl der Anfangsapproximationen erwarten. Fiir folgende Approxi-
mationen geben sie allerdings sehr genaue Fehlerabschitzungen. Wegen der grosseren
Ubersichtlichkeit und Verstindlichkeit werden in der folgenden Auslegung alle

1



Betrachtungen fiir den Fall der Verfahren zweiter Ordnung (d.h. fiir N = 2) durch-
gefiihrt. Fiir N > 2 kann man ganz analog fortschreiten und darum sind nur die
resultierenden Formeln angegeben (die Formeln fiir N = 2 gibt man als Spezialfall
der Formeln fiir N > 2 an). Dieser Fortgang wurde auch aus folgendem Grunde
gewihlt: die in der Praxis benutzten Methoden sind meistens von erster oder zweiter
Ordnung, wogegen die Methoden hoherer Ordnungen sehr selten benutzt werden.

IL.

In der Arbeit setzt man voraus, dass es sich um das durch die folgende Formel
definierte Iterationsverfahren handelt:

(1) Xpp =0(x), v=0,1,2,....
Hier x,, x,;,; bezeichnet die n-dimensionalen Vektoren und ¢ = (¢, ..., ¢,),
WO @y, ..., ¢, die Funtionen der n Verdnderlichen sind, die in der Umgebung der

Losung a (d.h. des Punktes a, fiir welchen die Gleichung a = ¢(a) gilt) die voll-
stdndigen Differentiale bis N + 1 er Ordnung (N > 1) haben.

Wie werden sagen, dass das durch die Formel (1) definierte Iterationsverfahren
von der Ordnung N im Punkte a ist, falls alle partiellen Ableitungen der Funktionen
@;, i =1,..., n, bis zu der Ordnung N — 1 im Punkte a gleich Null sind und wenig-
stens eine partielle Ableitung der Ordnung N im Punkte a von Null verschiedene
ist.

Nehmen wir jetzt eine beliebige Vektornorm und fithren wir die Begriffe von
Fehler und Korrektion der v-ten Approximation folgenderweise ein: Als den Fehler
der v-ten Approximation wird man die Zahl

9, = ”xv - a”
und als die Korrektion der v-ten Approximation wird man die Zahl
dv = ”xv+1 - xv”

nehmen. Falls x, die geniigend gute Anfangsapproximation ist und falls die Folge
{x,}s>0 zu dem Punkt a konvergiert, folgt sofort nach dem Taylor-Satz fiir das
Iterationsverfahren der Ordnung N im Punkte a die Ungleichung

() S,s1 S PN, v=0,1,2,...,

wo P eine positive Konstante ist. Die folgende Auslegung gilt fiir alle durch die
Vorschrift (1) definierten Iterationsverfahren, fiir welche die Ungleichung (2)
(wo N > 1) bewiesen werden kann.

Man kann beweisen, dass fiir die Korrektion die Ungleichung

(3) dv+1 é Qd’\:l
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gilt; dabei ist Q eine positive Konstante. Die Ungleichung (3) ist also analog zu der
Ungleichung (2). Genauer gesagt, es gilt folgende Behauptung: Sei ¢ eine beliebige
positive Zahl. Dann existiert die natiirliche Zahl v, so, dass fiir v = v, die Unglei-
chung

(4) dyry < (P + ¢)d)

gilt. Aus der Dreiecksungleichung und aus der Ungleichung (2) folgt namlich, dass

dv+1 = 5v+2 + 6v+1 é P(5C’+1 + 57)’
d.h.

1) N \Y
5 L < pff2) 4+ —”) )
0 i) G
In Absatz IV (Bemerkung 1) ist folgende Behauptung bewisen: Sei ¢ eine beliebige

positive Zahl. Dann existiert die natiirliche Zahl v, so, dass fiir alle v = v, die
Ungleichung

(6)

<

*<1+c¢

v

I

U

gilt. Mit Riicksicht auf die Gleichung lim 6, = 0 kann man voraussetzen, dass

8, < 1ist. Nach (5) und (6) folgt fiir v = v, stufenweise

N\ N N N S \N
bt o pl(PY L () ] < p pVsY LA
di,v - dv dv - dv dv

=P I:(PN&C’ + 1) (Z—)N] S P[(PYSY + 1) (1 + )] = a.

v

Der Limes des Ausdruckes in der gebrochenen Klammer ist fiir v — o0 und ¢ —» 0
offensichtlich gleich 1. Zu jeder beliebigen Zahl ¢ > 0 existiert dann die Zahl ¢ > 0
und die natiirliche Zahl v, so, dass fiir v = v,

0P+ 1)1+ —1=¢
ist und gilt also
a<P+e.

Fiir v = vy = max (v,, v;) gilt also die Ungleichung (4), wo ¢ eine gewihlte positive
Zahl ist.

Zum Schluss dieses Absatzes bemerken wir, dass aus der Ungleichung (4) ferner
folgt, dass die Konstanten P und Q in den Ungleichungen (2) und (3) fiir geniigend
grosse v approximativ gleich sind, d.h. es gilt P = Q.



I1I.

Die praktische Bestimmung der Konstanten P und Q in den Beziehungen (2) und
(3) ist theoretisch sehr schwer. Wir versuchen darum diese Konstanten aus dem
Verlauf der Werte d, dy, d,, ... abschitzen. Setzen wir voraus, dass N = 2 ist.
Zuerst druckt man mathematisch die sinkende Tendenz der Zahlen d,, d,, d,, ... aus.
Das kann man folgenderweise machen: setzt man voraus, dass die Approximationen
Xg, X1, ..., X, schon berechnet sind, d.h. dass man die Werte d,, ..., d, kennt.
Man approximiert jetzt die Punkte A4, = [u, d”], uw=0,1,...,v in der Ebene mit
den Koordinaten x, y durch die Funktion in der Form

(7) nx) = QAT

wo Q,, A, gewisse Konstanten sind (sie hdngen allerdings von der Zahl v ab). Wir
wihlen die Funktion y,(x) in der Form (7) mit Riicksicht auf die Ungleichung (3)
(fir N = 2). Um die Methode der kleinsten Quadrate zur Berechnung der Werte
Q,, 4, leicht benutzen zu konnen, geht man zur logarithmischen Form iiber und
approximiert die Punkte B, = [p,logd,], p=0,1,...,v, in der Ebene mit den
Koordinaten x, Y durch die Funktion in der Form

(8) Y,(x) = (25 — 1) q, + 271,
wo q, = log Q,, I, = log A,. Jetzt sucht man solche Zahlen q,, I,, dass der Ausdruck

IIMe

(Y(u) log d,)*
d.h. der Ausdruck

; [(2* — 1) q, + 2%, — log d,]?

minimal ist. Die entsprechenden Normalgleichungen haben die Form

o, Y (2" =17 + 1,y 242" — 1) = Z(zu —1)logd,,
=0 n=0 =

v v v
g, Y. 252" — 1) + 1, 2% Z2"logdu.
u=0 u=0 n=0
Falls man S, = Zlogd und T, = 22“ log d, legt, bekommt man aus diesen
n=0
Gleichungen fiir qV den Ausdruck
3T, - (2°*1 + 1) S,
©) L

=g —2)+(v+4)

Den gesuchten Wert Q, bekommt man jetzt mit Hilfe der Formel Q, = ¢%". Den
Wert A, berechnet man nicht, dann es ist nicht in folgender Auslegung nétig.
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Fiir eine geniigend grosse natiirliche Zahl v und 1 £ i < v kan man jetzt approxi-
mativ

(10) d; ~ yi) = Q¥ 1A%

legen. Es gilt also die approximative Formel

@ N yv(l + 1) _ Q‘Z,i+1_1/1§i+1 B Q
di wi) (@Al

und damit auch
(11) diy, = de?-

Mit Riicksicht auf das Faktum, dass die Konstanten P, Q in den Ungleichungen (2)
und (3) fiir geniligend grosse v approximativ gleich sind, kann man fiir geniigend
grosse v approximativ

(12) i1 Q01, 1Sisy

legen.
Jetzt kann man schon die Formel fiir den Fehler ableiten. Nach der Dreiecks-
ungleichung und nach der Ungleichung (2) bekommt man

5,<d,+ 0,4y ~d, + 0,0
oder
Qv53—5v+dvg0

Diese Ungleichung ist offensichtlich erfiillt fiir

5, = L /(1 - 40.d)
20,

und fiir

1= - 40.4)

3 1)
(13) ’ 20,

lIA

Mit Riicksicht auf das Faktum, dass &, — O ist, gilt nur die Formel (13), die ge- -
wohnlich sehr genaue Werte fiir den Fehler der v-ten Approximation bietet.

Fiir die praktische Berechnung bemerkt man noch, dass die Werte S, und T,,
die bei jedem Schritt berechnet werden miissen, man rekurrent berechnet mit Hilfe
der Beziehungen

Sys1 =S, +logd, .y, T,oy =T, +2"" " logd,,, .

Bemerken wir ferner, dass mit Riicksicht auf die approximativen Ungleichungen,
die zur Ableitung der Ungleichung (13) benutzt wurden, nicht exakt ihre Giiltigkeit
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fiir alle v garantiert wird. In der Praxis kann man aber erwarten, dass sie nur mit
Ausnahme einer kleinen Anzahl der Anfangsapproximationen gilt, solange die
Konvergenz noch nicht stabilisiert wird.

V.

Ahnlicherweise wie bei den Methoden der zweiten Ordnung kann man auch bei
den Iterationsverfahren von der Ordnung N > 2 fortschreiten. Wie schon in Absatz I
gesagt wurde, deuten wir nur der Fortgang fiir die Ableitung der betreffenden Formeln
an und fithren nur die Haupformeln ein.

Wenn man die Punkte A, = [p,d,], = 0,1,...,v durch die Funktion y(x)
in der Form

(14) yv(x) — Q(NV‘I)/(N—I)AN"

(die Funktion (7) ist offensichtlich der Speziellfall fiir N = 2) mit Hilfe der Methode
der kleinsten Quadrate approximiert, bekommt man fiir die Konstante Q, die Formel
1 (N+ 1T, — (N +1)8S,

(13) 8 O = T NN — 1) v — 2] + (N = v 2N

wo

v

S, =Y logd,, T,=) N*logd,.
n=0

u=0
Die Formel (9) ist dann der Speziellfall von der Formel (15) fiir N = 2.
Falls man jetzt fiir geniigend grosse

y

d;=yfi), 151

lIA

legt, ist
di+1 N yv(i + 1) B QS'N““-‘1)/(N—'1)A.{,VH'1

dIiV = yv(i) (Q(Ni-ll/(N—l))N (Af')" =

Q,

und gilt also
(16) digy ~ QY , 1

lIA

i<v.
Ahnlicherweise wie in Absatz III kann man dann auch

(17) SR QY, 1Zigy
legen.
Auf Grund der Beziehungen (16) und (17) kann man schon die betreffenden

Formeln fiir den Fehler ableiten. Nach der Dreiecksungleichung und nach der Be-
ziehung (17) folgt sofort

6v é 5v+1 + dv ~x Qv(siv + dv



oder
Q0N —6,+d,=0.
Die Gleichung
fx)=0x" —x+d,=0
hat offensichtlich zwei positive Wurzeln x; > 0, x, > 0 und die Funktion fv(x) ist
konvex fiir x > 0, denn
f'(x)=N(N -1)Qx""?>0

ist. Die Ungleichung f,(x) 2 0 ist dann fiir x < x, und x, < x erfillt. Priift man
jetzt die Wurzel x, von oben abschitzen. Es gilt offensichtlich d, < x, da

fv(dv) = de(,\l - dv + dv = del\y Z 0

ist. Nun wihlt man die beliebige Zahl k > 1. Da lim d, = 0 ist und da die Zahlen Q,

v= 00

fiir geniigeng grosse v approximativ konstant sind, existiert eine solches v, dass fiir
v = v, die Ungleichung

(18) OkNd¥ 1 <k — 1
und damit auch die Ungleichung x, < kd, gilt.") Es gilt nimlich nach (18)
fkd,) = QkYdY — kd, + d, = d,[QkYd¥ "1 — (k — 1)] £ 0.

Durch den Punkt der graphischen Darstellung der Funktion f,(x) mit der ersten
Koordinaten kd, fiihrt man jetzt die Gerade mit dem Richtungstangens f,(x) =
= NQ,d"~! — 1. Sie schneidet die Achse x im Punkte

_d, — (NQ,k — Q,k") dY

19 X
) ’ L - NQW)™!

Nun beweist man, dass fiir v = v, schon die Ungleichung x, < x, gilt, d.h. dass x,
die gesuchte Abschitzung von oben der Wurzel x, ist. Wenn wir
1 —(NQk — Qk")yd)™*
1 - NQay™!

AV

legen, ist 4, < k, denn mit Riicksicht auf die Bezichung (18) ist

1= NQkdY-" + QkNdy~! < L= NQkd)™ '+ (k-1) _

k.
L—NQY! - 1-Noa!

4,

1) Die Wurzeln Xy, x, der Gleichung f,(x) = 0 hingen allerdings von v ab.



Es ist also x, = d,A, < kd,. Ferner gilt

fv(xo) =fv(dvAv) = deC,Aiv - dvAv + dv = dv(dele“lAC, - Av + 1) =
=d,[A(Q,d) A} — 1) + 1] < 4,[kQ,d) KN — 1) + 1] =
= d[OKd " —k+ 1] <dfk—1-k+1]=0.

Es ist also fv(xo) < 0, sodass wirklich x; < x, gilt. Da nun die Ungleichung f,(x) = 0
fiir x < x, erfiillt ist und da x; < x, ist, gilt offensichtlich nach Ungleichung (18)
die Beziechung

d, — (NQ,k — Q,k") d)

20 s, <
0 1 — NQd¥!

’

solange v so gross ist, dass die Ungleichung (18) gilt, d.h. solange die Ungleichung

k—1
N-1 0K
erfiillt ist.

Es gilt wieder dasselbe, was iiber die Formel (13) gesagt wurde. Mit Riicksicht
auf die zur Ableitung der Formel (20) benutzten approximativen Formeln, kann
man ihre Giiltigkeit fiir alle v mit Ausnahme einer kleinen Anzahl der Anfangs-
approximationen erwarten.

(21) d,

lIA

Bemerkung 1. Den bereits durchgefiihrten Fortgang zur Ableitung der Unglei-
chung (20) kann man leicht zum Beweis der Formel

<
<

|

(6)

<l+e¢

Q

v

benutzen, wo ¢ eine beliebige positive Zahl ist und v 2 v, (hier ist v, eine geniigend
grosse natiirliche Zahl). (Diese Beziehung wurde im Absatz II zum Beweis der
Ungleichung (4) benutzt.) Nach der Ungleichung (2) und nach der Dreiecksunglei-
chung folgt ndmlich die Ungleichung

(5v§5v+l+dv§P5vN+dV
oder
PN —68,+d,20.

Die Gleichung Px"¥ — x + d, = 0 hat, wie schon bekannt ist, zwei positive Wurzel.
Falls x; die kleiner Wurzel bezeichnet, ist die vorhergehende Ungleichung erfiillt,
wenn 6, < x;. Ganz analog, wie oben, kann man jetzt die folgende Behauptung
beweisen: Sei k eine beliebige Zahl und k > 1. Sei ferner v, eine solche natiirliche
Zahl, dass fiir alle v = v, die Ungleichung

PNt <k — 1



gilt. Dann ist
— (NPk — PKM) a¥
xl é d\' ( ) v
1 — NpdY~!

5

d.h. es gilt die Abschitzung

d, — (NPk — Pk") d"
1 — NPd'™!

oy =

v

Nach dieser Ungleichung folgt sofort die Ungleichung

Ny gN=1
b, 1= (NPk — PK")d™!

d 1 — NPdY¥~!

v

Da der Limes der rechten Seite fiir v — oo gleich 1 ist, existiert eine solche Zahl v,,
dass fiir v = v,

(6)

Y
IA

v

—“=<1+4c
d,

gilt (hier ist ¢ eine beliebig gewihlte positive Zahl). Die Ungleichung (6) gilt also
fiir alle v = max (v, v;) = v,.

V.

Die Formel (20) fiir den Fehler, die bereits abgeleitet wurde, kann man vorteilhaft
bei Iterationsmethoden von der zweiten Ordnung benutzen. Fiir N = 2 ist namlich

dv - (2ka - kaz) d!z'

22 o, =

( ) 1 - 2dev
solange

(23) Qk¥d, <k —1.

Falls man ferner k = 2 legt, bekommt man nach (22) die Ungleichung

(24) 5, < — B
- szdv

solange

40d, =1
oder

1
(25) d, = ___.
40,



Durch Vergleich der Ungleichungen (24) und (13) kann man sofort feststellen,
dass die Ungleichung (24) fiir den Fehler ein wenig grosser Werte bietet (das ist klar,
denn im Falle der Formel (13) benutzten wir zur Abschitzung des Fehlers J, gerade
die Wurzel der Gleichung Q,x* — x + d, = 0, wogegen bei der Ungleichung (24)
eine gewisse Abschitzung dieser Wurzel von oben benutzt wurde). Die Formel (24)
hat aber folgenden Vorteil: sie ist sehr einfach und enthilt keine Wurzel.

VL

Zum Schluss fithren wir ein numerisches Beispiel an. Es wird das folgende Glei-
chungsystem mit Hilfe des Newton-Verfahren (hier ist N = 2) gelost:

X2+ y*+ 22+ 0P -30=0,

xyzv — 24 =0,

3x =2y +4z—-0v-7=0,

x*z + y*v — 2x0 — 27 =0.
Um den wirklichen Fehler mit dem durch die Formeln (13) und (24) gegebenen
Abschitzungen vergleichen zu konnen, ist das Gleichungsystem so gewihlt, dass
seine genaue Losung x =1, y =2, z = 3, v = 4 bekannt ist. Als die Anfangs-
approximation nimmt man die Werte x, = 0, yo = 3, zo = 5, vy = 7. Die sukzes-
siven Approximationen, ihre wirklichen Fehler und die Fehlerabschitzungen (13)

und (24) sind in der Tabelle 1 zusammengefasst. (Die Vektornorm ist dabei folgen-
derweise gewdhlt: fiir x = (x;) ist | x| = max |x,|.)

Literatur

[1]1 M. Sisler: Approximative Formeln fiir den Fehler bei Iterationsverfahren. Apl. mat. 7/ (1966),
341—351.

Tabelle 1
; 14 X, yv zZy v,
|
1_,, — — — — — S S
[0 .000000000/+00 | .299999999/401 .500000001 /+01 .700000001 /401
1 .228571429/+00 | .256211741/+-01 .390555429/4-01 | .418369661/+01
) .662997489/+00 | .215631927/401 .329537690/-+01 .385786156/+01
3 .948519671/4-00 | .200373374/401 | .304130061/4-01 | .400329397/+01
4 .998888766/+00 | .200001262/+-01 .300087464/+01 .400013963/+-01
5 .999999495/+-00 | .200000000/+ 01 .300000038/-01 .400000006/+-01
6 . 100000000/ +01 .200000000/+-01 | .299999999/-+01 .400000001/4-01
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Vytah

PRIBLIZNE VZORCE PRO CHYBU PRI ITERACNICH METODACH
VYSSIHO RADU

MIROSLAV SISLER

V ¢ldnku jsou poddny nékteré ptibliZzné vzorce pro chybu postupnych aproximaci
x, pocitanych podle vzorce tvaru

X, =o(x,), v=0,1,2...

(xy41, X, jsou n-rozmérné vektory a @ = (@, ..., ¢,), kde ¢, ..., ¢, jsou funkce
n-proménnych, majici v okoli hledaného feSeni totdlni diferencidl az do N + 1-ho
fddu). Je-li a hledané feSeni (tj. plati-li @ = ¢(a)) a je-li lim x, = a, pak chybou

v oo

y-té aproximace rozumime &slo 8, = ||x, — a|| a opravou v-té aproximace &islo
d, = |[x,4+y — x,|. Pfedpokldddme, Ze s¢ jednd o iteraéni metodu fddu N =2
v bodé a (iteraéni metoda je fidu N v bodé a, jestlize vSechny parcidlni derivace
funkci ¢; aZ do fddu N — 1 jsou v bod€ a rovny nule a alespoil jedna parcidlni
derivace fddu N je v bod& a od nuly riznd). Pro iteraéni metody N-tého fddu lze
pak dokdzat nerovnosti 8,,, < PSY, d,,, £ QdY, v=0,1,2,..., pficemZ pro
dostateéné velké v je P = Q. Pro chybu jsou pak v ¢ldnku odvozeny tyto vzorce:

pro N = 2 je
6v < 1 - \/(1 - 4dev)
20,
pro N = 2 je
N N
6‘, < dv - (Nka - ka )dv
1 -NQd¥!
d 0 Abschitzung (13) | Abschitzung (24) Wirkliche
Y Y fiir 3, fiir &, Fehler 9,
.281630388/+01 | 300000000/ 01
.610177388/4-00 | .769302656/ —01 | .641872698/+00 | .67339743/+-00 | .905554288/+-00
.285522180/--00 | .242891568/+-00 | .308663179/4-00 | .33150214/--00 = .337002511/-+00
.503690948/—01 | .356644610/+00 | .513079641/—01 | .52246181/—01 {.514803288/~01
. 111072809/ — 02 | .396817064/+-00 .111121626/*02| 11117080/ —02 | .111123361/—02
.506923599/ —06 | .408821179/--00 | . 508009234/ —06 | .50801384/—06 1‘ .504776833/ —06
.283946976/ —07 | .186495434/+-01 .284647111/—~07i .28496601/ —07 i.l49011612/—~07
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pokud

d

IIA

k—1
v N-1 kaN

(k je libovolné redlné &islo a k > 1). Pro k = 2 a N = 2 pak dostdvdme specidln&

d,

6y S ————,
1 -204d,

IIA

v

pokud d, < 1/(40,).
Cislo Q,, které se vyskytuje ve viech vzorcich, je ddno vzorcem
1 (N+DT,-(N""" + 18,
(N=1)*N*[(N=1)y—=2]+(N—=1)v+2N’

log 0, =

kde

<

S, =Y logd,, T,=7Y N*logd,.
)

n n=0
Pro N = 2 je specidlné
3T, — (2% + 1) S,
2 (v —2) + (v+ 4)

log Q, =

kde
logd,, T,=Y 2"logd,.

4] n=0

Mq

S, =

n

1]

Vzorce pro Q, jsou odvozeny pomoci metody nejmensich Ctvercu, jestlize pfi v-tém
kroku pfiblizné aproximujeme jiZ vypoctené opravy d;, 0 < i < v, pomoci hodnot
funkce tvaru y/(x) = Q"N "DAY (pro N =2 je funkce y, tvaru y,(x) =
= Q2"7'A2Z") v bodech x = i. Odvozené odhady pro chybu §, plati pro viechny v
s vyjimkou malého poctu pocédteénich aproximaci. Jakost odhadi je patrna z nume-
rického ptikladu.



PesromMe

MNPUBJIWXEHHBIE ®OPMVIJIbl [1JIA INIOIPEIIHOCTHU
TP UTEPALIMOHHBIX METOJAX BBICIIEI'O ITOPAJIKA

MUPOCJIAB HIUCJIEP (MIROSLAV SISLER)

B pabore mpuBOISATCS HEKOTOpbIE MPUOTMKEHHbIE (OPMYJIbI Ajisi HOTPEUIHOCTH
MOCJIEI0BATEbHBIX MPUOIMKEHUM X,, BHIYUCISEMBIX P MOMOIUM (GOPMYJIBI Bua

X, =@(x,), v=0,1,2,...

(X,41> X, — R-MEPHBIE BEKTOPBL U @ = (P4, .., ®,), TAE @y, ..., ¢, — QYHKUMH OT n
MepeMEHHBIX, MMEIOIME B OKPECTHOCTH MCKOMOTO pelIeHst MOJIHBIN auddepentman
N + 1-ro mnopsaka). Ecnu a-TouHoe peuwrenue (3Ha4uT, eciim a = @(a)) u eciu
lim x, = @, T0 wicso 8, = ||x, — a|| 06o3HaUACT MOrPEUIHOCTB V-TOro MPUG/IVHKEHHUS
v—* 00

v aucio d, = Hxv+ L= xv” 0003HayaeT MomnpasKy v-Toro npubmokeHus. COBMECTHO
C TEM MBI [IPEAoaraeM, YTO UTEPAIMOHHBIA MeTO I mopsiaka N = 2 B TOYKE d, €CIIU
BCE YaCTHBIE TPOU3BOJIHBIE TIOPSIIKA MEHBIIETO N B TOUKE @ PaBHBI HYJIFO M XOTS Obl
OJIHA YaCTHAsI IPOM3BO/IHAS MOpsiika N B TOYKE @ HYJIIO He paBHseTcs ). s urepa-
IMOHHBIX METO/OB MOpsiaka N MOXHO MOTOM J0Ka3aTh HEepaBEHCTBA 0, ., = P3Y,
d,y; <Qd¥, v=0,1,2,...; 30ech uuciaa P u Q NpuOIU3UTETBHO PABHSIOTCS APYT
APYTY ISl AOCTATOYHO OO0JIBLIETO Ynca v. [l moTrpelHocT B paboTe ToKa3bIBaIOT-
cs1 caepyrongue Gopmyibl: st N = 2 umeet Mecto dhopmyna

v = ZQV >

s N = 2 umeet Mecto dopmyia

dv - (Nka - kaN) d{:v
1 - NQdN~!
eciau

d, <, k=1
. 0.k

(k — mpou3BosibHOE JeHCTBUTEIBHOE YUCIO, k > 1). st k = 2 u N = 2 noJiy4aer-
csl, B YACTHOCTY, HEPABEHCTBO

9,

IA

s

dV

Oy = —7,
1 -204d,

v

ecmn d, = 1/(40,).
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Yucso Q, mojyyaeTcst Npu noMoum Gopmy.ibl

_ 1 N+1)T,—(N*' +1)S, ]
(N = 1D)* N* (N = 1)y —2] + (N = 1)y + 2N~

log O,

3pech S, = . logd,, T, =
dopmyna *=°

N¥ log d,. B yactHOoM ciydae fjia N = 2 MMeeT MecTo
0

v
pn=

3T, — (2°*' + 1) S,
2 =2+ (v +4)

log 0, =

v v
rne S,= Y logd,. T,=) 2"logd, ®opmyna ;s Q, HOJyd4aeTCs IPU MOMOLIK
n=0 n=0

METONa HAUMEHBIIMX KBaIPaTOB, €CJIM MbI IPU V-TOM LIATE MPUOIU3UTEIILHO BbI-
paxaeM yke BBIYHCIICHHbIE onpaBku d;, 0 =< i = v, Ipy MOMOLUM 3HaYeHuit QyHKIMK
Buga y,(x)= QN VN DAY (g N=2 Qynxmus y, umeet Bun y,(x)= 02" 7' A2")
B TOYKaxX X = i. ®OpMyJIBI JJIsl HOTPELIHOCTH §, UMEIOT MECTO JIJISl BCEX V 38 MCKIIIO-
YyeHIEM HEKOTOPOTO HEOOJIBILIOrO YKCIIa HaYa IbHBIX MpuOkeHuit. ToYHOCTh BBECH-
HBIX GOPMyJT 1UIst §, OYEBUIHA M3 MUPBEJEHHOTO YUCICHHOTO IPUMeDpa.

Adresse des Autors: Dr. Miroslav Sisler C.Sc., Matematicky tstav CSAV, Zitna 25, Praha 1.
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