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SVAZEK 12 (1967) APLIKACE MATEMATIKY ČÍSLO 1 

APPROXIMATIVE FORMELN FÜR DEN FEHLER BEI ITERATIONS­
VERFAHREN VON HÖHERER ORDNUNG 

MIROSLAV §ISLER 

(Eingegangen am 12. April 1966.) 

Das Finden der günstigen Fehlerabschätzungen gehört immer zu den sehr wich­
tigen Fragen bei jedem Iterationsverfahren. Wie schon in Arbeit [1] gesagt wurde, 
die in der Literatur oft angeführten Fehlerabschätzungen sind meistens nicht nur 
sehr übertrieben, sondern auch sehr schwer realisierbar. Nimmt man z.B. das be­
kannte Newton-Verfahren für die Lösung des Systems von nichtlinearen algebrai­
schen Gleichungen (das ist im allgemeinen das Verfahren zweiter Ordnung). Die 
theoretisch abgeleiteten Fehlerabschätzungen erfordern hier die Berechnung der 
Abschätzung für alle ersten und zweiten partiellen Ableitungen von oben und der 
Abschätzung der Jacobi-Determinanten des Systems in gewisser Umgebung der 
gesuchten Lösung von unten. Das ist aber die schwere und für die Rechenmaschine 
nicht geignete Aufgabe. Falls man wegen der Vereinfachung anstatt der Abschät­
zungen der partiellen Ableitungen und der Jacobi-Determinanten in der Umgebung 
der gesuchten Lösung nur ihre Werte in einem Punkte benutzt, bekommt man 
Fehlerabschätzungen, welche theoretisch im allgemeinen nicht gelten, aber die 
gegebene Werte für den Fehler meistens zu grob sind. Solche Fehlerabschätzungen 
sind allerdings vom praktischen Gesichtspunkt schwer anwendbar. 

In diesem Artikel werden daher einige günstigere approximative Formeln für den 
Fehler bei den Iterationsverfahren von der Ordnung N g: 2 abgeleitet werden. 
Die approximativen Formeln für den Fehler bei linearen Iterationsverfahren (d.h. 
für N = 1) wurden in der Arbeit [1] angegeben. Absichtlich wird der Terminus 
„die approximative Formel für den Fehler" anstatt des Terminus „die Fehler­
abschätzung" benutzt um anzudeuten, dass die Ungleichungen für den Fehler nicht 
ganz exakt abgeleitet sind, doch ihre Gültigkeit kann man nur mit Ausnahme einer 
kleinen Anzahl der Anfangsapproximationen erwarten. Für folgende Approxi­
mationen geben sie allerdings sehr genaue Fehlerabschätzungen. Wegen der grösseren 
Übersichtlichkeit und Verständlichkeit werden in der folgenden Auslegung alle 



Betrachtungen für den Fall der Verfahren zweiter Ordnung (d.h. für N = 2) durch­
geführt. Für N > 2 kann man ganz analog fortschreiten und darum sind nur die 
resultierenden Formeln angegeben (die Formeln für N = 2 gibt man als Spezialfall 
der Formeln für N > 2 an). Dieser Fortgang wurde auch aus folgendem Grunde 
gewählt: die in der Praxis benutzten Methoden sind meistens von erster oder zweiter 
Ordnung, wogegen die Methoden höherer Ordnungen sehr selten benutzt werden. 

II. 

In der Arbeit setzt man voraus, dass es sich um das durch die folgende Formel 
definierte Iterationsverfahren handelt: 

(1) *v + 1 = <p(xv), v = 0, 1,2, ... . 

Hier xv, x v + 1 bezeichnet die n-dimensionalen Vektoren und cp = (<pl5 ..., cpn), 
wo q>l9 ..., (pn die Funtionen der n Veränderlichen sind, die in der Umgebung der 
Lösung o (d.h. des Punktes o, für welchen die Gleichung o = q>(a) gilt) die voll­
ständigen Differentiale bis N -f 1 er Ordnung (N > 1) haben. 

Wie werden sagen, dass das durch die Formel (1) definierte Iterationsverfahren 
von der Ordnung N im Punkte o ist, falls alle partiellen Ableitungen der Funktionen 
q>t, i = 1, . . . , n, bis zu der Ordnung N — 1 im Punkte o gleich Null sind und wenig­
stens eine partielle Ableitung der Ordnung N im Punkte o von Null verschiedene 
ist. 

Nehmen wir jetzt eine beliebige Vektornorm und führen wir die Begriffe von 
Fehler und Korrektion der v-ten Approximation folgenderweise ein: Als den Fehler 
der v-ten Approximation wird man die Zahl 

<5V = || xv - a|| 

und als die Korrektion der v-ten Approximation wird man die Zahl 

nehmen. Falls x0 die genügend gute Anfangsapproximation ist und falls die Folge 
{xv}v°°=0 zu dem Punkt o konvergiert, folgt sofort nach dem Taylor-Satz für das 
Iterationsverfahren der Ordnung N im Punkte o die Ungleichung 

(2) öv + l = P<5?, v = 0 , 1 , 2 , . . . , 

wo P eine positive Konstante ist. Die folgende Auslegung gilt für alle durch die 
Vorschrift (1) definierten Iterationsverfahren, für welche die Ungleichung (2) 
(wo N > 1) bewiesen werden kann. 

Man kann beweisen, dass für die Korrektion die Ungleichung 

(3) dv+1 ^ QdN
v 



gilt; dabei ist Q eine positive Konstante. Die Ungleichung (3) ist also analog zu der 
Ungleichung (2), Genauer gesagt, es gilt folgende Behauptung: Sei e eine beliebige 
positive Zahl. Dann existiert die natürliche Zahl v0 so, dass für v g: v0 die Unglei­
chung 

(4) dv+lS{P + e)d: 

gilt. Aus der Dreiecksungleichung und aus der Ungleichung (2) folgt nämlich, dass 

dv+l źðv+2 + ôv+1 ѓP(ôN
v+1 +ðN

v), 

d.h. 

(5) 
" v + 1 < P 

Sv+1 
+ G:í 

In Absatz IV (Bemerkung 1) ist folgende Behauptung bewisen: Sei c eine beliebige 
positive Zahl. Dann existiert die natürliche Zahl v2 so, dass für alle v ^ v2 die 
Ungleichung 

(6) 5-f ^ 1 + c 
dv 

gilt. Mit Rücksicht auf die Gleichung lim öv = 0 kann man voraussetzen, dass 
v-*oo 

Sv < I ist. Nach (5) und (6) folgt für v ^ v2 stufenweise 

^ v + l 
< p d. ì U 

(Р^C + 1) ( ^ Y l < P[(PNðN
v + 1) (1 + cf] = a . 

Der Limes des Ausdruckes in der gebrochenen Klammer ist für v -> oo und c -> 0 
offensichtlich gleich 1. Zu jeder beliebigen Zahl s > 0 existiert dann die Zahl c > 0 
und die natürliche Zahl vx so, dass für v ^ vx 

0 <. (PNðN + 1) (1 + c)N - 1 < 

ist und gilt also 

(X < P + 8. 

Für v ^ v0 = max (v2, Vj) gilt also die Ungleichung (4), wo e eine gewählte positive 
Zahl ist. 

Zum Schluss dieses Absatzes bemerken wir, dass aus der Ungleichung (4) ferner 
folgt, dass die Konstanten P und Q in den Ungleichungen (2) und (3) für genügend 
grosse v approximativ gleich sind, d.h. es gilt P == Q. 



III. 

Die praktische Bestimmung der Konstanten P und Q in den Beziehungen (2) und 
(3) ist theoretisch sehr schwer. Wir versuchen darum diese Konstanten aus dem 
Verlauf der Werte d0, du d2, ... abschätzen. Setzen wir voraus, dass N = 2 ist. 
Zuerst druckt man mathematisch die sinkende Tendenz der Zahlen d0, dx,d2,... aus. 
Das kann man folgenderweise machen: setzt man voraus, dass die Approximationen 
x0, xu ..., xv + 1 schon berechnet sind, d.h. dass man die Werte d0, ...,dv kennt. 
Man approximiert jetzt die Punkte A^ = \ß, d^\, \i = 0, 1, . . . , v in der Ebene mit 
den Koordinaten x, y durch die Funktion in der Form 

(l) yv(x) = e r - i A r , 
wo ßv, Av gewisse Konstanten sind (sie hängen allerdings von der Zahl v ab). Wir 
wählen die Funktion yv(x) in der Form (7) mit Rücksicht auf die Ungleichung (3) 
(für N = 2). Um die Methode der kleinsten Quadrate zur Berechnung der Werte 
Qv, Av leicht benutzen zu können, geht man zur logarithmischen Form über und 
approximiert die Punkte Bß = [/L, log dß~\, \i = 0, 1, ..., v, in der Ebene mit den 
Koordinaten x, Y durch die Funktion in der Form 

(8) Yv(x) = (2^ - 1) qv + 2% , 

wo qv = log Qv, lv = log Av. Jetzt sucht man solche Zahlen qv, lv, dass der Ausdruck 

t ( Y v ( ^ ) - l o g ^ ) 2 

n = o 
d.h. der Ausdruck 

i[{2>- \)qv + 2»lv-\ogdfl]
2 

ß=0 

minimal ist. Die entsprechenden Normalgleichungen haben die Form 

qv t (2" - l ) 2 + Zy X 2"(2" - 1) = f (2" - 1) log d„ , 
ß=0 ß=0 p=0 

av£2"(2«- l) + /v£22" =f2"log<. 
n = o p = o n = o 

v v 

Falls man Sv = ]T log dß und Tv = J] 2ß log dß legt, bekommt man aus diesen 
n=o fi=0 

Gleichungen für qv den Ausdruck 

(9) , = 3Tv-(2- + 1 + l )S v 
V ' 2v+1(v - 2) + (v + 4 ) ' 

Den gesuchten Wert Qv bekommt man jetzt mit Hilfe der Formel Qv = eqv- Den 
Wert Av berechnet man nicht, dann es ist nicht in folgender Auslegung nötig. 



Für eine genügend grosse natürliche Zahl v und 1 :__ i 5_ v kan man jetzt approxi­
mativ 

(10) dt * >>v(0 = ßJ ' -UJ 1 

legen. Es gilt also die approximative Formel 

dl+1 „ yv(i + 1) _ Qri-lA?+1 

= ßv 
rf2 Mi) ( ß v ' - w ) 2 

und damit auch 

(11) d « + i » ß v ^ -

Mit Rücksicht auf das Faktum, dass die Konstanten P, Q in den Ungleichungen (2) 
und (3) für genügend grosse v approximativ gleich sind, kann man für genügend 
grosse v approximativ 

(12) <5i+1 * ß v < 5 2 , l ^ i ^ v 

legen. 
Jetzt kann man schon die Formel für den Fehler ableiten. Nach der Dreiecks­

ungleichung und nach der Ungleichung (2) bekommt man 

SVS dv + öv+i « dv + ßv^v 

oder 

Qvöl - <5V + dv = 0 . 

Diese Ungleichung ist offensichtlich erfüllt für 

s> 
1 + ___ - 4QA) 

2ßv 

und für 

(13) l-J(l-4Qvdv) 
2ß v 

Mit Rücksicht auf das Faktum, dass öv -> 0 ist, gilt nur die Formel (13), die ge­
wöhnlich sehr genaue Werte für den Fehler der v-ten Approximation bietet. 

Für die praktische Berechnung bemerkt man noch, dass die Werte Sv und Tv, 
die bei jedem Schritt berechnet werden müssen, man rekurrent berechnet mit Hilfe 
der Beziehungen 

S v + 1 = Sv + logd v + 1 , Tv+1 = Tv + 2v + 1 l o g d v + 1 . 

Bemerken wir ferner, dass mit Rücksicht auf die approximativen Ungleichungen, 
die zur Ableitung der Ungleichung (13) benutzt wurden, nicht exakt ihre Gültigkeit 



für alle v garantiert wird. In der Praxis kann man aber erwarten, dass sie nur mit 
Ausnahme einer kleinen Anzahl der Anfangsapproximationen gilt, solange die 
Konvergenz noch nicht stabilisiert wird. 

IV. 

Ähnlicherweise wie bei den Methoden der zweiten Ordnung kann man auch bei 
den Iterationsverfahren von der Ordnung N > 2 fortschreiten. Wie schon in Absatz I 
gesagt wurde, deuten wir nur der Fortgang für die Ableitung der betreffenden Formeln 
an und führen nur die Haupformeln ein. 

Wenn man die Punkte A^ = [//, dM], fi = 0, 1, ..., v durch die Funktion yv(x) 
in der Form 

(14) yj(x) = ß ( " v ~ !>/(*-iMf 

(die Funktion (7) ist offensichtlich der Speziellfall für N = 2) mit Hilfe der Methode 
der kleinsten Quadrate approximiert, bekommt man für die Konstante Qv die Formel 

(15) l o g Q = _ J (JV+1)TV-(NV + 1 + 1)SV  
V ' (N - l ) 4 JVV + 1 [ (JV- l ) v - 2 ] +(N - l ) v + 2JV 

wo 

Sv = £iogd-, r„ = £>Mog«v 
p=0 n=0 

Die Formel (9) ist dann der Speziellfall von der Formel (15) für N = 2. 

Falls man jetzt für genügend grosse 

diKyJß, l ^ i g v 

legt, ist 

di+l ., yji + l) Q^-w-^Ar1 

= бv 
dl yv(i) (Qy-w-y(A»y 

und gilt also 

(16) d.,+ i * Ö v ^ , l ^ i ^ v . 

Ähnlicherweise wie in Absatz III kann man dann auch 

(17) 'St+i*Q,S?> l = ^ = v 

legen. 

Auf Grund der Beziehungen (16) und (17) kann man schon die betreffenden 
Formeln für den Fehler ableiten. Nach der Dreiecksungleichung und nach der Be­
ziehung (17) folgt sofort 

s v = s v + l + dv « QVÖN
V + dv 



oder 

QVÖN - öv + dv = 0 . 

Die Gleichung 

fv(x) = ßvx" - x + dv = 0 

hat offensichtlich zwei positive Wurzeln xx > 0, x2 > 0 und die Funktion fv(x) ist 
konvex für x > 0, denn 

f"(x) = N(N- l ) ß v x " ~ 2 > 0 

ist. Die Ungleichung fv(x) __ 0 ist dann für x __ xx und x2 = x erfüllt. Prüft man 
jetzt die Wurzel xx von oben abschätzen. Es gilt offensichtlich dv = xi9 da 

fv(dv) = ß v < -dv + dv= Qvd
N

 = 0 

ist. Nun wählt man die beliebige Zahl k > 1. Da lim dv = 0 ist und da die Zahlen ß v 
v-*oo 

für genügeng grosse v approximativ konstant sind, existiert eine solches v0, dass für 
v = v0 die Ungleichung 

(18) Qvk
NdN~' = k - 1 

und damit auch die Ungleichung xx = kdv gilt.1) Es gilt nämlich nach (18) 

fv(kdv) = Qvk
NdN - kdv + dv = dv[Qvk

NdN~l - (k - 1)] = 0 . 

Durch den Punkt der graphischen Darstellung der Funktion fv(x) mit der ersten 
Koordinaten kdv führt man jetzt die Gerade mit dem Richtungstangens fv'(x) = 
= NQ^'1 — 1. Sie schneidet die Achse x im Punkte 

(19) 
_ dv - (NQvk - Qvk

N) dN 

1 - NQvd
N 

Nun beweist man, dass für v __ v0 schon die Ungleichung xt _ x0 gilt, d.h. dass x0 

die gesuchte Abschätzung von oben der Wurzel xx ist. Wenn wir 

l-(NQvk- Qvk
N)dN~[ = A 

1 - NQvd
N~l 

legen, ist Av ̂  k, denn mit Rücksicht auf die Beziehung (18) ist 

A - l ~NQvkdN~l + Qv^r1 < 1 - NQvkdN~l +_____) _ k 

l-NQvd
N

v~
l l - iVß.dr 1 

1) Die Wurzeln xi9 x2 der Gleichungfv(^:) = 0 hängen allerdings von v ab. 



Es ist also x0 = dvAv = kdv. Ferner gilt 

fv(x0)=fv(dvAv) = Qvd
NAN - dvAv + dv = dv(Qvd

N~lAN - Av + 1) -

- dv[Av(Qvd
N-UN

v-i _ 1) + 1] <g dv\k(Qvd
N-'kN^ - 1) + 1] -

- d v [ ö v f c X _ 1 - fc + 1] = dv[k - 1 - k + 1] - 0 . 

Es ist alsofv(x0) = 0, sodass wirklich xt = x0 gilt. Da nun die Ungleichung fv(x) _ 0 

für x = xt erfüllt ist und da xt = x0 ist, gilt offensichtlich nach Ungleichung (18) 

die Beziehung 

(0(i, c ^dy-(NQvk-Qvk
N)d» 

{ ) v = 1-Jve.dr1 ' 
solange v so gross ist, dass die Ungleichung (18) gilt, d.h. solange die Ungleichung 

(2i) d-s-'M 
erfüllt ist. 

Es gilt wieder dasselbe, was über die Formel (13) gesagt wurde. Mit Rücksicht 
auf die zur Ableitung der Formel (20) benutzten approximativen Formeln, kann 
man ihre Gültigkeit für alle v mit Ausnahme einer kleinen Anzahl der Anfangs­
approximationen erwarten. 

B e m e r k u n g 1. Den bereits durchgeführten Fortgang zur Ableitung der Unglei­
chung (20) kann man leicht zum Beweis der Formel 

(6) ^ = 1 + c 
dv 

benutzen, wo c eine beliebige positive Zahl ist und v = v2 (hier ist v2 eine genügend 
grosse natürliche Zahl). (Diese Beziehung wurde im Absatz II zum Beweis der 
Ungleichung (4) benutzt.) Nach der Ungleichung (2) und nach der Dreiecksunglei­
chung folgt nämlich die Ungleichung 

öv = Sv + 1 + dv = PÖN + dv 

oder 
PÖN - Sv + dv = 0 . 

Die Gleichung PxN — x + dv = 0 hat, wie schon bekannt ist, zwei positive Wurzel. 
Falls xt die kleiner Wurzel bezeichnet, ist die vorhergehende Ungleichung erfüllt, 
wenn öv = xt. Ganz analog, wie oben, kann man jetzt die folgende Behauptung 
beweisen: Sei k eine beliebige Zahl und k > 1. Sei ferner v0 eine solche natürliche 
Zahl, dass für alle v = v0 die Ungleichung 

PkNdN~l < k - 1 



gilt. Dann ist 

dv - (NPk - PkN) dN 

Xi = " l - j v p a r 1 

d.h. es gilt die Abschätzung 

. ^ dv - (NPk - PkN) dN
v 

O S — . 
1 -NPdN

v~
l 

Nach dieser Ungleichung folgt sofort die Ungleichung 

Sv 1 - ( N P k - PF)^"1 

dv
 = 1 - N P ^ " 1 ' 

Da der Limes der rechten Seite für v -> oo gleich 1 ist, existiert eine solche Zahl vx, 
dass für v ^ vl 

(6) Öf ^ 1 + c 
dv 

gilt (hier ist c eine beliebig gewählte positive Zahl). Die Ungleichung (6) gilt also 
für alle v ^ max (v0, Vj) = v2. 

V. 

Die Formel (20) für den Fehler, die bereits abgeleitet wurde, kann man vorteilhaft 
bei Iterationsmethoden von der zweiten Ordnung benutzen. Für N = 2 ist nämlich 

(22) S Hd*~ ( 2 Q v f e ~ g v f e 2 ) dl 

1 - 2ßvdv 

solange 

(23) Qvk
2dv g k - 1 . 

Falls man ferner /c = 2 legt, bekommt man nach (22) die Ungleichung 

(24) <5V g * '—- , 
l - 2 ß v c ! v 

solange 

4Qvdv S 1 
oder 

(25) dv =£ _ L . 
4ß v 



Durch Vergleich der Ungleichungen (24) und (13) kann man sofort feststellen, 
dass die Ungleichung (24) für den Fehler ein wenig grösser Werte bietet (das ist klar, 
denn im Falle der Formel (13) benutzten wir zur Abschätzung des Fehlers öv gerade 
die Wurzel der Gleichung Qvx

2 — x + dv = 0, wogegen bei der Ungleichung (24) 
eine gewisse Abschätzung dieser Wurzel von oben benutzt wurde). Die Formel (24) 
hat aber folgenden Vorteil: sie ist sehr einfach und enthält keine Wurzel. 

VI. 

Zum Schluss führen wir ein numerisches Beispiel an. Es wird das folgende Glei-
chungsystem mit Hilfe des Newton-Verfahren (hier ist N = 2) gelöst: 

x2 + y2 + z2 + v2 - 30 = 0 , 

xyzv - 24 = 0 , 

3x - 2y + 4z - v - 7 = 0 , 

x2z + y3v — 2xv — 27 = 0 . 

Um den wirklichen Fehler mit dem durch die Formeln (13) und (24) gegebenen 
Abschätzungen vergleichen zu können, ist das Gleichungsystem so gewählt, dass 
seine genaue Lösung x = 1, y = 2, z = 3, v = 4 bekannt ist. Als die Anfangs­
approximation nimmt man die Werte x0 = 0, y0 = 3, z0 = 5, v0 = 7. Die sukzes­
siven Approximationen, ihre wirklichen Fehler und die Fehlerabschätzungen (13) 
und (24) sind in der Tabelle 1 zusammengefasst. (Die Vektornorm ist dabei folgen-
derweise gewählt: für x = (x.) ist ||x|| = max \xt\.) 

Literatur 

[1] M. Sisler: Approximative Formeln für den Fehler bei Iterationsverfahren. Apl.mat. 11 (1966), 
341-351. 

Tabclle 1 

V xv Уv zv vv 

0 

1 
2 

3 

4 

5 

6 

.000000000/+00 

.228571429/+00 

.662997489/+00 

.948519671/+00 

.998888766/+00 

.999999495/+00 

.100000000/+01 

.299999999/+01 

. 256211741/+01 

.215631927/+01 

.200373374/+01 

.200001262/+01 

.200000000/+01 

.200000000/+01 

.500000001/+01 

.390555429/+01 

.329537690/+01 

.304130061/+01 

.300087464/+01 

.300000038/+01 

.299999999/+01 

.700000001/+01 

.418369661/+01 

385786156/ + 01 

.400329397/+01 

.400013963/+01 

.400000006/+01 

.400000001/+01 

10 



Výtah 

PŘIBLIŽNÉ VZORCE PRO CHYBU PŘI ITERAČNÍCH METODÁCH 
VYŠŠÍHO ŘÁDU 

MIROSLAV ŠISLER 

V článku jsou podány některé přibližné vzorce pro chybu postupných aproximací 
x v počítaných podle vzorce tvaru 

x v + 1 = cp(xv)i v = 0, 1, 2, . . . 

( x v + 1 , x v jsou n-rozměrné vektory a <p = (<pl5 ..., cpn), kde <pu ..., cpn jsou funkce 
n-proměnných, mající v okolí hledaného řešení totální diferenciál až do N + 1-ho 
řádu). Je-li a hledané řešení (tj. platí-li a = cp(a)) a je-li lim x v = o, pak chybou 

v-+oo 

v-té aproximace rozumíme číslo <3V.= [|xv -• cr|| a opravou v-té aproximace číslo 
dv = | | x v + 1 — x v | | . Předpokládáme, že se jedná o iterační metodu řádu N _ 2 
v bodě a (iterační metoda je řádu N v bodě a, jestliže všechny parciální derivace 
funkcí (pí až do řádu N — 1 jsou v bodě o rovny nule a alespoň jedna parciální 
derivace řádu N je v bodě a od nuly různá). Pro iterační metody N-tého řádu lze 
pak dokázat nerovnosti <5V+1 = PóN, dv+1 = QdN, v = 0, 1,2, ..., přičemž pro 
dostatečně velké v je P = Q. Pro chybu jsou pak v článku odvozeny tyto vzorce: 
pro N = 2 je 

pro N = 2 je 

£ 1 - V(l ~ 4Qvdv) 

2QV 

dv - (NQvk - Qvk
N) dN 

i - N G v ^ r 1 

.281630388/+01 

.610177388/+00 

.285522180/+00 

.503690948/-01 

.111072809/ - 0 2 

.506923599/ - 0 6 

.283946976/-07 

.769302656/-01 

.242891568/+00 

.356644610/+00 

.396817064/+ 00 

.408821179/+00 

.186495434/+01 

Abschätzung (13) 
für o\, 

.641872698/+00 

.308663179/+00 

.513079641/-01 

.111121626/ —02 

.508009234/ - 0 6 

. 2846471П/-07 

Abschätzung (24) 
für o\, 

.67339743/ + 00 

.33150214/+00 

.52246181/ —01 

. 11П7080/-02 

.50801384/-06 

.28496601/-07 

Wirkliche 
Fehler öv 

.300000000/+01 

.905554288/+00 

.337002511/+00 

.514803288/ —01 

. 111123361/ —02 

.504776833/ - 0 6 

. 149011612/ —07 
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pokud 

lk- 1 

~or 
(k je libovolné reálné číslo a k > 1). Pro k = 2 a N = 2 pak dostáváme speciálně 

5 <; ^ 
1 - 2<2vdv' 

pokud dv ^ 1/(4Q,). 
Číslo Qv, které se vyskytuje ve všech vzorcích, je dáno vzorcem 

1 (N + l ) T v - ( i V v + 1 + l ) S v log ß v = 
(N - l ) 4 NV + 1 [(N - 1) v - 2] + (N - 1) v + 2N ' 

kde 

Sv = Í > g ^ , Tv = tNMogJ,. 
V = 0 // = o 

Pro N = 2 je speciálně 

3TV - (2V + 1 + 1)SV 
Ьg ßv = 

2 v + 1(v - 2) + (v + 4) 

kde 

Sv = £lo g í /„ , Tv = £ 2" log d„ . 
/i = 0 /i = 0 

Vzorce pro Qv jsou odvozeny pomocí metody nejmenších čtverců, jestliže při v-tém 
kroku přibližně aproximujeme již vypočtené opravy di9 0 ^ i = v, pomocí hodnot 
funkce tvaru yv(x) = Q(* v -^*-i)^Nv Ipro # = 2 je funkce yv tvaru yv(x) = 
= Q j v l ^ v ) V bodech x = i. Odvozené odhady pro chybu <5V platí pro všechny v 
s výjimkou malého počtu počátečních aproximací. Jakost odhadů je patrná z nume­
rického příkladu. 
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Резюме 

ПРИБЛИЖЕННЫЕ ФОРМУЛЫ ДЛЯ ПОГРЕШНОСТИ 
ПРИ ИТЕРАЦИОННЫХ МЕТОДАХ ВЫСШЕГО ПОРЯДКА 

МИРОСЛАВ ШИСЛЕР (МIК08^АV 8 ^ Е К ) 

В работе приводятся некоторые приближенные формулы для погрешности 
последовательных приближений ху, вычисляемых при помощи формулы вида 

*у + 1 . = <р(*у), У = 0, 1, 2,... 

(х у + 1, ху — п-мерные векторы и ср = (сръ ..., срп), где срх, ..., срп — функции от п 
переменных, имеющие в окрестности искомого решения полный дифференциал 
N + 1-го порядка). Если о-точное решение (значит, если а = (р(а)) и если 
Нт ху = а, то число <5У = ||ху — а\\ обозначает погрешность т-того приближения 
у->оо 

и число йу = ||ху + 1 — ху|| обозначает поправку у-того приближения. Совместно 
с тем мы предполагаем, что итерационный метод порядка N ^2ъ точке а, если 
все частные производные порядка меньшего N в точке а равны нулю и хотя бы 
одна частная производная порядка N в точке а нулю не равняется). Для итера­
ционных методов порядка N можно потом доказать неравенства ду + 1 5̂  Рд^ 
^ г + 1 -==== ^^V^ V = 0, 1, 2, ...; здесь числа Р я ^ приблизительно равняются друг 
другу для достаточно большего числа V. Для погрешности в работе доказывают­
ся следующие формулы: для N = 2 имеет место формула 

Ô < i - V ( i - 4QA) 
2(2, 

для N ^ 2 имеет место формула 

1-N^V<^»-1 

если 

^ у ^ N - 1 ах 
(к — произвольное действительное число, к > 1). Для к = 2 и N = 2 получает­
ся, в частности, неравенство 

л 
3 < 

I - 2^Vс^V 

еслнЛу<_1/(4<2У). 
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Число (2Г получается при помощи формулы 

1 (ЛГ + 1 ) Г „ - ( ^ + 1 + 1 ) 5 , 
lOgQ, 

(N - \f NV+1[(N - 1) v - 2] + (N - l)v + 2N 

здесь 5, = ^ 1о§ й^ Т„ = ]Г NN 1о§ йц. В частном случае для N — 2 имеет место 

формула " = 0 " = 0 

З Г „ - ( 2 У + 1 + 1 ) 5 , 
logбv 

2 v + 1 (v - 2) + (v + 4) 

где 5У = ^ 1о& й^ Ту=^2^ 1о§ <1д. Формула для ^V получается при помощи 
ц=0 ц=0 

метода наименьших квадратов, если мы при V-том шаге приблизительно вы­

ражаем уже вычисленные поправки Аь О ^ X 5^ V, при помощи значений функции 

вида у,(х)= е Г ~ 1 ) / ( * ~ 1 } Л Г (для N=2 функция г^имеет вид уу(х)= й2;~1Л2;) 

в точках х = г. Формулы для погрешности дх имеют место для всех V за исклю­

чением некоторого небольшого числа начальных приближений. Точность введен­

ных формул для <5У очевидна из пирведенного численного примера. 

АйгеЕзе (1е5 АШогз: Ог. М1го51а\> Зккг С 8 с , Мат.ета1юку ш1ау С8АУ, 2кпа 25, РгаКа 1. 
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