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SVAZEK 12 (1967) APLIKACE MATEMATIKY &isLo 2

O JEDNOM VZORCI Z OPERATOROVEHO POCTU

VAcLAV VODICKA

(Doslo dne 1. srpna 1966.)

Cldnek jednd o jisté formuli z teorie Laplaceovy integrdlni transformace. Jde tu
o vzorec, ktery pres jeho pomérné elementdrni rdz i jednoduché odvozeni bud viibec
nenajdeme v soucasnych sbirkdch origindli a obrazii, nebo jsou tu Casto uvedeny
vysledky, jeZ nebudi divéru. Pfedstavu o fyzikdlnich pfipadech, kdy je mozZno pouzit
naSeho operdtorového vzorce, ziskd &tenaf z prikladu o ohfevu poloprostoru.

1. ZAKLADNI FORMULE

Pfi Laplaceové operaci

(1.1) L[] = K(p) = f " dr, ) = L)
hleddme origindl
(1.2) h(f) = L e Ve 0, b
. )=L"'"|—un— |, >0, >0.
[P J + bz)] ‘

PiSeme-li ve zndmém vztahu

Lo l: eﬂ” :] _ b Y’(L b \/t> , Y(x) = 2 Jwe_‘:z d¢
Je/p + D) 21 Vr s

p + b? misto p, dostaneme

~1 e ab a 2 2
L =e®V[(—+bt), ¢>=p+b>.

a(q + b) 2t

S pomoci tohoto vzorce pak vychdzi pro hledany origindl (1.2)

h(f) = L [_"’le 1 | [e“a.q (J_ _ L)] =
a(¢* = b*)| 2b g \g—b qg+0b

=i[f““l’(zi\/jbJ’)‘“abW<5aJt+b\/t)]’
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tedy celkem

(1.3) L [ "_Mpi)b] - [e_"b y < - b\/t) — ety (L + b\/t>],
pJ/(p + b%) 2b 2/t 2./t

2 (® e,
az0, b>0, ¥Y()=-"| e ¥d¢;
NE::

x

tato formule zfejme plati také pro vsechna zdpornd b.
Pres elementdrni rdz i jednoduché odvozeni se vzorec (1.3) pfili§ Casto neuvddi
v literatufe a kdyzZ ano, tedy sc mnohdy poddvaji vysledky, které vyzaduji pfezkou-

mdni, [1], [2].
2. OHRIVANI POLOPROSTORU

2.1. Obecna formulace problému. Homogenni a isotropni prostfedi x = 0 s tepel-
nou vodivosti 4, specifickym teplem ¢ a s hustotou y md nulovou pocdtecni teplotu.
Od okamziku t = 0 je po¢ne povrchovou rovinou x = 0 zah¥ivat tepelny proud
q(y, z, t). Teplotni pole u = u(x, y, z, f) v poloprostoru je za téchto pomérit feSenim
diferencidlniho problému
ou o’u  *u  d%u
o :x( + = +-~—>, x>0, |y <+, |z7< +w,

2.1.1 o
@1 ox?  0y* 0z*

A
t>0, X = >
¢y

2.1.2 ﬂiaﬁ:qy,z,t, x=0, |yl< +w, |z] < 4+, t>0,
ox

]
(21.3) u(x,y,2,10) >0 pro x— +w, |y < +w, |z < +o0, 1 >0,
(2.1.4) u(x, y,2,0) =0, x >0, [y[ < +oo, |z < +o0.

Omezime-li se zprvu mI&ky jen na takové funkee g(y, z, t), Ze zarucuji pro y* +
+ z2 — 400 pii viech x > 0, t > 0 platnost limitniho vztahu u(x, y, z, 1) -0,
prevadi Fourierova transformace

(2.1.5) h(n, ) = F[h(y, 2)] = 2l J\J‘ h(y, z) ™+ dydz,
n — 0

0

b 2) = PR O] = - H Fn, £) &+ dy d

— o0

na§ problém (2.1.1)—(2.1.4) v novou ulohu

ot Ox?

_ o
(2.1.6) ‘l“zx<—”—gzﬁ>, x>0, t>0, o*=n*+1%,
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dii

(2.1.7) 2 G, x=0, 1>0,
0x

(2.1.8) u(x,n,{,t) >0 pro x— +co, t>0,

(2.1.9) i(x,n,,0 =0, x>0

k ureni Fourierova obrazu u(x, #, {, t) hledaného feseni u(x, y, z, 1).

Laplaceovo zobrazovini (1.1) pak zméni problém (2.1.6)—(2.1.9) v Glohu

dii 1
(2.1.10) Sl (prud)ia=0, x>0,
dx? %
di  _
(2.1.11) A—ﬁ—f—c'](i],(, p)=0 pro x=0,
dx
(2.1.12) i(x,n,{,p) >0 pro x— +w

k vypoctu Laplaceova obrazuii(x, n, {, p) funkce i(x, i, {, t); pfitom ovSem znamend
q(n, ¢, p) Laplaceav obraz funkce q(, ¢, 7).

2.2 Topny proud nezavisi na &ase. ReSenim problému (2.1.10)—(2.1.12) je vyraz

e—-xs/Jx 5

_ . % _
(2.2.1) i(x,n, ¢, p) = Vx qn, 5 p), st =p+xo®,

A

ktery ve zvldStnim piipadé, kdy nezdvisi tepelny proud ¢(y, z) na ase ¢, nabude
vzhledem k okolnosti (1, {, p) = (1/p) q(n, ¢) tvaru

B Jr e EE
(2.2.2) a(x,n, ¢, p) == ———q(n,0), s*=p+xo?,

A ps
tj. pravé tvaru uvedeného na levé strand formule (1.3).

Ctend¥ vidi, Ze jsme tu dospéli k celé skupiné problémii, p¥i nichZ m4 nd§ zdkladni

vzorec (1.3) podstatnou roli. Radu zvlditnich tloh patficich k pravé vymezenému
cyklu otdzek fteSi ve svych neddvnych pracich specialisté OOSTERKAMP, JAEGER,
TRIGGER, CHAO, LOEWEN a mnozi jini.
. T kdyZ jsme uz splnili vlastni kol tohoto ¢ldnku, jimZ bylo pouze odvodit operd-
torovou formuli (1.3) a ukdzat, v jakych fyzikdlnich Glohdch ptichdzi k platnosti,
vS§imneme si prece je§té i zpétného piechodu od Laplaceova obrazu (2.2.2) k hledané-
mu feleni u(x, y, z, t) problému (2.1.1)—(2.1.4).

Zavedeme-li oznaceni

b a ; a
(223) U@ bty=c W <v —b w) ey (5,77-7[ +b \/t>,

2t 24/
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ddvd vyraz (2.2.2) podle (1.3) ihned Fourieriv obraz

u(x,n, (1) = g(z%’f«) U <\‘7;, INEA t) , 2=+

Zddaného feSeni u(x, y, z, t). Podle druhého ze vzorcii (2.1.5) pak vychdzi pro hledané
teplotni pole v nasem poloprostoru vyraz

(2 2 4) u(x, v, 2, 1) _ Z ; J\J' q(”l’ C) (\/%’ 0 \/% t> e~ ity +{z) dpdt,

P=nt 4+ 0

zkratka x je urena pfedpisem (2.1.1), vyraz U vzorcem (2.2.3).
S pomoci zndmé skutecnosti

R R AR e

z teorie Fourierovy transformace (2.1.5) a s pouZitim konvoluéniho teorému této
transformace vychdzi feSeni (2.2.4) v dalsich tvarech

(2.2.5) u(x, y, z, 1) =

- L ”:q(o, ) do der (j‘; N2 t) Jole JI[(y = 0)* + (z — )]} de,

 4nd ] o
(2.2.6) u(x, y,z, t) =

% H:q(y -0,z — 0)dodo J:U (]x; 0% t) Jo[o /(* + )] de;

jsou ziejmé& vyhodné zejména v t&ch pripadech, kdy vykazuje vyraz g(y, z) pro tepelny
proud rotaéni symetrii. UkdZeme to asponl na dvou prikladech.

2.3. Ustaleny rotatné soumérny tepelny proud. V Oosterkampové tloze [3] je pfi
danych konstantdch Q, R
(2.3.1) q(y,z2)=Q pro 0<y* + 22 < R?,
q(y,z) =0 pro y* + 2z > R?

a naSe formule (2.2.5) ddvéd s pomoci Gegenbauerova vztahu

27

f Jolo J(r* + s* — 2rscos )] dy = 2 Jo(or) Jo(os)
0

po krdtkém pocitdni obvykly vysledek

(23.2) ulx, 2,10 = %J Joler) J1(eR) U(\/ s 0% t) rP =yt 22,
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Jako druhy pfiklad uvddime poméry p¥i znaéné& umélé situaci (pro svij spise teore-
ticky vyznam se sotva najde v literatuie), kdy se poloprostor vytdpi tepelnym proudem
intensity

(2.3.3) a(y, z) = Q Jo(ar), r*=y* + z%;

o> 0, Q > 0 jsou dané konstanty. ProtoZe nemd &tendf mozZnost nalézt vysledky
v literatufe, nazna¢ime tu podrobnéji postup vypoltu, ktery tentokrdte provedeme
s pomoci vzorce (2.2.6).

Pouzivajice poldrnich soutfadnic

y=rcosd, z=rsind, oc=scosp, w=ssingp, s=20, 0 ¢ <2n

a vySe zminéného Gegenbauerova integrdlniho vztahu, dostdvime z formule (2.2.6)
snadno

u(x, y,z, 1) =

-2 st dsjszO[a J(r? + 57 = 2rscos y)] dys ij <~x—, NER t) Jo(os) do =
47l J, K

0 0

=20 J “u (% Lo :) do J " s o(#5) Jo(os) ds .

21 o \Jx o

Integral podle s md hodnotu (1/x) 6(¢ — o) a hledané temperaturni pole u(x, y, z, t)
nabyvd se zietelem ke zndmym vlastnostem Diracovy funkce o tvaru

(23.4) u(x, v, z, 1) = Q2 Jo(ar) U x| ayfu, t), r*=y>+z%;
20, NE”

difuzivita % je urCena pfedpisem (2.1.1), vyraz U se po&itd podle vzorce (2.2.3),
v némZz znamend ¥ komplementdrni funkci chyb, definovanou piedpisem (1.3).

Vzorec (2.3.4) byl odvozen s pouZitim divergentniho integrdlu (3 sJ,(as) Jo(os) ds
a &tendf by se snad chté] presvéddit pfimym vypoétem, Ze je vyraz u(x, y, z, t), tim
vzorcem dany, v pfipad€ (2.3.3) vskutku feSenim zdkladniho problému (2.1.1) az
(2.1.4). Derivovdnim lIze ziskat pro funkci U = U(x[\/x, « \/x, t) figurujici ve for-
muli (2.3.4) vztahy

*u Lo

A — =Pl + - —

0X |y=0 0x % ot
které spolu se znamymi vlastnostmi Besselovych funkci étendfi usnadni pfimy dukaz,
7Ze vyhovuje feSeni u(x, y, z, t) ze vzorce (2.3.4) jak diferencidlni rovnici (2.1.1), tak

i podmince (2.1.2). Ovéfeni ostatnich dvou pozadavki (2.1.3), (2.1.4) je uZ zcela
snadné.
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3. DALSI POUZITI POSTUPU Z ODST. |

Cesta, jiz byl ziskdn zdkladni operdtorovy vzorec (1.3), je pouZitelnd i v jinych
piipadech. Zpravidla ndm uspofi neustdlé pracné kontroly, jichZz vyZaduje odvozo-
vani pfisluSnych operdtorovych formuli jinymi zptsoby. Uvedeme tu ptiklad, ktery
se opird o0 vzorec

—aq t
(3.1) L' [l(ffb)} = H(t — a) e_“"f I [b J(2 = %) ]de, ¢* = p*+ b,
alg —

jejz jsme odvodili v diivesi prdci [4]; H znamend Heavisideovu jednotkovou funkci.
Tymz postupem, jakého jsme v odst. 1 pouzili p¥i odvozovdni vzorce (1.3), dostd-
vime v nagem nyné&j$im pfipadé s pomoci (3.1)

—aq —aq >—aq
[ Tl T -
p’q q(q* — b*)] 2b q \q—b q+b

- Zlby(t ~a) {e—ahfe'" Jo[b J(2* — )] dr — e"bfte—btJo[b NGRS df} :

a

a

a

Celkem tedy nachdzime mdlo zndmou operatorovou formuli

,—aq t
(3.2) Jpk IR 1H(t — a) | shb(t — a) J,[b/(* — *)] dt,
plqf b a
a>0, b+0, g*=p*+b%;

H znamend, jak uz povédéno, jednotkovou funkci. Vzorce tohoto druhu maji svij
vyznam napf. v teorii kmitdni a pfece se velmi nesnadno hledaji v odborné literatufe,
jak se muze ¢tendf sdm lehko presvédcit.

4. ZAVERECNE POZNAMKY

Fyzika a technika budou asi nejvice zajimat uvahy z odst. 2. AC byly provedeny za
omezujicich predpokladti obvyklych v teorii Fourierovy a Laplaceovy transfor-
mace — viz tfeba omezeni uvedené tésné pted vzorci (2.1.5) —, prece plati vysledky
i v mnoha pfipadech obecnéjsich. Tak je mozno jich pouZit napf. i tenkrdte, kdyzZ je
tepelny proud ¢(y, z) roven nenulové konstanté v celé roviné x = 0.

Prilezitostné se zminime o nékterych situacich, kdy je mozno dospéti k zajimavym
a madlo zndmym vysledkim i pfi tepelnych proudech zdvislych na case. Zvldstni
vyznam tu maji proudy ménici se periodicky.

V dalsich pracich uvedeme také nékteré problémy z teorie mechanickych kmiti,
jez lze fesit s pouzitim vysledkd z odst. 3.
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Pe3rome

OB OJJHON ®OPMVIJIE OIIEPAIIMOHHOIO MCUUCJIEHUS
BAIIJIAB BO/IMYKA (VAcLAV VODICKA)

B crarhe BRIBOAUTCS 0j1HA (JOPMYITA, KOTOPYIO HEJCTKO HAUTH B JIMTEPATYpE, U KO-
TOpast CIIYXUT JUJISL BEIYUCITIEHVSI OPUTHHABHON (yrkumu mpeobpasosanus Jlannaca
e—a~/(n+b2)

_¢ —,

p/(p + D)
3aTEM Ha 00060171 rpynnc Hp06I[CM U3 TCOpI/[I/[ TEIJIONPOBOAHOCTU ITOKa3aHO, KAKUM
00pazoM MOXHO MCIOJIL30BATH IMOJyYCHHBI Pe3yJIbTaT B MAaTCMaTHYCCKOR (u3nKe.
anMCHCHHbIﬁ METOA MOXHO UCITOJIL30BATHL U B jIpyl"I/IX BAXXHBIX CJlydasX B (1)1/[311KC

WiIn B TexHuke. B kadecrne TIpuMEpa IMOCTPOEH B 3AKJIFOUYCHUEC p'd6OTBl npuMep opu-

TUHAJIBLHOU (PYHKIUN IS
o~ W(P2Hb2)

v

a=0, b+0;

p*J(p* + b?)
Zusammenfassung

UBER EINE FORMEL DER OPERATORENRECHNUNG

VAcLAV VODICKA

>0, b+0.

Der Aufsatz befasst sich mit der Herleitung der im Schrifttum nicht leicht zu finden-
den Formel fiir die Berechnung der Originalfunktion zu der Laplace-Transformierten
e"ﬂJ(ﬂ*'bz)

e
p(p + %)
und zeigt an einer ausgedehnten Gruppe von Wirmeleitungsproblemen, wie das
Ergebnis in der mathematischen Physik zum Gebrauch kommt.
Die angewandte Herleitungsmethode ist auch in anderen physikalisch und technisch
wichtigen Fillen anwendbar. Als Beispiel dazu konstruiert man am Ende der Arbeit
die Originalfunktion zu

1%

0, b*0

e—aJ(n2+b2)
p2 \/(pz + bZ) ’

Adresa autora: Dr. Viclav Vodicka, Harantova 16, Plzeii.

0, b+0.
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